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1 Tablas y Matrices

Una matriz viene determinada por un numero de filas (horizontales ) en nuestra matriz 4 filas

a b c
. . d e f
y columnas (verticales)3 columnas: Matriz A,x5 g h i
i k1
Dos matrices son iguales si todos sus términos ocupan las mismas posiciones y son iguales

Matriz transpuesta de A se halla cambiando las filas por las columnas:

2 Suma de matrices
Solo se pueden sumar o restar matrices que tengan el mismo rango (mismo ntimero de filas

y columnas).

La suma de matrices cumple las propiedades:

ComutativaA+B =B+ A

Asociativa:A+ (B+C)=(A+B)+C

Elemento neutro es la matriz nula (todos los terminos son 0)

Elemento opuesto A + (—A) = 0; la matriz — A se obtiene cambiando el sigo a A

La diferencia de dos matrices A— B = A + (—B)

1. Ejercicio

Comprobar que se cumplen las propiedades Conmutativa y Asociativa de la suma de matrices

a=( 10 Be=ls 5 9ie=( T g o)

Solucion

Conmutativa: A+ B =B+ A;

A+B:(0_4loi 33 ;6)+(‘(1i g 2_39 5§)=(_81 Z;; —29 Z se cumple
_ - 7
Bra=(y 3 S 2)* (% 10 26)-(a 4 201

Asociativa: A+ (B+C)=(A+B)+C

B0-( 1 5 9 38067 5 D
MEHO= (_41 i (2) —56)+(223 _04 —97 175)2(112 _11 il7 192)
(A+B):(_81 43; —59 D

R A N e R R R B
Se cumple
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2. Ejercicio
5 -3 2 2 5
Hallar la matriz opuesta delamatrizA+BsiendoA=<4 7 9) B=(—1 6
3 -8 6
Solucién
5 -3 2 2 5 4 7 2 6
A+B=(4 7 9>+(—1 6 5) (3 13 14)
3 -8 6 8 8 6 11 0 12

-7 =2 -6
laopuestadeA+B= —(A+B) = ( -3 -13 —14)
-11 0 -12

Pruebala; (A+B) + (—(A+B)) =0

7 2 6 -7 =2 -6 0 0 O
< 3 13 14) + < -3 -13 —14) = <0 0 0)
11 0 12 -1 0 -12 0 0 O

Producto de una matriz por un namero real
Para multiplicamos una matriz por un numero real se multiplican todos terminos

de la matriz por ese numero.

2 5 4 -4 —-10 -8
MultiplicarB=<—1 6 5)*(—2)=( 2 =12 —10)

8 8 6 -16 —-16 -12

3. Ejercicio

Dadas las siguientes matrices A = ( g7 2 4) B= (

1
a) 2A'— 5B% b) —3(A+B) C)EA

Solucion

3 -1 6 0 6 -2 30 0
a) 2A'— 5Bt =2 (2 5 )—5(7 —2) = <4 10)—(35 —10)
4 3 9 4 8 6 45 20

6 =2 -30 O —-24 -2
= (4 10) + <—35 10 ) = (—31 20 >;
8 6 —-45 =20 =37 -14

b)—3(A+B)=—3<(3 2 4)+(6 7 9)):—3(9 ? 13)

15 370 2 a 13 7
27 —27 -39
—3(A+B)=(3 5 _21)
3 2 4 3
> 2z o102
C)_A__(3 24)= 2 2 2|_|( 2
22721 5 3 15 3 1 5 3
2 2 2 2 2 2



4 Producto de matrices
Para poder multiplicar dos matrices A y B ha de cumplirse que el numero columnas de A

sea igual al numero de filas de B. La matriz resultante tendra las filas de A y las colunnas de B

3 9 4 1 2 2
Siendo Azx3 = (_1 5 3) Y Baxz = ( 0 1 1) AQXE d BEXE
-1 1 3 J

Se puede multiplicar A * B dado que A tiene el | V 3colunas=2 filJﬁ

mismo numero de columnas que B filas W b

La matriz resultante sera C2X3 AZXE = BEXE = CZXE

Ao v B ( 3x14+2%0+4(-1) 3x24+2%x14+4x1 3x24+2%x1+4+4%3 )

X3 II2N\(~1) %1 +5%0+3x(=1) (-1)*2+4+5%1+3%1 (—1)*2+5%1+3%3

-1 12 20
A2X3*B3x2=(_4 6 12)

4. Ejercicio

1110 2 10
Dadas las siguientes matrices A=<2 1 1 0) B=|3 2 0

2 31 2 1 0 1
Explicar si se puede realizar los productos AxB y BxA . En caso afirmativo hallar los resultados

Solucion

1110 2.1 0
Asxa*B3x3;A 12 1 1 0) B=(3 2 0 [;Numerodecolumnas de A # n?de filas de B
2 31 2 1 0 1

1 10 11 10
B3x3*A3X4;B=<3 2 0);A<2 1 1 0>;Numer0decolumnasdeB=n9defilasdeA

1 0 1 2 3 1 2
Bays * Agxs = C3x4

2 10 1 11
<3 2 0)*(2 1 1
1 0 1 2 31
4 3 3 0
B3x3*A3x4=(7 5 5 0)
2 2

5. Ejercicio

3+4+0 3+2+0 3+24+0 0+0+0

0) <2+2+0 2+1+0 2+1+0 0+0+0>
0=
2 1+0+2 1+0+3 1+0+1 0+0+2

Calcular A2 — 3A — I;siendo A = (i :i) I matriz identidad

Solucién

voaei- 96 90C -G -1 496 9-G )
o= 9@ 20 =60

6. Ejercicio

2

Dada la matriz A (2 é 1 g) explica si existe una matriz B, tal que AB sea una matriz de 3 filas

Solucion
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A,xs * BgxePara que podamos mutiplicarA * B => B tendria que tener 4 filas (d = 4)

La matriz producto siempre tendria 2 filas independiente del valor de e.

Calculo del rango de una matriz por el método de Gauss

El rango de una matriz es igual al nimero de filas o columnas totalmente independientes
Filas o columnas totalmente idependientes son aquellas que no dependen de la combinacion
lineal del resto de filas o columnas.

Si permutamos filas o colunas 0, el rango de la matriza no varia.
7. Ejercicio
1 2 3 11 0
Calcular el rango de las matrices A = (4 5 6) B= (2 3 -6 )

7 8 9 4 6 -—12
Solucion

1 2 3 f1 = f1 1 2 3 f1 = f1 1 2 3
A= (4 5 6) fz = fz - 4f1 (0 -3 —6 ) fz b fz (0 -3 —6>
7 8 9/l =6, =76, \o —6 -12/f; =6, -2, \0 0 0

Rango de la matriz A es 2

1 1 0
RangodelamatrizB=(2 3 —6>=2pueslaf3=2f2
4 6 -12
8. Ejercicio
Diiea (001308
Calcular el rango de las matrices A=(1 1 4 5 6| B=
1178 9 2 5 -5 0 11
-1 -4 3 -1 -8
Solucion
111 2 3
Rango deA=<1 1 4 5 6>=rango columna 1 y dos son dependientes
11 7 8 9
1.1 2 3( fi=fi ,1 1 2 3
(1 4 5 6) f, =f, —f (0 3 3 3>l‘ango=2puesf3=2f2
1 7 8 9/, =f,—f,\0 6 6 6
0 3 -1 2 5 1 1 -2 -1 3 fi =f
B = 1 1 -2 -1 3)_|©0 3 -1 2 5 f, =f,
2 5 -5 0 11 2 5 =5 0 11| f; =f; —2f;
-1 -4 3 -1 -8 -1 -4 3 -1 -8/ f, =f,+f1
L1 -2 -13 1 1 -2 -1 3 fy =f
0 3 -1 2 5 _ _
comof, =f; |0 3 -1 2 5 f, =f
0 3 -1 25 0 -3 1 0 5/ =f+f
0 -3 1 0 5 3 3 2

11 -2 -1 3
(O 3 -1 2 5) rango 3
00 0 2 O

Solucion por determinantes: el maximo rango que podria tener seria 4
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A

111 2 3
= (1 1 4 5 6); como maximo sera 3 tomo todos los determinantes 3x3 y si alguno

117 8 9
es distinto de 0 el rango sera 3
111 11 2
1 1 4|/=74+4+1-(1+4+7=0,;|1 1 5/=84+2+4+5-(2+5+8)=0
11 7 1 1 8
11 3 1 2
1 1 6/=94+6+3-3+6+9=0;{4 5 6|=454+96+84—(105+72+48)=0;
11 9 7 8 9
1 2 3 1 1 3
1 5 6/=45+24+12—(15+48+18)=0;|1 4 6/=36+21+6—(12+42+9)=0
1 8 9 17 9
1 2 3
1 5 6/=454+24+12—-(15+48+18)=0
1 8 9

Como todos son 0 el rango de la matriz es 2

6 Calculo de la matriz inversa

6.1 Calculo de la matriz inversa por Gauss

A= (_21 g) para Halla A™? seforma una matriz ampliada con la unitaria

(_1 4|(1) (1)|) y se transforma

2 3
3 4
(—1 4|1 OD f, = —f; (1 —4-1 0|)f1:f1+ﬁf2 1 0711 11
2 3lo 1/g =f+2f; o 1112 1 f:f_z 0 1|2 1
2711 11 11
-3 4
Al = 121 111
11 11
3 4 3 8 4 4
w1 4 [T n)_(utto atul_a oo
Prueba. 4 »A =1;(2 3)* 20 1]7l=6 6 8 3 =(o 1)
1o/ \uitum unTu

7 Las matricesy los grafos

Un grafo es la forma de representar las posibles relaciones entre objetos

Matriz asociada a un grafo es la forma de poner los datos del grafo para poder operar con ellos

Vuelos entre ciudades

m|e|v]s (1) (1) 1 (1)
Barcelona
> M ] 1 1. 1
Bl B 1 ] 1. 0
Madrid hY 1 0 0 O
Z _ AENERNE SE.
= Valencia 5 1 0 0 0
6(15)
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9. Ejercicio

El grafo relaciona cuatro puntos importantes de la ciudad (Plaza,Mercado, Plaza e Iglesia.

plaza e , Mercado =t [am o3 :
A Plo|o|o]|1
' M| 1]|o|1]o0
H 1 0 0 0
L = 1|1 ]o0|lo0o] o
Hospital

iglesia

a) Forma la matriz M asociada al grafo.

b) ; Que sentido tiene la matriz M? ;

Solucién

0 0 0 1
: . |1 0 1 0
a) Forma la matriz M asociada al grafo: M = 1.0 0 0
10 0 O

b) ; Que sentido tiene la matriz M2 ;
0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 00
M2=1010*1010=1001
1 0 0O 1 0 0 O 0 0 01
1 0 0O 10 0 O 0 0 01

M? = indica los accesos que hay entre los puntos pasando por otro

a;;indica que puedo desplazarme de la plaza a la plaza pasando por la iglesia

a,;indica que puedo desplazarme del mercado a la plaza pasando por el hospital

a,4indica que puedo desplazarme del mercado a la iglesia pasando por el hospital y la plaza
aguindica que puedo desplazarme del hospital a la iglesia pasando por la plaza

a,4indica que puedo desplazarme de iglesia a la iglesia pasando por la plaza

10. Ejercicio

Las conexiones directas por avion de Madrid, Barcelona , Valencia y Sevillase representa:

Barcelona
M| B|Vv]s
M|l 0| 1|01 101 Madrid
1 0 1 0 3
B 1 0 1 ] i
010 1 Valencia
5 1 0 0 ] &

Sevilla

a) ¢ De cuantas formas puedo viajar de una ciudad a otra haciendo una escala?

b) ¢ De cuantas formas puedo viajar de una ciudad a otra haciendo dos escala?
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¢) ¢ De cuantas formas puedo viajar de una ciudad a otra directo y haciendo una escala?
Solucién

a) ¢ De cuantas formas puedo viajar de una ciudad a otra haciendo una escala? de 12 formas

01 0 1 01 01 2 010
M2 = 101 0,101 0)_(0 20 2
01 0 1 01 01 2 010
1 0 00 1 0 0O 01 01
M? = indica los accesos que hay entre ciudades haciendo una escala

a;,Dos trayectos de Madrid Madrid uno con escala en Barcelona y otro con escala en Sevilla

a;3 Un trayecto de Madrid Valencia haciendo escala en Barcelona

a,,Dos trayectos de Barcelona Barcelona uno con escala en Madrid y otro con escala en Valencia
a,4Dos trayectos de Barcelona Sevilla uno haciendo escala en Madrid y otro con escala en Valencia
a3 Dos trayectos de Valencia Madrid uno haciendo escala en Barcelona y otro con escala en Sevilla
az3Un trayecto de Valencia Valencia con escala, Barcelona

a4, Un trayecto de Sevilla Barcelona con escala en Madrid

a,4Un trayecto de Sevilla Sevilla con escala en Madrid, barcelona y Valencia

b) ¢ De cuantas formas puedo viajar de una ciudad a otra haciendo dos escala?

M3 indica los accesos que hay entre ciudades haciendo una escala

2 010 0 10 1 0 3 0 3
3 _ g2 _(0 2 0 2 1 01 0y_(4 0 2 0
MP=MT=M=12 01 0)*|lo 1 0 1) |0 3 o 3/PDe2lforma
01 01 1 0 0 O 2 010
¢) ¢ De cuantas formas puedo viajar de una ciudad a otra directo y haciendo una escala?
2 010 01 01 2 111
2 (0 2 0 2 1 01 0}_(1 2 1 2 -
M“ + M 2 0 1 0 + 010 11712 1 1 1 De 18 formas distintas
0 101 1 0 00 1100
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8 Las matrices ylos movimientos en el plano

8.1

8.2

8.3

8.4

8.5

Traslacion con vector guia (a,b)
x'=x+a

Ecuacion Analitica : {y' =y+b

Forma matricial (x' y') =(a b) + (x y)

. x' =a+x
Suma de matrices {y' =b+y

Simetria respecto al eje X

[ A—
Ecuacion Analitica : { ),( _ x
y =-y

L 1 0
Forma matricial (x' y') = (x y) * (0 _1)
Producto de matrices ;
&'y = (x*1+y*0 x*0+y*(—1))
x' =x

xX'y)y=(x —y)=> ;
®y)=(x —p=> (7%
Simetria respecto al eje Y
Ecuacion Analitica : {X ,=__X

y =y
-1 0)

Forma matricial (x" y') = (x y) * ( a1

Producto de matrices ;

&' y)=Ex(=D+y*0 xx0+y=1)

® y)=Cx n=> {

x' = —x

y =y

Simetria respecto al origen

Ecuacion Analitica : {XI -
y =-y
-1 0

Forma matricial (x’ y') = (x y) * ( 0 -1

Producto de matrices ;

&' y)=Ex(=D+y*0 xx0+yx(=1)

I

ol X ==X
X =(—x - => ’
«y)=Cx -p=> {77
Giro de centro O y angulo «
x' =xcosa—ysena

Ecuacion Analitica : { ,
y' =xsena+ycosa

cos a

Forma matricial (x" y') = (x y) * (—sen o

Producto de matrices ;

sen a
cos o

(x' y') = ((xcos a) -ysena Xsen o + ycos o)

9(15)
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8.6

11.

12.

x' =xcosa—ysena
y' = xsen o + y cos «

' y)=> {

Homotecia de centro O y razon k; K0
Transformacion del plano o del espacio, en la que los

puntos correspondientes se alinean con un punto fijo y

la razon entre sus distancias a este punto es constante. y

x' = kx
y' =ky
k 0
o 1

Ecuacion Analitica : {

Forma matricial (x' y') = (x y) * (

;"P{x,‘,’}

P(x,y)

k=2,5

& y)= (x*k+y*0 x*x0+y=xk) = (xk yk)

Ejercicio

Dado el punto P(2, —1)halla su transformado mediantes los siguientes movimientos:

a) Una traslacion del vector guia v (1, 3) primero y un giro de centro el origen y

amplitud 902 despues

b) Un giro de centro el origen y amplitud 902 primero y una traslacion de vector guia

7(1,3) despues

c)¢ has obtenido los mismos resultados? . trata de explicar a que es debido

Solucion

a) Una traslacion del vector guia ¥ (2, —1) primero y un giro de centro el origen y

amplitud 902 despues

Traslacion (x' y)=(1 3)+ (2 =1)=(3 2)?{;' z ;
cos90 sen90

Giro (x" y’) = (3 2) (—sen 90 cos90

)=6 2+(8 )= 2 95

2

b) Un giro de centro el origen y amplitud 902 primero y una traslacion de vector guia

7(1,3) despues

Giro (X, y/) — (2 _ 1) *( cos 90 sen 90) _ (2 _ 1) " (_O

—sen 90 cos90
x' =2

Traslacion (x' y)=(1 3)+ (1 2)=(2 5); {y’ _s

c)¢ has obtenido los mismos resultados? . trata de explicar a que es debido

La composicion de movimientos no es conmutativo

Ejercicio

1 2

Dada la matriz A = (5 3

0 6

Solucion

21
) yB = (3 1) Comprobar que (BA)' = A'B*

2 1 2+5 4+3 7 7
A*B=<3 1)*(; §)=<3+5 6+3)=<8 9);(BA)t=(;

0 6 0+30 0+18 30 18

10(15)
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o= Yor-G 1 )-GO

13. Ejercicio

Encuentra la matriz X cudrada de orden 2 que verifican la siguiente relacion

2 -1 3 -1 2 -1\ 3 -1
<1 2>*X=<—1 12>=> <1 2)*( d)=<—1 12)
0 3 -3 15 0 3 ¢ -3 15

Solucion

2a—c=3
2 -1\ 2a—c  2b-—d 3 -1 12;);ch=_—_11
(1 2)*( d)=<1a+2c 1b+2d>=<—1 12>=> e
0 3 ¢ 3¢ 3d -3 15 =

L 3c=-3
3d =15
2a—c=3 2a—(-1)=3; a=1
2b—-d=-1 2b—d=-1;b=2

S Jla+2c=-1 1a+2c=—1;1—2=—1_X=(1 2)
1b+2d=12) 1b+2d=12;b=2; ’ -1 5
L c=-1 c=-1
d=5 d=5
2 -1 3 -1
Prueba: (1 2)*(11 §)=<—1 12)
0 3 h -3 15

14. Ejercicio

. . a by>_(0 0
Sefialar para que valores de a, b, ¢, d se verific que (c d> —(0 0)
Solucion
a2+bc=0( a’=-bc
(a b)*(a b)z(a2+bc ab+bd)=(0 0)=> ab+bd =0 )ba+d) =0
c d c d ca+dc cb+d? 0 0 cat+dc=0)c(a+d)=0
chb+d>=0\ g2=—cb
a{b(a+d)=0;b=0; sib=0=>a=0yd = 0;c cualquier valor
cl@a+d)=0;c=0;sib=0=> a=0yd = 0;b cualquier valor

(g g) y otra matriz (g g),

—d2

b= —

b(a+d) = 0; c
a = (- = —d =

{c(a+d)=0;a+d 0;a d=> _

—d?
(_d T) donde cy d cualquier valor
C d

Prueba

G o=6 96 D=6 o
€ 9=C ¢ 9=6 o

11(15)



—d? —d? —d? +d=*d? +d=d?
C - C C - C C - 0 0

—cd + dc —d? + d?

15. Ejercicio

0 0 O
Dada la matriz A = (1 0 0)
0 1 0

a) Encuentra todas las matrices de B cuyo producto con A cumplan la propiedad
conmutativa AB = BA

Solucion

0 0 O
A*B=<1 0 0)*(
0 0

1
a b c
B*A=<d e f)*(
g h i

b

c

e
Para que A * B = B * Ase a de cumplir < f =

h

i

f

)
~
Il
N
Qv O
o T o
-~ 0 O
N——

RO O o o

o O O

N
Il
RS
o> o o
)

a b c a 0 0
=> Matriz B (d e f) = (d a O)
g h i g d a

0 0 O a 0 o0 0 0 O
PruebaA * B = (1 0 0) * (d 0|= 0 0)
01 0 g d a a 0

a 0 0 0 0 O
B*A=<daO>*<100>
g d a 01 0

16. Ejercicio

[«5)

Il
N
Qv O
L O O

Calcular la matriz A%%9 + A2%; siendo A = G (1))

Solucion

a=(]

G =G 1)
G D=G )

>

[\V}

Il

~—~

==
BOoO RO PO RO
N~ N N T

A= (zéo 2)‘A20 - (210 (1)) ’

2w = (50 D+ (o 1)=(r0 2)
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17. Ejercicio

Se consideran las matrices :

> Calcular B3y A3

i

1
0

Solucion

18. Ejercicio

Escribir la matriz asociada a la grafo:

Solucion

o O oo

- O

O - O

O O

13(15)



19. Ejercicio

Dado el segmento A(1,5)y B(3,7)halla el segmento transformado en los siguientes movimientos:

a) Una traslacion del vector guia Vv = (2,3)

b) Un giro de centro el origen y amplitud 452

¢) Una Homotecia de centro el origen y razon 4

d) Una simetria respecto el origen

Solucién Y
B' = (3.10)
a) Una translacion del vector guia Vv = (2,3) A bals 12

Traslacion de A(1,5) vector guia (2,3) => A’ {; =2+1

"=345 B(3?]
x' =3 ,
:{y’zsA =38 .4';

x'=2+3

Traslacion de B(3,7) vector guia (2,3) => B {y' —347 {;?

_(xX'=5 5, _ ¥=(23)
- {y, "o B =(510)
0 X
b) Un giro de centro el origen y amplitud 452
Giro centro O amplitud 452 A(1,5) B'((~2v2.52)
: B(3.7)
= A {X' = 1 cos 452 — 5 sen 45° 1l
N y' = 1sen 452 + 5 cos 45° \
\ .|
( vz N2 V2 \
xX'=1—-5— X'=—4 — A (242,87
— 2 2 Al R4 2 . n \
VT VT V7
= _— —_— = _— X
2 2 LY 2 !
0
A(—2V2,3V2)
)
! X = _ [—
. . o o (X' =3cos452—7sen452 2 2
Giro centro O amplitud 452 B(3,7) =>B {y' — 3 sen 459 4+ 7 cos 45¢ = . \/7+ ] 7T
V= 2 2
: V2.
Tt VT, 5VT
B' = ; B'((—2v2,5v2
N3 (( )
=103

¢) Una Homotecia de centro el origen y razon 4

Una Homotecia de centro el origen y razon 4 => A’
X' =4x1 xX'=4

- {y, Tt {y, T A(4,20)

14(15) B@E.7)

4(1,5)




Una Homotecia de centro el origen y razon 4 => B’ = {

d) Una simetria respecto el origen

{x’ = —x
y'=-y
Simetria respecto al origen de A(1,5) =>

x' = —x x' =-1
A’ { , = { , A = _1, -5
y=-y lyy=-5 ( )

Simetria respecto al origen de B(3,7) =>

IX’:_3 1
B{y=_7B—(3,ﬂ

15(15)

X' =4x%3
y’=4*7_

{

x' =12
y’=28)

B'(12,28)




