Sistemas de Ecuaciones lineales

Contenido

EXPRESION MATRICIAL DE UN SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES .2

SOLUCIONES. SISTEMAS EQUIVALENTES........ovuieeereereisssseessesssessiss s 3
21 SOLUCION DE UN SISTEMA ... oeoeeoeeeeeeeeeeeeeeseeseeesseesessesseesseessess st eesssssssstessessessone 3
2.2 SISTEMAS EQUIVALENTES, PROPIEDADES.........coooooovveeecosiiierieeeeivessssessseeeesssesn 3
RESOLUCION DE SISTEMAS POR EL. METODO GAUSS .o..iceeeeeeeeeeeeeereeseeeen. 4
REGLA DE CRAMER ..o eee e s e v s evesese s taesseassasessasessssessssessssessasassesassessses 7
TEOREMA DE ROUCHE, CRITERIO DE COMPATIBILIDAD.....cccovvvrennne. 11
SISTEMAS LINEALES HOMOGENEOS c... oo eeeveeseseesessessessssessesssens 15
SISTEMAS CON DOS ECUACIONES Y DOS INCOGNITAS oo 18
71 INTERPRETACION GEOMETRICA: ovoooeeoeeeeeeeeeeeeeeeeees s eeeeeseeesesessseeseseesseessen 18
SISTEMAS DEPENDIENTES DE PARAMETROS ..o veeeesveeses e 20

1(33)



1 Expresion matricial de un sistema de ecuaciones lineales

Notacion Ordinaria:

Un sistema de acuaciones lineales con varias incognitas se puede escribir de varias formas

(11 % + G1p Xy Q13X s ¥ Gin Xy = Dy donde los terminos a
21Xy + Qg Xp + gy X3 + oo oot Qop Xy = by (teminos independientes)
Q31X + Az %5 + Q33 X3 + o+ A3 Xy = by son nimeros reales
k ce e e e e e e e y las x son incognitas
A1 X1+ Qo X + Az X3 + oo + Q. X = by

Si todos los terminos independientes son 0 el sistema es homogeneo

Notacion matricial:

A1q1 Qi Q43 e a x b, . .
al'l a“ N 13 a n xl bl \ El sistema puede escribirse
21 Y22 Y23 e 2 2 y . .
n 2 como AXB.Sirealizamos la
a31 a32 a33 ------ a3n X3 — bg . . . . ;
: multiplicacion el sistema
uedaria como notacion ordinaria
Am1 Amz Am3 e e Amn Xn bm q

Notacion por columnas:

aj A a3 Ain by
az, az; ass QAon b,
Az1 |xq+| 32 |[x,+| Q33 |x3+ -+ | A3n |x, =| b3
Ami Am2 Ams3 Amn bm

El sistema puede escribirse Cix, + C,x5 + C3x3 + - + Cppxy,

1. Ejercicio
Escribe los siguientes sistemas en notacion matricial:
2x—y+3z=-1
3t—2r+5=0
){ ; b) {

3y+2z=4
t+r—3=1 y ?

—4x+5y=0
Solucion

Com =000 250 D=

2x—y+3z=-1 2 -1 3\ /X -1
b) 3y+2z=4 =<0 3 2>(y>=(4>
—4x +5y =10 -4 5 0/ \z 0
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2. Ejercicio

Escribe en notacion ordinaria los siguientes sistemas:

1 -2 0)\/,a 2 i 2 ';? X ;
a)l3 3 -1 (b) =( 0] ;Db (y> =
2 -1 5/\/ \-2 -3 2 J\) A\
0 2 =5 0
Solucién
1 -2 0 a 2 a—2b=2
a)<3 3 —1><b)=<0>;{3a+3b—c=0
2 -1 5 c -2 2a—b+5c=-2
3 0o =2 3 3x—2z=3
ol 11 a2, ) xty+az=2
) -1 -3 2 321 1) )—=x-3y+2z=1
0 2 =5 0 2y —5z=0
2 Soluciones. Sistemas equivalentes
2.1 Solucion de un sistema
(A% + Q12X +AizXs+ .+ QX =by ( La solucion del sistema consiste en
Ap1X1 + Ay Xy + Ayz X3+ - o+ Ay Xy = by hallar los valores de las variables
31X, + Az Xy + A33 X3 + - o+ Az X = by X15 X3 X35 wer e ; xp, deforma que al

tsustituirlos cumplen todas las ecuaciones

Am1X1 + Qo X + Az X3+ 0 oo+ A X = by

Los sistemas de ecuaciones lineales pueden ser en funcion de su solucion:

C.determinados : la solucion es unica

{ Inompatibles : no tienen ninguna solucién
C.Indeterminados : tienen mas de una solucion

Compatibles: cuando tienen solucion {

2.2 Sistemas equivalentes, propiedades

Dos sistemas de ecuaciones lineales son equivalentes cuando tienen la misma solucién
e Simultiplicamos o dividimos ambos miembros de una ecuacion de un sistema por

un nimero el sistema resultante es equivalente

e Siaambos miembros de una ecuacion de un sistema se les suma o se les resta una misma

expresion, el sistema resultante es equivalente

e Sisumamos o restamos a una ecuacion de un sistema otra ecuacioén del mismo sistema,

el sistema resultante es equivalente al dado
e Sien un sistema una ecuacion depende de otras se puede suprimir y el sistema

resultante es equivalente al dado.

e Sienun sistema cambiamos el orden de las ecuaciones o de las incognitas el sistema resultante

es equivalente al dado
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3. Ejercicio

Comprueba que los siuientes sistemas son equivalentes

x+3y=7 x+3y=7

2x—4y =5
2x—4y =5
R e b){
3x—y=12

Solucion

X+ 3y =7 x+ 3y =7 las dos ecuaciones primeras son iguales y
3x—y =12
3x —y = 12 es igual a la suma de las dos ecuaciones (2x — 4y = 5) + (x + 3y = 7)

_ 2x—4y =5
){2x—4y—5 b){

luego se puede suprimir

4. Ejercicio

. - . . Xx+2y=3; . .
Considera el siguiente sistema de ecuaciones 4x — 3y = 1; Anadir otra ecuacion a este
de forma que sean equivalentes

Solucion

X+ 2y =3;
Una ecuacion podria ser la suma de las ecuaciones {4X —-3y=1

3 Resolucion de sistemas por el método Gauss

Parar resolverlo transformo el sistema en uno escalonado y un vez escalonado se cumple:
a) Si alguna ecuacion es de la forma d = 0 siendo d # 0 el sistema es incompatible
no tiene solucién
b) Si el numero de ecuaciones lineales es igual al numero de incognitas el sistema es
compatible determinado, la solucion es unica.
c) Si el numero de ecuaciones lineales es menor que el numero de incognitas el sistema es

compatible indeterminado y tiene infinitas soluciones

5. Ejercicio

Resuelve por el metodo Gaus los siguientes sistemas de ecuaciones
X+2y+z=1; X+y+z=3;

a) {2x+y+22=2; b) {X+2y+32=6;
x+y+z=1; 2x+y=2;

Solucion

x+0+z=1

2x+y+2z=2;{F,=F,—2F;{0—-3y+0=0; y=0 sustiituyo{ y = 0;

{x+2y+z=1;§ Fy {x+2y+z=1; §x+2y+z=1

X=2A
{ y =0 el sistema es compatible indeterminado y tiene infinitas soluciones
z=1-2
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X+2y+3z=6; {x+2y+3z2=6;{F,=F,—F, {0+y+2z=3;
2x+y=2; 2x+y+0=2; \F3 =F3 —2F; (0 —-y—2z=—4;

{ F, {x+y+z=3;

X+y+z=3; XxX+y+z=3; F, XxX+y+z=3;

F, 0+ y + 2z = 3; el sistema es indeterminados
F;3=F;+F,0+0+0=-1;

6. Ejercicio

Xx—y+z=0;
+2y+ 3z =3;
Resuelve por el metodo Gaus el siguiente sistema de ecuaciones Xwayw oz _
2x—y+3z=1;
4x+3y+9z2=7
Solucién
X—y+z=0; F; Xx—y+z=0; F; X—y+z=0;
x+2y+3z=3; | F,=F,—F; J0+3y+2z=3; F, 0+3y+2z=3;

2x—y+3z=1; |JF3=F;—2F; ) 0+y+z=1; F; =3F; — F, 0+04+z=0;
4x+3y+9z2=7\F, =F,—4F; \0+7y+5z2=7 \F, =3F,—7F, \ 0+0+z=0

Xx—y+z=0;sustituyox—14+0=0;x=1;

0+ 3y+2z=3; sustituyoy = 1; Solucionx = 1;y = 1;z = 0;

z=0;
z=0
7. Ejercicio
x+2y+z=1;
Resuelve por el metodo Gaus los siguientes sistemas de ecuaciones a) {ZX +y+2z=23;
Xx+y+z=1;
Xx+2y+3z=1; x+y—z=1; 23:_:?’1-;22?48'
b){ y+2z=0; C){X_y-"zzl; d) x—3yy—52——6’-
x+3y=1 xtytz=Lh gt ay+6z=18
Solucion
Xx+2y+z=1; F; Xx+2y+z=1;, (x+2y+z=1;
a) {2X+y+22=2; {F2=F2—2F1 {0—3y+0=0;y =3y =0;
x+y+z=1, \F3=F;—-F;, (0—-y+0=0; -y=0;
1-2A
x+2y+z=1; hagox = )\;y=T
=3y =0;
-y =0;
solucionx = Ay = %,z = ( sistemas compatible indeterminado

Xx+2y+3z=1;, (x+2y+3z=1; Fi Xx+2y+3z=1;

y+2z=0; 0+y+2z=0; F, 0+2z=0;
x+3y=1; x+3y+0=1;, \F3=F;—-F,\0+y—3z2=0;
X+ 2y + 3z = 1;sustituyyox+ 0+ 0 = 1;
{ z=0;
0 +y — 3z = 0; sustituyo y = 0;

solucion x = 1;y = 0,z = 0 sistemas compatible determinado
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x—y+z=1;, {F,=F,—-F;{0-2y+2z=0;

{X+y—2= 1;sustituyox+1—-1=1;x=1

x+y—z=1; F, x+y—z=1,

0 —2y + 2z = O; sustituyo — 2+ 2z =0;z = 1;

y=1
solucionx = 1;y = 1,z = 1 sistemas compatible determinado
3x—2y+4z=38; F, 3x—2y+4z=8;
2x+3y—3z=4; |F,=3F,—2F; |0+ 13y — 17z = —4;
x—3y—5z2=-6; | F3=3F; —F; ) 0—7y— 19z = -26;
4x + 4y + 6z =18 \F, = 3F, —4F; \ 0 — 20y + 2z = 22

{3X—2y+4z=8; { Fy y 3x—2y+4z=8;

d) F, =F, —F;

0+ 13y — 17z = —4; F, 0+ 13y — 17z = —4;
0—7y—19z = —-26; \F; = 13F; + 7F, 0 + 0 — 366z = —366;
3x — 2y + 4z = 8;sustituyo 3x — 2+ 4 =8;x =2
{0 + 13y — 17z = —4; sustituyo 13y — 17 = —4;y = 1;
z=1;

solucion x = 2;y = 1,z = 1 sistemas compatible determinado

8. Ejercicio
Resuelve por el metodo Gaus el siguiente sistema de ecuaciones, dejando como
X1 + Xy —X3+X4 — X5 = 0;
X1 + X3 — X5 = 0
3%y + X, +X4 — 2%5 = 0;
—X1 + Xy — 2X3+X4_ = O

parametros libres las incognitas de mayor indice

Solucion:

X1+ Xy — X3+X, — X5 = 0; ( X + X, — X3+X, = Xs;

X1 +X3—%x5=0 Xy +0+x3+0=x5;
3X1 + X2+X4 - 2X5 = 0; 3X1 + X2+O + Xy = 2X5;
—X1 + Xy — 2X3+X4 =0 —X1 + Xy — 2X3+X4 =0
Fi X1 + Xy — X3+X4 = Xs; F; X1 + Xy — X3+X, = Xs;
F2=F2_F1 0_X2+0_X4=0; Fz 0_X2+0_X4=0;

F3 = F3 - 3F1 0-— 2X2_3X3 + 2X4 = —Xs, F3 = F3 - 2F2 0-— 0_3X3 + 4‘X4 = —Xs,
F4=F4+F1 O+2X2_X3+2X4=X5 F4=F4+2F2 0+O_X3+O=X5

X, + X, — X3+X, = Xg; sustituimos x; —p+A+pu=2; x; =0;

0—x,+0-x,=0; X, = —x, hacemos x, = 1
0 — 0—3x3 + 4x, = —Xs;
X3 = —Xg hacemos x5 = A
Solucion x; = 0;X, = —l; X3 = —A; X, = ;X5 = A; sistemas compatible indeterminado
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4 Regla de Cramer

Un sistema de ecuaciones lineales es un sistema Cramer si cumple las siguientes condiciones:
a) Tiene el mismo numero de ecuaciones que de incognitas
b) El determinante de la matriz formada por los coeficientes de las incognitas es distinto de 0;

Todo sistema de Cramer es un sistema compatible determinado.

. Al Az Ag Al’l
El valor de las variables es: x; = K X, = i X3 = T Xy = T
Donde A4, A,; Ag; .. ... A, son el determinante que se obtiene al sustituir los coeficientes del 22

miembro (termino independiente)en la 12, 22, 32columna respectivamete.

determinante asociado de la variable

El valor de las incogitas = - — - .
determinate de los coeficientes de las incognitas

Ejemplo
Comprobar si son sistemas cramer los siguientes sistemas de ecuaciones y resuelve:
2x+z=1;
parametros libres las incognitas de mayor indice {3x — 2y = —7
y+z=25;

Solucion

3x—2y=-74{3x—2y+0=-7

{ 2x+z=1; { 2x+0+z=1;
y+z=25; 0+y+z=>5;

Es cramer pues cumple:

Tiene el mismo numero de ecuaciones (3)que de incognitas(3)

2 0 1
El determinante de lamatriz4d = [3 -2 0= —4+4+3=-1
0o 1 1
Solucion
1 0 1
-7 =20
A 5 1 11 —-2-7+10 1
MTLTTR 0 1 1 =1
3 =2 0
0 1 1
2 1 1
3 =70
A, o 5 1| -—-14+15-3 -2
Y= 12 0 1° -1~ 12
3 =2 0
0 1 1
2 0 1
3 =2 -7
A 0 1 5 -20+3+14 -3
2= =97 o0 11 -1~ 178
3 =2 0
0o 1 1
Solucion x = —1;y = 2; z = 3; sistemas compatible determinado
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9. Ejercicio
Resuelve por el metodo Cramer los siguientes sistemas:
2x+3y=0; 3x—y=4 —x+5y =4-2x; 7x+y=-8;
a) {X+2y= 1 ;D) {—2x+2y=3; ) { 54+4y=x-2; ) {3y—2x=5;
Solucio6n:
{ZX + 3y =0;
) x+2y=1
0 3
_M ool =3

— = =—=-3

A|231
1 2

A:ﬁ §=4—3=L

2 0
8 il 2
I

Solucion x = —3;y = 2;

3x—y=4 . _ 13 -1_ _
b){—2><+2_xy=3;"“|_2 ) |=6-2=4

4 -1
A _ 5 2|_E.

A 13 -1 4’
% 2|

3 4
y=&=#=£-
A |3 —1| 4’
-2 2
eoluct 11 17
olucion x = —=3y = —-;
{—x+5y=4—2x;_ {—X+2X+5y=3;{x+5y=4; 1
) S5+y=x—-2; —Xx+y=-5-2; |-x+y=-7""1-1
4 5
X=ﬁ=@=£=£
A |1 5| 6 2’
-1 1
1 4
=&=|—1 —7|=‘7+4=—_3=_1
Y=72 1 5 6 6 2’
-1 1
ot 131
olucion x = —-;y = —=;
7X+y=-8(7x+y=-8 . |7 1|_ .
d) {3y—2x=5;{—2x+3y=5;A_ -2 3|_21+2_23’
-8 1 7 -8
< E_M_—_”__Q. _Ba |2 5|_£.
—2 " |7 1|_ 23 23V 277 11 " 23
-2 3 -2 3
s otuet 29 19
olucion x = — =25y = -2
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10. Ejercicio

Averigua para que valores del parametro b el siguiente sistema es Cramer:

2x+y=3; ;

{2x—by+22= —-1;
4x+3b—-1=0;

Solucidn:

2x—by+2z=-1; (2x—by+2z=-1; 2 -b 2

{ 2x+y=3; ,{ 2x+y+0=3;, 4=1|2 1 0|=-8;
4x+3b—1=0; 4x+0+0=1-3b; 4 0 O

El sistema es Cramer para cualuier valor de b

1 —b 2
3 1 0
A _l1-3p 0 ol_~—2(2-3b) 1-3b
X=7TT12 b 21 0 8§ T2
2 1 0
4 0 0
2 1 2
2 3 0
Dy |4 1-3p ol _4(-3b)—24 4-12b-24 —12b—20 3b+5
Y=27"12 -p 21 8 - -8 - -8 2
2 1 0
4 0 0
2 —-b 1
2 1 3
_A3_4 0 1_3b_2(1—3b)—12b—4—2b(1—3b)_
R S TR g =
2 1 0
4 0 0
_2—-6b—12b—4—2b+6b> 6b>—20b—2 3b2—10b—1
B -8 \ -8 - —4
otuc _1-3b  3b+5  3b2—-10b—1
olucion X = 4 ,y— 2 ; Z= ")

11. Ejercicio

Resuelve por el metodo Cramer los siguientes sistemas:

. X+2y—t=0;
X++2yi2:i' y+z+2t=0 xty=a;
a) )2( y Z:O;b) z+t=1 ¢ {y+tz=1+3a;
Xx—ytz= L Zz—t=1; X+z=1-—3;
Solucién:
JEYEITE 1 g
) 13 y+Z:0A= 1 2 —1|=-2-1-2-4+1-1=-9
X—yvz= 2 -1 1
2 1 1
VR E 4-1-1-2 0
Ao =1 1| _4—-1-1-2 0
=711 1 1] -9 __9_0’
1 2 -1
2 -1 1
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Solucion x= O;y=1; z=1
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Solucion x = 2;y =—1; z=1;t
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X+y=a x+y+0=a; 11 0
) {y+z=1+a;{0+y+z=1+a;A= 0 1 1f=1+1=2;
x+z=1—2a, x+0+z=1-3q; 1 0 1
a 1 0
14a 1 1
Ay 1-a 0 1 a+l—a—1—-a -—a a
X=—= = = — = ’
A 1 1 0 2 2 2
0 1 1
1 0 1
1 a 0
0 14+4a 1
A, 1 1-a 1 l1+4a4+a—1+a 3a
Y=7="1 1 o _ 2 -
0 1 1
1 0 1
1 1 a
0 1 1+4a
A 1 0 1-a l-a+1+a—a 2—a
S R T 2 -7
0 1 1
1 0 1
Soluci a 3a 2—a
olucion x= ——;y=—; z =
27Y =7 2

Teorema de Rouche, Criterio de compatibilidad

El teorema permite conocer el tipo de solucion que tendra un sistema de m ecuaciones
y n incognitas mediante el etudio del rango de la matriz formada por los cooeficientes

de las variables y la ampliada con los terminos independientes

El teorema establece que para que un sistema de ecuaciones lineales sea compatible es
condicién necesaria y suficiente que la matriz formada por los coeficientes y la matriz
ampliada por los términos independientes tengan el mismo rango.
R = rango de la matriz formada por los coeficientes de las variables
R* = rango matriz ampliada con los terminos independientes
ango matra) Si R = R* el sistema es compatibles.Si R = R* = numero de variables
el Sitema es compatible determinado
a) Si R = R el sistema es compatibles.Si R = R* = numero de variables
el Sitema es compatible determinado (una unica solucion)
b) Si R = R” el sistema es compatibles.Si R = R* < numero de variables
el Sitema es compatible indeterminado (infintas soluciones)

c) SiR # R* el sistema es incompatible no tiene solucion

Resolucion de Sistemas compatible indeterminados:
R = R* < numero de variables.igualamos una varible a un parametro y lo pasamos

como termino independiente y ya tendriamos R = R* = numero de variables
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12. Ejercicio

Estudia la compatibilidad y resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

3x+y—z=25; Xx—2y+z=1;
a) 2x—y+2z=0; b) 2x+3y+z=4
y+2z=3; 4x—y+3z=7,
Solucion
23X—+y+_2Z:—5(;- 31l
a) X7YT 2= determinate dela matrizR= [2 -1 2
ytz=3 0 1 1

=—-13 => RangodeR =3

31 -1 5
2 -1 2 0
0 1 1 3

determinate de la matriz R* = el rango no puede ser 4

=>rangoR* =3

R = R" = numero de variables sistema compatible determinado

5 1 -1
0 -1 2
A |3 1 1] -5+6-3-10 -12 12
AT 1 -O° -13 T -13 13’
2 -1 2
0 1 1
3 5 -1
2 0 2
A o3 1] -6-10-18 -34 34
Y27 1 -1 -13 -13 13
2 -1 2
0 1
3 1
2 -1
A o 1 3] -9+410-6 -5 5
“TaATP 1 -1 13 -13 13
2 -1 2
0 1 1
Solucion x= Y20 234 _
olucion x = —=3y =23 z= T3
S 2
b) X TVIITIR= 2 3 1/=9-2-8-12+12+41=0;R=2
X y+ Z=1/; 4 -1 3
1 -2 1 1
R*= 12 3 1 4| nopuede serrango 4; compruebo rango 3
4 -1 3 7
-2 1 1
3 1 4|/=-144+9-4+1+24-21=-5R"=3;
-1 3 7

R # R el sistema es incompatible no tiene solucion
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13. Ejercicio
3x—2y+4z =8§;
2x+3y—3z=4;
Resuelve el sistema estudiando previamente su compatibilidad { x — 3y — 5z = —6;
L4x+4y+6z =18

Solucion
3x — 2y + 4z = 8; 3 2 4
2x+ 3y — 3z = 4; 5 3 _3
x—3y—5z=—-6; R= 1 -3 _s el rango no puede ser 4 pues no es 4X4
L4x+4y+6z=18 44 6
3 =2 4
hallosielrangoes3|2 3 —-3[(=-45—-24+6-12-27-20=-122; R= 3
1 -3 =5
3 -2 4 8 1 -3 -5 -6

|2 3 -3 4 3 -3 4

« _ . 2
R 1 -3 —c _¢g = cambio F; por F; 3 2 4 8
4 4 6 18 4 4 6 18
Fy 1 -3 -5 -6
F,=F,—-2F; |0 9 7 16 -1 3 179 ;2 =
F; =F; —3F - -
3 3 110 7 19 26 16 26 42

7182 + 2912 + 2912 — 4864 — 2058 — 6084 = 0; R* = 0; =>
R = R" = numero de variables sistema compatible determinado

wiaene
y - 2x+ 3y — 3z = 4;

x — 3y — 5z = —6; Dado que F; + F, — F; = F, Puedo quitar F,
x — 3y — 5z = —6;
L4x+4y+6z =18

3 -2 4
A=|2 3 —3|=-45-24+6-12-27-20=-122
1 -3 -5
8 -2 4
4 3 -3
& |6 -3 —s|_-120-48-36+72-40-72 244
TATPR 2 4| 122 T 122 o
2 3 -3
1 -3 -5
3 8 4
2 4 -3
B |1 6 5| _—60-48-24-16-54+80 -122
Y=27713 =2 &~ —122 T o122
2 3 -3
1 -3 -5
3 -2 8
2 3 4
& 1 3 | -S4-48-8-24436-24 122
TR 2 a4 —122 1227
2 3 -3
1 -3 -5

Solucion x= 2;y=1; z=1
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14. Ejercicio

x+2y+z=1
2x+y+2z=2;
3x+3y+3z=3;

Estudia la compatibilidd y el numero de soluciones
Solucién
x+2y+z=1

2Xx+y+ 2z=2; .
3% + 3yy 43— 3;Dado que F; + F, = F; Puedo quitar F; yR = 2;

1 2 11
R*=12 1 2 2|nopuede ser 4 compruebo si es 3
3 3 3 3
2 1 1 1 1 1
1 2 2[=1246+4+3-6—-3-12=0;]|2 2 2(=64+64+6—-—6—-—6=0;R"=2
3 3 3 3 3 3
R = R* = 2 < numero de variables, sistema compatible indeterminado
{X+2y+2=1 ioual _)\_{x+2y+7\=1 {x+2y=1—7\ Fi
2x+y+2z=2; B'OPT N lox+y+ 20 =2;12x+y =2 — 21 F, = F, — 2F;

{ Xt2y=1-2 x+0=1-X%x=1-2

0—-3y=0,y=0;

Solucion x=1-Xy=0; z=X;

15. Ejercicio
x+2y+z=1
2x+y+2z=2;

Estudia la compatibilidd y el numero de soluciones x4 3y + 32 = 4

Solucion
1 2 1
R=12 1 2(=3+6+12-3-6—-12=0;R=2
3 3 3
1 2 11
R*=]2 1 2 2|Elrangono puede ser 4 pues no es 4X4 compruebo R* =
3 3 3 4
2 1 1
1 2 2|=16+34+6—-6—-12—-4=3;R"=3;
33 4

R # R* el sistema es incompatible no tiene solucion
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16. Ejercicio

2x+y+z—t=1
X—y+3t=2;
3x—2y+5z=-1

x—3y+z=-1
Para cada uno de los siguientes sistemasa){ 2x+y=3; b)

a) aflade una ecuacion de forma ue el sistema resultante sea Incompatible

b) Anade una ecuacion de forma qque el sistema resultante sea compatible indeterminado.
Solucion

a) afiade una ecuacion de forma ue el sistema resultante sea Incompatible

un sistema es imcompatible si R # R* y no tiene solucion

x—3y+z=-1;
a){ 2x+y=3; ;siR<3;yR"=3;

Si F; — F, = F; y el termino independiente puedes = 2

1 -3 1
R=]2 1 0/=1-8+1+6=0;R<2;
-1 -4 1
1 -3 1
R=I3 1 0[=1-12-24+9=-4R"=3; R# R"
2 -4 1
( 2x+y+z—-t=1
2x+y+z—t=1 2x+y+z—t=1 X—y+0+3t=2;
- 3t=2; - 0+3t=2; -
by Xyt ; XTyHOH Fy+F,=F{3x— 2y + 52+ 0= —1

3x—2y+5z=-1" |3x—2y+5z2+0=-1 k 34+ 04z42t=2
R<3yR*"=4R# R
b) Anade una ecuacion de forma que el sistema resultante sea compatible indeterminado.

un sistema es compatible indeterminado si R = R* < numero de variables

x— 3y +2=—1; Xx—3y+z=-1;

a) 2x+y=3; ; F+tF=F;; 3x2—X2-§1}i|-=z?’—;2' R = R* = 2; numero de variables 3;
2x+y+z—t=1 2x+y+z—t=1 ( )(Z)i-i_i-l(_)i_;ttle
X—y+3t=2; ) x—y+0+3t=2; Y -

R = R* = 3; numero de variables 4

6 Sistemas lineales Homogéneos

Sistemas lineales homegeneos son aqquellos en que todos los terminos independientes son 0
Todos los sistemas homogeneos son compatibles y pueden se determinados o indeterminados
Todos los sistemas homogeneos siempre tendran la solucion trivial x = 0;y = 0;z = 0;
Por otro lado si solo tiene esta serd compatible determinado.

Si tiene mas sera compatible indeterminado
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17. Ejercicio

x—2y+z=0 x—2y+z=0
3x+y—z=0; b) 3x+y—z=0;

Resolver los siguientes sistemas a
v g4 ) x—3y—2z=0 5x—3y+z=0

Solucion
x—2y+z=0
a) j)i-;}}:__zz::o(;) Una solucion serd x = 0;y = 0 z = 0; resuelvo para ver si tiene mas
1 -2 1
A=|3 1 -1/=-2-942-1-3-12=25
1 -3 =2
0 -2 1
A 0L T 0
1 0 -3 -2
XTAT) =2 1T =25 —122
3 1 -1
1 -3 =2
1 0 1
A 3 0 -1 0
_22 11 0 =21 _ _
Y=7TT =2 1] =25 "
3 1 -1
1 -3 -2
1 -2 0
A 3 1 0 0
_B83_ 11 -3 0
=20 =2 1] =250
3 1 -1
1 -3 =2
Solucion x = 0;y = 0; z = 0; compatible determinado
x—2y+z=0
b) x+y-z2=0; Una solucion x = 0;y = 0z = 0; resuelvo para ver si tiene mas
5x—3y+z=0
1 -2 1
A=|3 1 -1[=1-94+10-54+6—-3=0
5 -3 1
0 -2 1
A 0o 1 -1 0
_f1_ 10 =3 11_7%_ 4. .
X = 11 =2 1]1-0 0; Indeterminado
3 1 -1
5 -3 1
1 0 1
A 3 0 -1
_22_I5 0 11 _Y_. . ;
y = 11 —2 1 0; indeterminado
3 1 -1
5 -3 1
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1 -2 0
A 3 1 0 0
_2s_ 15 =3 ol _Y_,.. .
Z = 11T =2 1]-0 0; indeterminado
3 1 -1
5 -3 1

Solucion x = 0;y = 0; z = 0; compatible indeterminado

18. Ejercicio

x—2y+z=0
Resolver el siguiente sistema homogeneo X+ 5y —32=0;
3x+y—z=0
Solucion
x—2y+z=0
X +5y=32=0; la solucion trivial x = 0;y = 0;z = 0;
3x+y—z=0
F, x—2y+z=0 F, x—2y+z=0
resolvemos por gauss F, = F, — F; 0+7y—-4z=0; F, 0+7y—4z=0;

Fo—F. —3F, |0F7y—4z=0p _ g _p | 0+0+0=0

81
x—=2y+z=0 x—2y+z=Osustituyox—7+/1=0;x

0+7y—4z=0 "7 hacoz=ay =2
iy —az=0; 0+7y—4z = 0; agoz=nry =
, A 42 — ,
Solucion x = 7 y = 3 z = A; compatible indeterminado
19. Ejercicio
x+3y—z+t=0
X+y+z—2t=0;
Resolver el siguiente sistema homogeneo x+y+t=0
LZX—Z+2t=0
Solucion
x+3y—z+t=0 (x+3y—z+t=0
X+y+z—2t=0; | x+y+z—2t=0;
i x+y+t=0 x+y+0+t=0 lasoluciontrivialx =0;y =0;z=0
2x—z+2t=0 k2x+y—z+2t=0
x+3y—z+t=0 F Xx+3y—z+t=0 F Xx+3y—z+t=0
X+y+z-2t=0p _p' _p |0-2y+22-3t=0; F 0—2y+2z—3t=0;
U X+y+0+4t=0 F _F _p | 0-2y+z+0=0 F3_F23_F2 0+0—2z+3t=0
_ 3— '3 1 _ _ - _ —
k+y—z+%—0m:F{_H1L0 5y+z+0=0 h=2H—SBL0+O 8z+ 15t =0

F ( x+3y—z+t=0 [ x+3y—z+t=0;sustituyox =0

Fl 0—2y+2z—3t=0; |0— 2y + 2z — 3t = 0; sustituyoy = 0

F23 0+0—-z+3t=0 0+ 0—z+ 3t=0;sustituyoz =0
0+0+0—-9t=0; 0+0+0—-9t=0;t=0;

Solucion x = 0;y = 0; z = 0;t = 0 compatible determinado
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7 Sistemas con dos ecuaciones y dos incognitas

7.1 Interpretacion geométrica:
Geométricamente, resolver un sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas es estudiar cual
es la posicion relativa de dos rectas en el plano. Es decir, resolver el sistema implica buscar si

las rectas tienen o no puntos en comun.
Dado que la ecuacion de la recta es ax + by + ¢ = 0, un sistema de dos ecuaciones lineales
con dos incognitas representa a dos rectas en el espacio.

) riax + by = —c
serian las rectasq -

{ ax+by+c=0
riax+ay=—c;

ax+ay+c =0;
Segtn el rango del sistema la posicion de las rectas sera:
Rango de A = rango de A* = 2 Sistema compatible determinado, rectas secantes
Rango de A = 1; rango de A" = 2 Sistema incompatible, rectas paralelas
Rango de A = rango de A" = 1 Sistema compatible indeterminado, rectas coincidentes
20. Ejercicio

r: 2x+3y=7 b) {r: X+ 2y =1;

Estudia la posicion relativa de los pares de rectas: a) {r*- bx—y=7 Fx4+2y =5

) {r:x+2y=1;

r:2x+4y=2
Solucion

r:2x+3y=7 12 3)_ ( ) ..
a) {r*: dx—y—7 A= |4 _1|_ —2-12 = —14;R(A) = 2;

A" = |; _31| = _7-21=-27;Rg (A") = 2;

Las rectas son secantes se cortan en un punto;
Prueba
r: 2x+3y=17;
Resuelvo el sistema {r*: 4x — y = 7; reduccion 2F; —F, =0+7y =7,y =1
sustituyo enr: 2x+ 3y = 7;=> 2x + 3 = 7; x = 2; Punto de corte de las recta (2,1)

) {r: X+ 2y =1;

a= |1 22 5_9_p. -
r*:x+2y=5’A_|1 2_2 2=0RA) =1

A*=|é §|=2—10=—8;Rg(A*)=2;

Las rectas son paralelas.

r:r x+2y=1;

r x4+ 2y =5 F; —F, = 0+ 0 = —4 no tiene solucion;

Resuelvo el sistema {

rrx+2y=1;
C) r*: 2x — 4y = 2; Se ve que es la misma recta, luego son coincidentes

A= |; i|= 4—4=0;RA) =1;

a=|) Y=4-a=0a =]} J=2-2=0Rg@a)=1
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21. Ejercicio

En cada caso escribe el sistema de ecuaciones que se corresponda con la situacion de las figuras:

k X
. Y
\{‘ S \\
TR “ 5
Tl \\ r
=l r
r -
\5 ¥
X r
Solucién
Ecuacion de la recta que pasa por dos puntos: -
Y2—¥1 b ~
s:(x—xy) =y -y H‘“
X2 —Xq i o
a) un punto es (—2,0)y otro (2,3) ) [
(K= (D)o = (y = 0 (x+ 2> = (y— 0) X
X ( 2 (_2) =V y (X 4 =W
s:3x+6=4y; s:3x—4y=-6
r: (X —xq) Zz N (y —y1) ;un punto es (0,4)y otro (2,3)
27 &1
3—-4 -1
(X—O)m= (y—4);x7= (y—4); rn—x=2y—8rn—x—2y=-8
s:3x—4y = —6;
& {r*: —x—2y=-8;
b) s: un punto es (1,0)y otro (0,1) Y
(= D)= (y = 0 (x— 1) == i
XTVo— T YT R EY Ne
s:x+y=1; X
riun punto es (0,3)y otro (3,0)
(K= 0) oo = (= Bix— = (y— 3
X 3 \ O WV y ; X 3 - y )
rr—3x=3y—-9r-3x—3y=-9, nx+y=3
s:sx+y=1;
b) {r*:x+y= 3;
¢) s: un punto es (1,0)y otro (0,1)
(K= D= (y = 0); (k= 1) = T
XUy TV T T YTy
s:x+y=1; =
r:un punto es (1,0)y otro (0,1)
X
(= Do = (= 0 (x— D= =; r
X 0_(1)_y ; X _1—Y.
rx+y=1;
{ s:x+y=1;
) r:x+y=1;
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8 Sistemas dependientes de Parametros

Antes de resolver un sistema con parametros es necesario hacer la discusion del sistema con

el fin de ver que tipo de sistema es, indeterminado, determinado ...

22.

23.

Ejercicio

— =2;
Dado el sitema de ecuaciones lineales { x—ay
ax—-y=a+1

a) diacutie el sistema para los valores de a
b) resolver el sitema para que la solucion sea Unica

Solucion

1 :i| =—1+a%silA] =0

a) diacutir el sistema para los valoresde a |A| = |a
—1+4+a?=0; a?=1;paraa=+1;
|Al = 0=> Rg(A) < 1;siRg(A") =2
Si a# *1;el Rg (A) = Rg(A") = 2; el sistema es compatibe determinado
Sia=1; Al =0;RgA) = 1; &' =1 ~1 2| Rea) =1,
1 -1 2
Rg(A) = Rg(A") < 2 = numero de incognitas; El sistema es Compatible indeterminado;
Sia=—1; |A| = 0;Rg(A) = 1; |A*| = |_11 _11 (2)| Rg(A) = 2;
Rg(A) < Rg(A™) El sistema es Incompatible;

b) Resolver el sitema para que la solucion sea tnica

Sia=0; |A]l = |é _01| = —1; Rg(A) = 2; Compatible determinado

{ X—ay = 2; _0_{X—0=2;{X=2;
ax—y=a+1;paraa_ o0—y=1; ly=-1;
Ejercicio

x+ay+3z=2;
Dado el sitema de ecuaciones lineales { x+y—z=1;
2x+3y+az=3;

a) diacutie el sistema para los valores de a

Solucion
Xx+ay+3z=2; 1 a 3
x+y—-z=1, |Al=[1 1 —-1|=a+9-2a-6+3—-a’=-a’?—-a+6=0;
2x+ 3y +az=3; 2 3 a
1+ /(-2 —4x(-1)*6 1+vV1+24 145
a= = = ;a=2,a=-3,
2(-1) -2 -2

Paraa # 2ya # —3;el Rg (A) = Rg(A") = 3; el sistema es compatibe determinado
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1 2 3
Paraa=2; |Al=[1 1 -1|=2-4+9-6+4+3—-4=0; Rg(A) <2;
2 3 2
1 2 3 2 2 3 2
[A*l=]1 1 -1 1|;compruebo |1 -1 1{=-6+4+9+6—-4—-9=0;
2 3 2 3 3 2 3
1 3 2
compruebofl -1 1|=-34+6+4+4-9-2=0;
2 2 3
1 2 2
compruebo |1 1 1| = 0 pues dos columnas son iguales
2 3 3
Rg (A*) < 2 => Rg(A) = 2 = Rg (A) Sistema compatible indeterminado
1 -3 3 2 -3 3 2
Paraa=-3; |A"|={1 1 -1 1|;compruebol1 -1 1/ =9-6+9+6—-9-9=10;
2 3 -3 3 3 -3 3
1 -3 3 2 1 3 2
|A"l=[1 1 -1 1|;compruebo|l -1 1|= -3+6-6+4—-6+3=-2
2 3 -3 3 2 -3 3

Rg (A*) = 3;y Rg (A) = 2; el sistema es incompatible no tiene solucion

24. Ejercicio

X+ 2y+3z=2;
Considera el sistema de ecuaciones < 2x + 5y + 4z = —1;
x + 3y + a’z = 3a;

Determina para que valores del parametro a es compatible y resuelvelo cuando tenga

mas de una soluciéon

Solucion
X+2y+3z=2; 1 2 3

2x+5y+4z=-1|Al=|2 5 4|=5a?+8+18—-15—-12—4a%?= a%?—1=0;a=+1;
X+ 3y +a?z = 3a; 1 3 a2

Paraa # 1ya # —1;el Rg (A) = Rg(A*) = 3; el sistema es compatibe determinado

1 2 3 2 1 2 3 2
Paraa=1;|A"|=|2 5 4 -—-1|=[2 5 4 -1
1 3 a? 3a 1 3 1 3
2 3 2
compruebo |5 4 —1[=24+10—-9—24—45+2=—42
31 3
Rg(A*) =3 => Rg(A) = 2y Rg(A*) = 3 Sistema incompatible
1 2 3 2 2 3 2
Paraa=—1; |[A*|=|2 5 4 —1|;compruebo|5 4 —-1|=-24+10—9—-24+2+45=0;
1 3 1 -3 3 1 -3
1 2 3 2 1 3 2
2 5 4 —1|;compruebo |2 4 -1|=-12-3+4-8+18+1=0
1 3 1 -3 1 1 -3
1 2 3 2 1 2 2
2 5 4 —1|;compruebof2 5 -1|=-154+12-2-10+3+12=0
1 3 1 -3 1 3 -3

Rg (A) = 2 = Rg(A*)Sistema compatible indeterminado

Resolvemos el sistema paraa = —142x+ 5y + 4z = —1;{2x + 5y + 4z = —1;
x+3y+a’z=3a \ x+3y+z=-3;

21(33)

X+2y+3z2=2; { X+ 2y+3z=2;



. X+2y+3z=2 . . .
como F, — F; = Fjelimino F; {2x+ Sy + 47 = _l;dosecuacmnes con tres incognitas
{ x+2y=2-3z F,; {x+2y=2—32;

2x+5y=-1—-4z;, F,_ F, —2F,(0+y=-5+ 2z

hagoz= N y= —5+2\ x=-2(-5+20)+2-3x5x=12—-7A
z=ANy= —-5+4+2\x=12-7A

25. Ejercicio

dado el siguiente sistema de ecuaciones {x _r?;(y_gzzmli 1;
a) discute el sistema para distintos valores de m
b)Interpretalo geometricamente

Solucidn

mx—y=1; —
{ Y |7 Y =-mir1=0m= 1
1 —-m

X—my = 2m—1;
Param # 1ym # —1;el Rg (A) = 2 = Rg(A*)Sistema compatible determinado

4 x-y=1L (x-y=Lji1 -1 11_ N g
Param—l,{x_y=2_1;{ =1;|1 1 1|—0,Rg(A)—1,

Rg (A) = 1 = Rg(A*) Compatible indeterminado

_ L x=y=1L (x-y=1L-1 -1 1] N _ o
Param = 1'{x+y=—2—1;{x+y=—3; 1 el Re@ =2

Rg (A) = 1 # Rg(A") = 2 sistema incompatible
b)Interpretalo geometricamente
Param # 1ym # —1;el Rg (A) = 2 = Rg(A") recta secantes
Param = 1; Rg (A) = 1 = Rg(A*) rectas concidentes
Param = —1; Rg (A) = 1 # Rg(A") = 2; rectas paralelas

26. Ejercicio

. . x+y+az=1;
Discute y resuelve, segun los valores de a el sitema { ny+ s = 2

Solucion

x+y+az=11 1 a o - o )
{ 2%+ 7= 2; |2 0 1| el Rg (A) = 2 = Rg(A”) sistema compatible indeterminado

para cualquier valor de a

x+y+taz=1; L. 2=)
{ 2x+7z=2; hagoz—?\,x——2 ;

2—X 2-2aA—2+4+A -—2ar+A
y=1l-az—-xy=1-al- > = > = >

_2—)\' —2aA+ A
=72 YT

Z= A X
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27. Ejercicio

4x+ 12y + 4z = 0;
Discute y resuelve, segun los valores del parametro el sitema y 2x—13y+2z2=0
(a+2)x— 12y + 12z = 0;

Solucion

4x+ 12y + 4z = 0; 4 12 4

2x—13y+2z=0 2 =13 +2|= —624+4+96+24(a+2)+52(a+2)—288—-96=
(@a+2)x—12y+12z=0;la+2 -12 12

—912 + 24a+ 48 + 52a+ 104 = =760 + 76a = 0;a = 10
para a = 10 el sistema es compatible indeterminado

para a # 10 el sistema es compatible determinado; solucion trivial x = 0;y = 0;z = 0;

28. Ejercicio

x+y=1;
Discute y resuelve, segun los valores del parametro el sitema { ay+z=0
x+(@+1Dy+az=a+1;
Solucion
xty=1 1 1 0
ay+z=0 0 a 1l=a’4+1-a—1=a*—a=0;a(a—1)=0
x+(@+Dy+az=a+1l1 a+1 a

Paraa # 0ya # 1,Rg (A) = 3 = Rg(A") Sistema compatible determinado

x+y=1, 11 1 0 11 0 1
Paraa=0 z=0 0 0 1{RgA)=2;{0 0 0 O0fRg(A")=2;
x+y+0=111 1 0 1101

Rg (A) = 2 = Rg(A”) sistema compatible indeterminado;z = 0;x =,y =1—-2A

x+y=1 11 1 0
Paraa=1{ y+z=0 [0 1 1{=14+1-2=0;Rg(Ad)=2;
x+2y+z=2;11 2 1
110 1] |1 0 1
011 0[;[t 1 ol=2+1-2=1;Rg(A")=3;
1 21 2012 1 2

Rg (A) = 2 # Rg(A*) = 3; sistema incompatible

29. Ejercicio

Xx—y+z=7;
2x+my —4z=m
—xX+y—z=1,
—x+y—z=3

Discute y resuelve, segun los valores del parametro el sitema

Solucion

X—y+z=7;
2Xx+my—4z=m
x4 § _, = . s Elsistemaes incompatible al serlo las dos ultimas ecuaciones

—x+y—z=3
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30. Ejercicio

xX+2y+z=1;
Discute y resuelve, segun los valores del parametro el sitema { (1 —A*)x— (1+A)z=—-1—-2
2+Ny=-1
Solucién
xX+2y+z=1; A 2 1
A-)x—1+NNz=-1-2; [(1-2?) 0 -1+
QC+Ny=-1; 0 2+ 0

=(1—12)(2+A)+(2+A)(1+A)A=2—2A2+A—x3+2x+3xz+x3=A2+3A+2=0;
_3+V3—-4x1x2 -3+

1
A ;A= —2; A=—1;

2x1 2
Paral# —2yA # —1,Rg (A) = 3 = Rg(A") Sistema compatible determinado
AX+2y+tz=1; 2 2 1
Parad=-2{(1-2*)x—(1+0z=-1-2; |-3 0 1|;Rg(d) =2
2+Ny=-1; 0 00
-2 2 1 1 2 1 1
-3 0 1 1|Rg(A)=[0 1 1|=-2;Rg(A")=3
0 0 0 -1 0 0o -1
Rg (A) = 2 # Rg(A*) = 3; sistema incompatible
AX+2y+z=1; 1 2 1
Parad=-1;4(1-2*)x—(1+Nz=-1-2;{0 0 0[; Rg(A) =2
2+Ny=-1; %/1 0
-1 2 1 1
0 0 0 o|Rg(A)=2;
0 1 0o -1
Rg (A) = 2 = Rg(A"); sistema compatible indeterminado;
xX+2y+z=1; —1x+2y+z=1;(—-1x+2y+z=1;
(1—Pk—(1+Dz=—1—A;y 0x—0z =0 { 0-0=0
(2 +Vy=-1; y=-L =-1
y=—-1;x =t;sustituyoen F;; —1x+2y+z=1=> —-t—-2+z=1,z=3+t¢

Solucibony = —1;x=t;z=3 +t

31. Ejercicio

Xx—y+z=7,
. . 2x+my —4z=m
Discute y resuelve, segun los valores del parametro el sitema xty—z=1;
—-x+y—z=3
Solucidn
x+y+kz=1; 1 1 k
kx+(k—1Dy+z=k; |k k=1 1|=k-1+1+Kk*-k’®*+k—-k—-1=k-1=0;k=1
x+y+z=k+1; 1 1 1

Parak # 1,Rg (A) = 3 = Rg(A") Sistema compatible determinado

x+y+kz=1; 1 1 1
Parak=1;{kx+(k—-1y+z=k; (1 0 1|1+1-1-1=0; Rg(A) =2
x+y+z=k+1; 1 1 1
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1 11
01 1
1 1 2

Rg (A) = 2 # Rg(A*) = 3; sistema incompatible

=2+41-1-1=1; Rg(A") =3;

32. Ejercicio

ax+z+t=1;
; . ay+z—t=1;
Discute y resuelve, segun los valores del parametro el sitema ay +7— 2t =2;
az—t=0;
Solucion
ax+z+t=1;, ]a 0 1 1
ay+z—t=1;, [0 a 1 -1 a b -
- - = — = —a— 32 2 =33 =
ay+z—2t=2;l0 a 1 —2| 0 i _i a(ra-a®+2a"+a) =a
az—t=0; 0 0 a -1

Paraa # 0,Rg (A) = 4 = Rg(A") Sistema compatible determinado

ax+z+t=1;, 10 0 1 1
3 ay+z—t=1; 10 0 1 -1 _
Paraa=01ay+z-2t=2 |0 0 1 —2[REW=2
az —t=0; 00 0 -1
o0 1 1 11117 1 1
. oloo 1 -1 1| |t -1 1], * _ a.
lamatrlzampllada0 0 1 -2 2’1 —2 2 * 0; Rg(A) 3;
0o 0 0 -1 1110 -1 1
a=0,Rg (A) =2 # Rg(A") = 3 Sistema incompatible.
ax+z+t=1; Fy
. ) ay+z—t=1; F,
Resolvemos el sistema para a # 0; ay+z—2t=2 Fy= Fi— F,
aZ_tZO; F4
ax+z+t=1;
ay+z—t=1; " . var — (—1) — () __l.
0+0—t=1; t = —1; sustituyo Fy;az — (—1) = 0;z = >
az—t=0;
tituyo F 4 -D=1 L
sustituyo F,; ay 3 = 'ay_a'y_az'
) 1 1 1+42a 1+ 2a
sustltuyoFl;ax+z+t=1;ax+<——)—1=1;ax=2+—= ;X = 3
a a a a
1+ 2a 1 1
X=—0j ;y=a—2;z=—5;t=—1;
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33. Ejercicio

@+x+y+z=a+1;
Discute y resuelve el sistema cuando sea compatible { x+ (@a+ 1)y+z=a+3;
x+y+(@+1)z=-2a—4;

Solucién

@+ Dx+y+z=a+1 ja+1 1 1

x+(@+1y+z=a+3; 1 a+1 1 |=@+1)3*+1+1—-(@+1D)—-(@+1)—(@+1)=
x+y+(@+1z=-2a—-4;1 1 1 a+1

(@+1)¥+2-3@+1)=—-(@+1)—(a+1)=a>+3a?+3a+1—-3a—1=
a®+3a2 =0;a%(a+3) = O0soluciona=0ya=-3

Paraa # 0ya # —3,Rg (A) = 3 = Rg(A") Sistema compatible determinado
Resolvemos por el metodo de Cramer

determinante asociado de la variable

El valor de las incogitas = - — - -
determinate de los coeficientes de las incognitas

. Ay A, A;
El valor de las variables es: X1=Z; X2=Z; X3=Z
a+1 1 1
a+3 a+1 1
_|-2a-—4 1 a+1 _(a+1)3+(a+3)—(2a+4)+(Za+4)(a+1)—(a+1)—(a+3)(a+1)
X=Ta+1 1 1 - a?(a+3)
1 a+1 1
1 1 —a+1
_a’+3a’+3a+1+a+3-2a-4+2a°+6at+4—a—-1-a’—4a-3
x= a?(a+3) B
_a’+4a’+3a a@@®+4a+3) (@+D@+3) x+1)
T a?2(@+3)  a?(@+3) @ a@+3) = a
a+1 a+1 1
1 a+3 1
11 —2a-4 at+1l @+D*@+D+@+D-Ca+4)-(@+3)-@+D*+@+1D)(2a+4)
Y=Tfa+1 1 T |- a?(a+3)
1 a+1 1
1 1 —a+1
_a’+5a®+7a+3+a+1-2a—-4—-a—3—-a’—1-2a+2a’+6a+4
y= a?(a+3)
_a’+6a’+9a a(@®+6a+9) (a+3)> a+3
y= a2(a+3) = a?(@+3) a@+3) a
a+1 1 a+1
1 a+1 a+3
1 1 —2a—-4 —@+1)?Qa+H+@+D+@+3D-@+1D*+Qa+4)—(@a+1)(a+3)
LTl 1 T |- a?(a+3)
1 a+1 1
1 1 —-a+1
_—2a>—8a?—-10a—4+a+1+a+3-a’—1-2a+2a+4-a’—4a—3
z= a?(a+3)
_ —2a®-10a*-12a  2a’+10a’+12a  2a(a’*+10a+6)  2a(a+3)(a+2)
2= a%(a+3) - a%(a+3) - a(a+3) - a(a+3)
2(@+2)
N a
x+1 a+3 2(@+2)
X = ’y= ;Z=—
a a a
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(@+Dx+y+z=a+1 11 1 1
Paraa=04 x+ @+ Dy+z=a+3 |1 1 1|=0Rg(A)=2;
x+y+(@+1)z=-2a—4;11 1 1
1 1 1 1 1 1 1
Ar=11 11 1[;1 1 1(=—-4+14+1-1-1+4=0;Rg(A")=2;
1 1 1 —4111 1 -4

Rg (A) = 2 = Rg(A") sistema compatible indeterminado

@+Dx+y+z=a+1 -2 1 1
Paraa=-3{ x+(@+1ly+z=a+3; 1 -2 1|=0;Rg(A) =2
x+y+(@+1)z=-2a—411 1 -2
-2 1 1 -2 1 1 -2
Ar=11 -2 1 0l;[-2 1 0(=2—-8+2+4=0;
1 1 -2 2 1 -2 2
-2 1 =2 -2 1 =2
1 1 0|=—4+4+2-2=0;|1 -2 0|=8-2-4-2=0;
1 -2 2 1 1 2

Rg (A) = 2 = Rg(A*) sistema compatible indeterminado

34. Ejercicio

X—y—2z=Db;
Discute y resuelve segun los valores de los parametros, el sistema { X+y+z=25;
4x — 5y + az = —10;

Solucion

2x—y—2z=b; 2 -1 =2
{ x+y+z=5; 1 1 1|=2a—4+10+8+10+a=3a+24=0;a=-8;
4x —5y+az=-10;14 -5 a

Paraa # —8; Rg (A) = 3 sistema compatible determinado

2 -1 =2
paraa=8; |1 1 1({=-16—-4+10+8+10—-8=0;Rg(A) = 2;
4 -5 -8
2 -1 -2 b -1 -2 b
ampliada |1 1 1 511 1 5 |=10—-8b+ 50+ 5b—20—40 = —3b;
4 -5 -8 -10l I-5 -8 -10

parab # 0; Rg(A*) = 3; incompatible;
parab = 0; Rg(A*) = 2 Compatinle indeterminado;

35. Ejercicio

X—py=1;
Se considera el sistema de ecuaciones {ly — pz = r; Donde A, i, 1, s son numeros reales
UX + Az = s;

Estudia el sistema segun los valores de los parametros sabieno que A + p # 0

Solucién

AX—uy=1, A —u 0

{)\y—uz=r; 0 A —pl=23+u3%SiA+pu=+0;Rg(A) =3;
wx+2Az=s; Ilp 0 A

sistema comatible determinado, independiente de los valores dery s
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36. Ejercicio

ay + bx =¢;
Se considera el sistema de ecuaciones {cx + az = b; Donde a, b, ¢ son datos %, y, z son incognitas; ’
bz + cy = a;

Sia, b, c son distintos de 0 el sistema tiene una solucion unica. Hallar dicha solucioo

Solucion
ay+bx=c |b a 0
{cx +az=b; |c 0 a|=—abc—abc= —2abc;dadouea,b,c+# 0;Rg(A) =73
bz+cy=a; 10 ¢ b
sistema compatible determinado
. Ay A, A;
Resolvemos por cramer. El valor de las variables es: x; = K X, = i X3 = 7
c a 0
b 0 a
la ¢ b_a3—ab2—ac2_ az—bz—cz_—a2+b2-|-c2
b a o —2abc - 2bc B 2bc
c 0 a
0 c b
b ¢ 0
c b a
o a b _b3—ba2—bc2_—b2+az+c2
Y= a o —2abc - 2ac
c 0 a
0 ¢c b
b a c
c 0 b
o ¢ a_c3—caz—cb2_—c2+a2+b2
Z1b a o —2abc | 2ab
c 0 a
0 c b

37. Ejercicio
Juan y Pedro invierten 20000€ cada uno. Juan coloca una cantidad A al 4%, una B al 5%
y el recto al 6% Pedro inviete la misma cantidad A al 5% ,1a B al 6% y el resto al 4% . determina
la cantidad B sabiendo que Juan obtiene unos intereses de 1050% y Pedro 950€

Solucion

A+ B+ C = 20000

A+B+C=20000 AA 5 b ® 1050 (AT B+ C=20000
4%A + 5%B + 6%C = 1050; { 100 ~ 100 ' 100 ’ { 4A + 5B + 6C = 105000;
5%A + 6%B + 4%C = 950; P1A+:LB+:LC_%0 5A + 6B + 4C = 95000;
100" 100 100 ’
A+ B+ C=20000 F A+ B+ C=20000 Fy
4A + 5B + 6C = 105000; F, =F2—4F1{ 0 + B + 2C = 25000; F,

A+ B+ C=20000
0+ B+ 2C=25000; C=10000; Sustituyo F,; B = 25000 — 2000 = 5000
0+0—3C=-30000;

Sustituyo F;; A+ B + C = 20000; A = 20000 — 10000 — 5000 = 5000;
Solucion A = 5000; B = 10000; C = 5000;
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38. Ejercicio
Un numero capicua de 5 cifras verifica:
a) La suma de sus cifras es 9;
b) La cifra de las centenas es igual ala suma de la de las unidades y las decenas.
¢) Si se intercambian las cifras de las unidades y las de las decenas el numero resultante
disminuye en 9
Encuantra el numero
Solucién

El numeo seria ABCBA ncuantra el numero

A+B+C+B+A=9
C=A+B;
ABCBA = ABCAB + 9;
2A+2B+C=9
A+B-C=0;
10000A + 1000B + 100C + 10B + A = 10000A + 1000B + 100C + 10A + B + 9;

2A+2B+C=9 (2A+2B+C=9 2 2 1
A+B-C=0; {A+B—C=0; v=(1 1 -1|=9+18+9+18=54
9B —-9A =9; —9A+9B=9; -9 9 0
. A 4, A;

Resolvemos por cramer. El valor de las variables es: x; = qiXe =i X =

9 2 1

01 -1
A 9 9 0 _—18—9+81_54_
12 2 1) 54 54

1 1 -1

-9 9 0

18
Despejo en F3;(—9A+9B =9); —9A+9B=9; -9+ 9B =9; B = ) =2;

DespejoenF,;(A+B—-C=0;); 1+2=C;C=3;
El numero pedido sera 12321;

2A+2B+C=9; 2%1+2+2+3=9; Ok
Prueba A+B—-C=0;1+2-3=0;0k
9B—-9A=9;9%2-9%x1=9;18—-9 =90k

39. Ejercicio
En un supermercado se ofrecen dos lotes formados por distintas cantidades de productos
a) El primer lote compuesto por :
una botella de refresco, tres bolsas de cacahuetessy siete vasos por 5,65€;
b) El segundo lotre compuesto por:
una botella de refresco, cuatro bolsas de cacahuetes, y diez vasos por 7,40€
Averiguar cuanto tendria que valer un lote compuesto por 1 botella de refresco, una bolsa de
cacahutes y un vaso. Justifica la respuesta.
Solucion

botella de refresco a x€; bolsa de cacahuete a y€; vaso.z€
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1*x+4*y+10x2z=740;{x+ 4y + 10z = 7,40;

{1*x+3*y+7*z=5,65; {x+3y+7z=5,65;
1xx+1*xy+1xz=A4; X+y+z=A4A;

para que el sistema sea compatible determinado Rg A = Rg(A*)

1 3 7
RgA =|1 4 10|/=4+30+7—-28—10—-3 = 0;
11 1
1 3 7 565 |565 3 7
Rg(A) |1 4 10 740|; (740 4 10|= 22,6 +30A+51,8—28A—565—222=0
11 1 A A 1 1

4,3
2A =43;A = - = 2,15; El valor del lote = 2,15

40. Ejercicio
Si la altura de Carlos aumentara el triple de la diferencia entre las alturas de Toni y Abel
Carlos seria igual de alto que Abel. Las alturas de los tres sumarian 515.
Ocho veces la altura de Toni es lo mismo que nueve veces la de Carlos. Hallar las alturas
Solucion

Altura de Toni= x; altura de Abel =y;, altura de Carlos=z.

z+3x—y)=y;(z+3x—3y—-y=0;(3x— 4y + zy = 0; 3 —4 1
{X+y+z=515;{ X +y+z=>515; yx+y+2=515;A= 1 1 1
8x = 9z; 8x —9z = 0; 8x —9z = 0; 8 0 -9
3 -4 1
A=(1 1 1= -27-32—-8-36=103
8 0 -9
0 -4 1
s 1 18540
_10 0 -9l _ _
X="3——2 11 ~ 103 = 180
1 1 1
8 0 -9
1440
Despejo en F3; (8x — 9z = 0); 8 %« 180 = 9z;z = —5 = 160

Despejo en Fy; (x + y 4+ z = 515); 180 + 160 + y = 515;y = 175;
Altura de Toni= x=180; altura de Abel =y=175; altura de Carlos=z=160.
Altura de Toni = x = 180; altura de Abel =y = 175; altura de Carlos =z = 160

41. Ejercicio
Un pescadero compra el martes de una semana 96kg merluza, 130kg de anchoas y paga
por ello 1836€. El Lunes siguiente el precio de la merluza subio un 20% y el de las anchoas
un 30%. Ese dia compra 40 kg de merluza y y 50 kg de anchoas y paga 918€
¢ Hay datos para calcular el precio de la merluza y anchoas el martes?
Si es si calcula los precios, si es no razona la respuesta.
Solucién
Martes: Precio de la merluza = x; precio de las anchoas =y
Lunes : Precio de la merluza 1,20x; precio de las anchoas = 1,3y
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B _ 1836 — 130y
{ 96x + 130y = 1836, | 96% + 130y = 1836;x = —— ——
4

0x1,2x+50%*1,3y =918; 918 — 65y
48x + 65y = 918; x = ST

1836 — 130y _ 918 — 65y
96 T 48

El sistema es compatible indeterminado

0
; 88128 — 6240y = 88128 — 6240y; y = aindeterminado

Se podria haber de ducido esto viendo que F; = 2 F,;

42. Ejercicio

xcosa+ysena=1;

Sea el sistema de ecuaciones
xsena—ycosa=1;

a) Resuelvelo determinando el valor de x e y en funcion de a;

b) calculaa paraquex+y =1;

Soluciéon
1 1—ysena
xcosa+ysena=1x=—;
y ; cosa '1—ysena=1+ycosa_
1+ycosa cosa sena
xsena—ycosa=1;x=———
sena

sena —ysena? =cosa+y cosa?;sena—cosa= ycosa’+ysena’
sena —cosa = y(cosa®?+ sena?);y =sena— cosa;

Sustituyo en F; (x cosa+ysena = 1);xcosa+ (sena—cosa)sena = 1;
xcosa+ (sena?—cosasena) = 1;x =1 — (sena® — cosasena)/cosa

1— sena?+ cosa*sena 5 5 i
X = ;dado que (1 — sen a*) = cos a“ sustituyo
cosa

cos a? + cosa * sena
X = =Ccos a+sena;X =cosa-+ sena
cosa

b) calcula a para que x +y = 1; sustituyo, cosa + sena + sena —cosa = 1;
1 m
2sena = 1;paraquesena=§=> a =302+ 2knya = 1509 + 2kn =>a=g+2kn

LI
a = 6 TC

43. Ejercicio
Tres amigos acuerdan jugar tres partidas de dados de forma que cuando uno pierda una
entregara a cada uno de los otros dos una cantidad igual a la que cada uno de ellos tenga
en ese momento . Cada uno perdio una partida y al final cada uno teneia 24<€. ; Cuanto

dinero tenia cada jugador al empezar la partida.

Solucion
primer jugador tenia x X—y—Z
2%2jugadory primera partida pierde el 12 { 2y
3%jugados z; 2z
2x—y—12)
22 partida pierde el 2242y — 2z — (x — y — z);
47z
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4(x—y—1z)
32 partida pierde el 32 4y —4z7—-2(x—y—12z)
47z - 2(x—y—z2)—Ry—2z— (x—y—12)

4(x—y—1z)=24 4x — 4y — 4z = 24
4y —4z - 2(x—y—2z) =24 { 4y — 47 — 2x + 2y + 272 = 24
47 —2(x—y—2z)—2y+2z+ (x—y—2z) =244z —2x+2y+22—-2y+2z+x—y—z=124

—2x+6y—2z2=24={—x+3y—z=12F,=F,+F, {0+2y—2z2=18

{4X—4y—42=24 { X—y—z=6 F; y X—y—z2=6
—X—y+7z=24 —X—y+7z2=24 F; =F; +F 0 -2y + 6z =30

F, X—y—z=6
F, { 0+2y—2z=18
F3=F;+F,\0+0+4z=48;z=12;

Sustituyo en F,(0 + 2y — 2z =18); 04+ 2y — 2% 12 =18; y = 21
Sustituyoen F;(x —y—z=6); x—21—-12=6;x = 39

primer jugador tenia x = 39;
2%jugadory = 21;
3%jugados z = 12;

Sustituyo
primer jugador tenia x = 39; 39-21-12 =6;
29 jugadory = 21; primera partida pierde el 12 42
3%jugados z = 12; 24
6+6=12
22 partida pierde el 2242 — 6 — 24 = 12;
24 +24 =48

12+ 12 =24
32 partida pierde el 329 12+ 12 =24; Ok
48 —-12—-12 =24

44. Ejercicio

x—1=4a+Db;
Dado el sistema ,y — 2 = 3a — b Eliminar los parametros
Z = —a+ 2b;
Solucion
{?:éizzt%{ﬂ+Fz_{ x—1+y—2=7a
2= —a+ 2b; F; + 2F, z—2y—4=-a+2b+6a—2b
x—1+y—2=7a _
{ 72—2y—4=5a 5F, —7F,; 5x =545y —10 — 7z — 14y + 28 = 35a — 35a

5x -9y —-7z+ 13 =0;

45. Ejercicio

Xx—y=3a+3;
Dado el sistema y2x +y—z=3a+3b+1 Eliminar los parametros
Xx—2y+z=-2a+5b-28§;

Solucion

x—y=3a+3; F._F
{2x+y—2=3a+3b+1 {3F1+2; =
X—2y+z=—-2a+5b—-8; 3 2
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{ Xx—y—2x—y+z=3a+3-3a—-3b-1
3x—6y+3z+4x+ 2y — 2z = —6a+ 15b — 24 + 6a + 6b + 2;

{—x—2y+Z=—3b+2;
7x — 4y +z = 21b — 22;

7X—4y+z—7x— 14y + 7z = 21b — 22 — 21b + 14; =18y + 8z = —8;

(7F, +F,

46. Ejercicio
En el espacio la ecuacion de un plano vine dada por la expresionx — 3y +z + 3 = 0;
Demuestra que la ecuacion euivale a un sistema compatible indeterminado y biparametrico
(con dos grados de libertad) y encuentra la solucion
Solucién
Tenemos una ecuacion y tres incognitas luego el sistema serd compatible indeterminado
Tenemos tres incognitas y una ecuacion, La solucion dependera de dos parametros (3 — 1)

La solucion sera la ecuacion parametrica del plano.

x =? x=—-3—pn+3A
fijo dos variables {y = A y despejox—3y+z+3 =0 y= A
Z=H Z= |

47. Ejercicio
Encuentra la la ecuacion parametrica de la recta definida por la interseccion de dos planos

{x+y—z—3=0_
2x+3z4+1=0"

Soluciéon

x+y—z—-3=0

2X+3z+1=0 la ecuacion dependera de un

Tenemos dos ecuaciones y tres incognitas {

parametroz = A
{X+y—)\—3=0 X+y—A=3=0

2x + 3 A+ 1 = 0 resolvemos las ecuaciones { P+ 3A41=0

z= A
Xx+y—A-3=0

y —-1-3A —1-3) i 1+3A
despejo x = x=——— sustituyoy = > +A+3;
z=2A
( _—1-3A ( _—1-34 ( —1-3x
=T =T =T
1+ 37 = 14+3A+2A+6 = 5A0+7
y= +A+3  jy=—o—— y=
\ \ : \ -
z=2A z=2A Zz=2A
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