Vectores en el espacio
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Vectores fijos y libres en el espacio

Vectores fijos en el espacio
Un vector fijo AB es un segmento que tiene origen en
un punto A y exteemo en otro B.
El vector AB viene determinado por :
e Modulo: Es la longitu del segmento AB y se

determina como |ﬁ|

e Direccion: es la de la recta que lo contiene
e Sentido: es la direccion del segmento de A a B

Equipolencia de vectores fijos

Dos vectores AB y CD se dice que son equipotenciales

si tienen el mismo modulo, direccion y sentido

Vectores libres en el espacio
Los vectores libres son aquellos que estan totalmente especificados mediante su magnitud,

su direccidn y su sentido, sin que sea necesario indicar un punto de aplicacién

El conjunto de todos los vectores libres en el espacio se designan por V3

Operaciones con vectores

Suma de vectores libres
Dados dos vectores Uy Vla suma de los vectores

=1

esigualal +V;
Propiedades: j,
Asociativa: (U + V) +W=U+ (V+ W) ’
Conmutativa: U +V = V + U
Elemento neutro: U+ 0 = U

Elemento opuesto: U + (—=U) = 0

Producto de un namero real por un vector

Sea un nimero real k y un vector U su producto = ku
El modulo del vector resultante serd k |u| y tendra la misma direccion y el sentido

serd igul a U si k es positivo y opuesto a U si k es negativo
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3 Coordenadas de un vector
Cualquier conjunto de tres vectores libres linealmente independientes forman una base

del espacio vectorial V3

Cualquier vector 3 se puede expresar como combinacion lineal de los vectores de la base
1. Ejercicio

Estudiar la dependencia lineal de los vectores dados en una base V3

a)3 = (1,2,3); b =(2,1,3); ¢=(1,0,1)

b)3 = (2,0,1); b = (0,1,0); ¢ = (3,1,2)

Solucién

Tres vecrtores son linialmente independientes si el determinante de sus coordenadas es # 0

1 2 3
a)|2 1 3|=1+6—-3—4=0Nosonindependientes; C; =C; + C,
1 01
2 01
b) [0 1 0|=4-3=1;Sonindependientes
31 2

2. Ejercicio

Comprueba si forman base de V3los vectores u; = (1,0,—3); u; = (1,—1,1); uz = (0,2,—8)

Solucién
1 0 -3
1 -1 1|=8-6-2=0;No forman base V3 pues no son independientes
0 2 -8

3. Ejercicio
a) Comprueba que los vectores u; = (2,1,0); u, = (3,—1,0); u; = (1,1,1),
expresados en una base B de V3constituyen a su vez otra base de dicho espacio
b) Halla las coordenadas del vector v = (3,1,7)dado en funcion de la base B,

respecto a lanueva base B = uj,u,, us,

Soluci6on
2. 1 0

a) [3 =1 0|=-2-30-75; forman base V3 pues son independientes
1 1 1

3=2a+3b+c
b) (3,1,7) = a(2,1,0) + b(3,—-1,0) + c(l,l,l){ l=a—-b+cc=7

7=0+0+c
3=2a+3b+7 Fy 3=2a+3b+7 —3=2a+83b+7
l=a—-b+7 F,=2F,—F,{-1=0-5b+7 b=§
7=c F; 7 =c I
3 2a43047 a2 24 35 M_ 22
TeATSgT A= T T AT T T T
V=_?u1:§u2;7u3
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4. Ejercicio

5.

dados los vectores U, V, W respecto a una base ortogonal son las siguientes U = ( 1,3,4)
v = (5,1,3),w = (0,1,2)Calcular las siguientes epresiones
AU+ v,u+ w yv+w; b)(d+ V) + W; ¢)2U,3V,5w;
d)2u+3vV+5w;e) 3U—6(2V—3W) ;
Soluci6on
a)u+ v= (134)+ (51,3) = (64,7)
T+ W =(134) + (0,1,2) = (1,4,6)
w = (5,1,3) + (0,1,2)=(5,2,5)
b)(U+ V) + W;
(U+ v)=(134)+ (513) =(64,7)
(i+ W+ w= (647)+ (0,1,2) = (6,59)
¢) 24,3V,5w;
20 = 2(1,3,4) = (2,6,8)
3V = 3(5,1,3) = (15,3,9)
5w = 5(0,1,2) = (0,5,10)
d)2u+3V+5Ww;
(2,6,8) + (15,3,9) + (0,5,10) = (17,14,27)
e) 3U—6(2V—3W)
30 = 3(1,34) = (3,9,12)
6(2v—3w) =6(2(513)-3(0,12)) = 6((10,2,6) — (0,3,6)) = 6(10,—1,0) = (60,—6,0)
36— 6(2V—3W) = (3,9,12) - (60,—6,0) = (~57,15,12)

v+

Ejercicio
Demuestra que el conjunto de vectores son linealmente independientes
u=(10,0); v=(01,0,w=(0,01)
Soluciéon

1 0 0
0 1 0
0 0 1

=1 # 0 Luego son linealmente independientes

6. Ejercicio

a) determinar los valores de a para que resulten lienalmente indpendientes los siguientes vectores
u=(-2,aa); v=_(a—2,a),w=_(aa —2)

b) obten en esos casos una relaccion de dependencia entre los vectores

u=1(-2,aa)

Solucién
-2 a a

a)la -2 a|=-8+4+a*+a®>+2a’>+2a*+2a*=2a%+6a>—-8=a3+3a%>—4
a a -2
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, a®+3a? -4
a® +3a? — 4 = 0; una solucion es a = 1;T=a2+4a+a= (a—2)(a-2);
a®+3a®>—4=(a—1(a-2)?

paraa =1y a = 2 los vectores son linealmente dependientes,

(-2,1,1)
Sia=1{(1,-21) F, = —(F, + F;)linelamente dependientes
11-2)
(-2,-2,-2)
Sia=-2{(-2,-2,-2) F, =F, = F;Los vectores son los tres iguales
(=2,-2-2)

Ejercicio

a) Determinar si los vectores u'(1,2,3) ,%(2,—1,0) y w (1,1,0)son una base de R®
b) Si es una base. Hallar las coordenadas del vector 3(2,4,6) en dicha base
Solucién

Si estos vectores son una base en R® han de cumplir:

12 Que los vectores sean linelamente independientes

22 Que sean conjunto de generadores

a) Determinar si los vectores u’(1,2,3) ,%(2,—1,0) y w (1,1,0)son una base de R®

1 2 3
2 -1 0
1 1 0

Como es distinto de 0 diremos que son linealmente independientes

Comprobamos si son linelmente independientes =6+3=9+0;

Comprobamos si es un conjunto de generdores:

Son conjunto de generadores si cumple ue cualuier vector d = X’ + yv' + zw’
(a,b,c) =x(1,2,3) + y(2,—1,0) + z(1,1,0) ; desarrollamos
(a,b,c) = (x,2%,3x) + (2y,—y,0) + (z,2,0) = ( x+2y+2),2x—y+72), (3X));

a=x+2y+z ;i;+_2y+z
Igualamos terminos {b = 2x —y +z4° ~ 7% CY+Zsustituyo enFiy F,
c=3x; X=—;
3
c
a=§+2y+z c
2¢ sustituyoeanz=b—?+y;
b=—-y+z
3
tit Fia=—+2y+z=>a=—+2y+b 2C+ => —C+6y 3b _2c
susttyoenfyy @ =grayrz==a=gTay g Ty=>a=gtoto 3
3a+c—3b
3a=9y—C+3b:9y=3a+c—3bc;y=T;
_€ _c
x=g x=2
, 3a+c-3b 3a+c—3b
solucion y=—(y— y= y
| -b 2C+. it | 9% 6c+3a+c—3b_6b+3a—5c
(z= 3 y,su51uyoykz_9 5 5 - -
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C
X ==

3
_3a+c—3b

y= 9
Sa+6b 5c

-

b) Si es una base. Hallar las coordenadas del vector ?(2,4,6) en dicha base

c ( 6
X=3 X=z x=2
o 3a+c—3b 3%2+6-3%4 y=9 x=2
sustituimos y=—"7%9 — yE——g 94y =0 g (2,0,0)
| 3a+6b—5c| 3x246+4-5%6 g 2=0
Z = 5 kz— 3

Otra form es resolverlo directamente (a, b, c) = x(1,2,3) + y(2,—1,0) + z(1,1,0) ;
(2,4,6) =x(1,2,3) +y(2,-1,0) + z(1,1,0) = (a,b,c) = (x,2x,3x) + (2y,—y,0) + (z,z,0)

2=x+2y+z
(2/4,6) = ((x+ 2y +2), (2x — y — z), (3x); igualamos terminos y4=2x—y_z
6 = 3x;
ii)2<+_2ytz it F.vF { 2=2+2y+z {0=2y+z 0=
_Xx_zy z sustituyo en F;y F, 4=2%2—-y—1z 0=_y_Z;sumamos =vy;

SustituyoenF; => 2 =2+ 0+ 7z = 0; g (2,0,0)

8. Ejercicio

Dada la base del espacio vectoria V3 B = [(%, 0, %) , (0,_?1__2’ ,\/—1§> , (_Tz '\/_1? O)]
referenciada a una base ortonormal, comprueba si es normal, ortogonal u ortonormal
Solucién

Una base es normal si sus modulos son igual a 1

Son ortogonales si sus vectores son perpendiculares.

Son ortonormalessi son normales y ortogonales; (son perpendiculares y su modulo es 1)

|_’|— i2+02+(£2— 1+0+i— E_
w= @ N R
| | 02+(iz+(i2_

w R
w| = 2 2 4 —
W) = (vg +e— +0= §+‘+°—

la base es normada

Comprobamos si son ortogonales u * v’ = 0;
(102> (0—2 1) (0021> 2;&0
—,0,—)*(0,— ,—) =(0,0,——) == no son
V5 45 V5 /5 V5+45/ 5
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9. Ejercicio
Se consideran llos vectores de V3u’ = (0,0,1); V' = (sent, cost, 0) encuentra,
si es posible un tercer vector w’ = (a, b, ¢) que forme con ellos una base ortonormal
Solucién

Tres vecrtores son linialmente independientes si el determinante de sus coordenadas es # 0

a b c
0 0 1| = 0; b sent —acost = 0; (—cost, sent,0)
sent cost O

comprobamos si la base es normada

[l =v(©0)32+02+ (1) =1

[v'| = \/02 + (sen t)? + (cost)? = VO+1=1;

W] = /(—cost)2 + (sent)2+0=vV1+0= 1

La base es ortonormada

10. Ejercicio
Dados los vectores w’ = (1,1,1); 7' = (0,1,—-1) w’ = (1,1,0) de V3
a); Son linealmente independientes?
b) Hallar un vector z' tal que ' ,v’,w’y z sena linelamente dependientes
c) Halla si es posible un vector t tal que (7 Ut )sean un base en V3
Solucién
a); Son linealmente independientes?

Tres vecrtores son linialmente independientes si el determinante de sus coordenadas es # 0

1 1 1
0 1 —-1|= —1-1+41 = —1 son linealmente independientes
1 1 0

— —

b) Hallar un vector z' tal que ' ,v’,w’y z sena linelamente dependientes
Para que sea linealmente dependiente debe ser un vector combinacion de los otros tres
Z=u+v+w;z=(230);

c) Halla si es posible un vector t  tal que (ﬁ' vt )sean un base en V3

1 1 1 11 1
t debe ser un vector tal que?(a,b,c) 0 1 —-1[{#0;/0 1 —-1l=c—a—a+b=+0;
a b ¢ a b c

por ejempo podriasera=1,b=—-1;c=1; c—a—a+bsustituyol—-1-1-1=-1;

11. Ejercicio
a) Estudia si los vectores u’ = (2,1,—1); v = (1,—1,1) son linealmente independientes
b) Escribe la relaccion que deben verificar las coordenadas de un vector w” = (a, b, c)
para que sean combinacion lineal de 0’, v’
Soluci6on
a) Estudia si los vectores w’ = (2,1,—1); 7" = (1, —1,1) son linealmente independientes

Son linealmente independientes pues no hay ninguna relaccion de proporcionalidad
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entre ellos
b) Escribe la relaccion que deben verificar las coordenadas de un vector w” = (a, b, )

para que sean combinacion lineal de 0’, v’

2 1 -1
1 -1 1|=-2c—-b4+a—-a—-c—2b=-3c—3b=0; c= —b;
a b c
2 1 -1
a puede tener cualquier valor,b = cualquier numero realyc=—b; {1 -1 1
a b -b

12. Ejercicio
Dados los vectores del espacio vectotial V3; a = (1,0,—1) b= 0,2,-1)y ¢=(2,-2,-1)
a) Hallar una base del espacio S engendrado por 3, b, ¢
b) Encontrar el valor de A, si existe, para que el vector (A, A, —6)pertenezca a S
c) halla el vector de V3 que junto con la base de S obtenida anteriormente sea una base de R3

Soluci6on
a) Hallar una base del espacio S engendrado por a,b, ¢
La condicion para que tres vectores formen un base es que sean linelmente independientes

Si son linealmente independientes su determinante sera distinto de 0;

1 0 -1
0 2 —1|=-2-2+4 =0nosonlinealmente independientes, son dependientes
2 -2 -1

Si consideramos el espacio S = plano XY formaran una base si:

12 los dos vectores son linelamente independientes

22 son un sitema generador de S

Tomo los vectores @ = (1,0, —1) ,B = (0,2, —1) que son independientes pues sus coordenadas
no son proporcionales.

Son un sitema generador de S dado que un vector generico de S puedo ponerlo como
combinacion de 3 yB ; v=x(1,0,—1) +y(0,2,—1);

b) Encontrar el valor de A, si existe, para que el vector (A, A, —6)pertenezca a S

sustituimos Vv = x(1,0,—1) + y(0,2,—1); (A, A, —6) = x(1,0,—1) + y(0,2, —1);

A A —6) =(x,0,—x) + (0,2y, —1y) = (x, 2y, —x — y):

X=2A
A=x; B\
igualo los terminos{ A =2y y=35 sustituyo en la 32 ecuacion
_6=—X—y; —6=—X—y
6=-2 A 6 = 34 A=4
- 2 ’ - 2 )’ - )y

c) halla el vector de V3 que junto con la base de S obtenida anteriormente sea una base de R3

Valdria cualquier vector d que cumpla junto a los vectores @ ,b con

ij ok . 10 0
1 0 —1|#0; ejemplo d=(1,00); |1 0 -1|=2;
0 2 -1 0 2 -1
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4.1

Producto escalar de dos vectores

El producto escalar de dos vectores &’ y v’ es igual al producto de sus modulos por

—
—

el cos del angulo que forman. W * V' = |u | * |V| cosﬁ? ;
— — —
— Wk U * v
cosu,v = e o= arcosﬁ
|u|=* v lu| = v
W A
£ |
v/ i
7T =
A1

u * 7=H|*|V|*cosﬁ’,?=> WV =|v|xu|

— —

. — — ux*v
proyeccion de u sobrev ;|v' | = —
[u|

— —

. — — ux*v
proyeccionde v sobreu’ ;|u’ | = I—)I
v

El producto escalar de dos vectores es igual al producto del modulo de uno de ellos

por el modulo de la proyeccion del otro sobre el primero

El modulo de un vector u’ = (a, b, c) es W| = ++/a%2+ b2 + 2

Propiedades del producto escalar

wxu =W|* |&@] * cosw, w = W| * W] *cos0 = [w]| + |&| = [W]? = 0;
Conmutativa
- .

u * 7=|7|* |7’| * cosw’, v = |V *W|cosﬁ=> UV =v*u
Homogenea

k(w* v)=Ku +v = kv’ * u;

Distributiva

UWx@*W)=U+v +U*wW;

Propiedades
Producto escalar de dos vectores paralelos (forman un dngulo 0; cos 0 =1);

— —

— o — — — — I — A oyrsd A’ — T ==
WU =ul* [V xcosW,V; WV =u | [W]xcos0=>U* VU = |u|*|V]|
Dos vectores son paralelos cuando son proporcionales

Para hallar un vector paralelo a otro vector es suficiente con multiplicarlo por un escalar
9(23)



- uX
Dos vectores W'y v son paralelos si — =—; u, *v, =uy *Vy
L

Bases especiales:
Base Ortogonal: Una base se dice que es ortogonal si sus vectores son perpendiculares
ru|* |TJ| cosﬁ =0;
Base normada: Una base se dice que es normada si los vectores que la forman son unitarios
[u|=Tv| = 1;

Base ortonormal : Una base se dice que es ortonormal si es a la vez ortogonal y normada.

13. Ejercicio

Sean los vectores a = (2,—3,0); b= (1,2,4),¢ = (0,—5,—2). Haz las siguientes operaciones
a)3a—2b ;b)2d—-3¢+5b; c)dxb; d) dx(b+¢); € (3+ b)*(@a— b);
)(2d+48)*(2—Db) g) A+ b+ bxc+¢*3; h) @—3)2+ (b—3)?
Solucidn
a)33—2b =3(2,-3,0) —2(1,24) = (6,—9,0) — (2,4,8) = (4,—13,—8)
b) 23 — 3 ¢+ 5b = 2(2,-3,0) — 3(0,—5,—2) + 5(1,2,4) = (4,—6,0) — (0, —15,—6) + (5,10,20)
(4,9,6) + (5,10,20) = (9,19,26)
)&*b=(2-30)*(124)=2—-6+0= —4;
d) dx(b+2¢) =(2-30)*((1,24) + (0,-5-2)) = (2,—3,0) * (1,-3,2) =3+ 9 + 0 = 11
e)(@+ b)*(3—b) =((2,-3,0) +(1,24)((2,—3,0) — (1,24)) = (3, —1,4) * (1,—5,—4) =
3+45—16=—8;
f) (23 +48) * (2— b) = (2(2,-3,0) + 4(0,-5,-2)) * ((0,=5,-2) — (1,2,4))
((4,-6,0) + (0,—20,=8)) * (=1,—7,—6) = (4,—26,—8) * (—1,—~7,—6) = —4 + 182 + 48 = 226
g d* b+ bxc+exa=(2,-30)*(1,24) + (1,2,4) * (0,=5,-2) + (0,—5,-2) = (2,—3,0) =
2-6+0)+(0—-10-8)+(0+15+0)=—-4—18+15=—7
h)@-2D2+(b-3)?=@-D*CE-D+(b-3)*(b—-3) =
=((0,-5,-2) — (2,-3,0)) * ((0,-5,-2) — (2,-3,0)) + ((1,2,4) — (2,-3,0)) * ((1,2,4) — (2,-3,0))
=(=2,-2,-2) % (=2,-2,-2) + (=1,454) * (-1,454) = (4 + 4 + 4) + (+1 + 25 + 16)
=12+42 =54

14. Ejercicio

Calcula el valor de m para que el modulo de la

proyeccion del vector a(m, 1,1)sobre la direccion

-

del vector b = (5,0, —2)sea igual a 2:

Solucion

— _

— - T — == P and I 8 '
WV =[ulx[v]*cosu, v => WV =u|+v| -

eyl

E]
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J

—— u

V'] * cosW, v = ——;

I
] w=* v (m,1,1)*(50,-2)
La proyeccion = —— = =2

[u] {52 + 0% + (—2)?
5m+0—-2 5m-2 5 +2v29 + 2
V25 +4 V29 5

15. Ejercicio
Halla en cada caso el valor de b para que los vectores dados sean perpendiculares entre si
a)u=(60,-7);Vv=(b,1+Db,3)
b)u = (5+b,—4,2b);V = (0,2 —b,4)
c)u=(b,—1+b,—-3);v=(b,2b)

Soluciéon
U*v = W|* |v’| * cos, v ; Silos vectores son perpendiculares cos 90 = 0; =>
uU*v=0;
a)u=(6,0,-7);v=(b,1+b,3); u v =(60-7)*(b,1+b,3)=0;
6b+0—21=0;b=22z
6 2

b)T = (5+b,—4,2b);¥ = (0,2 —b,4) = (5+b,—4,2b) (0,2 —b,4) = 0
3
0-8+4b+8b=0; 12b=8b==;

Q)T =(b—-1+b,—3);%=(b,2b); (b,—1+b,—3)(b,2,b)

1+/(-1)2—4x1%-2

b?—-2+4+2b—-3b=0; b?—b—-2=0;b= >

_1+V9

b 2

b=2yb=-1;

16. Ejercicio
Calcula el trabajo realizado por una fuerza ?( 2,3,1)Newton al producir en un movil un
desplazamiento dado por el vector d (3,4,5) m estando los valores referenciados a una base
ortogonal
Solucién
Trabajo = F * e; Trabajo en Julios ; fuerza Newtons y distancia metros;

T=F+d=(231)+*(345) =6+12+5=23 Julios

17. Ejercicio
Dos fuerzas E y E tienen 5y 2 N de intensidad, respectivamente; el angulo que forman es de 602
Halla el producto escalar de ambas fuerzas.

Solucion

—
-

fl*f2=m| |E|*cos]?,]7=5*2cos609=10*0,5=5
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18. Ejercicio
Halla el angulo que forman las fuerzas f; (2,3,4)N y f, (1,5,2)N. Calcula el trabajo que realiza

la fuerza ]?1 + ]72 al producir en un cuerpo un desplazamiento dado por el vector d = (2,3,6)

Solucion
N — T, —_ /_:1) * E (2,3,4‘) * (1,5,2)
d= xCOSf1,fr;CO8f1,f, ==———= = =
Frd=TRIIR] - cos R s = e = e e
2+15+8 25 25 25
= 0,847579;

VE+9+16Vi+25+4 29+ V30 +870 2949576
cos 7,? = 0,847579; arco cos 0,847579 ; angulo = 32.05064264°
f=Fi+f=@38)+152) = B86N

T=f+d=(386)*(236) =6+ 24 + 36 = 66 Julios

19. Ejercicio
Sea #y ¥ dos vectores tales que (i + ¥)* = 25; (U — ¥)? = 9;
Calcula el producto escalar U y v

Solucion
@+ 9)2=25 @+ )2 =V25 @+ ¥)=51uU+ D=5
@G- 9)2=9J@- 9?2 =V9 @-P)=3i-v=3

{ﬁ-+
a’_

[

- g sumoFiy F, =>2u=8u=4v=1
UxV=4%1=4
20. Ejercicio
En una base ortonormal los vectores u (1,2,3) y ¥ (2,—1,4) calcular:
a) Su producto escalar
b) El modulo de cada vector
¢) El angulo que forman los vectores uy ¥
d) El valor de m para que el vector w (0,3, m) sea ortogonal al vector ¥
Solucion
a) Su producto escalar; U *v = (1,2,3) *(2,—-1,4) =2—-2+ 12 =12;
b) El modulo de cada vector W| = m =14;
vl = 22+ (-1)? + 42 =21
¢) El angulo que forman los vectores #y ¥
S J— U*v 12

UV =|u|=*|V]| cosuw,v ;cosu,v = —=

[« 7] ~ VId«v21
_ 12

== _ _ ) _ _ aco=zc’ .
cosu,v —17,1464281994 0,699855; angulo = 45.5846914 = 45235 4,89

d) El valor de m para que el vector w (0,3, m) sea ortogonal al vector v

3
uxv= (2,-1,4)(0,3,m) =0—3+4m;m = 3 es ortogonal
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21. Ejercicio
Hallar los valores de x e y para que el vector (x,y, 1)sea ortogonal a los vectores
(3,20)y (2,1,1)
Solucién

(3,2,0) « (x,y,1) =0

Para que sea perpendicular alos dos ha de cumplirse {(2’1' D)y 1) =0

{3x+2y+0=0; Fy {3x+2y+0=0;
2x+y—1=0; F,=2F,—F | x+0-2=0;

x=2;y=-3;1(2,-31)
22. Ejercicio
Hallar la proyeccion del vector % (2,1,3) sobre el vector ¥ (—3,4,2) dados respecto a una

base ortogonal

Solucién
s T — == s T |
WV =[ul«[V]*cosu, v => W=V =|v|xu| -
— — u/'/ :
. — UV y |
|u'| * cosUu, vV = ——; s i
v |
W T (213)%(=342) V1 :
La proyeccion = —— = e Say——
|v| J(=3)2 + 42+ 22 u v
—-6+4+6 4

La proyeccion =

JVo+16+4 V29

23. Ejercicio
Dos vectores @ y b son tales que |[@’| = 10, |F| =10V3yld + E| = 20.
Hallar el angulo que forman los vectores d y b

Solucion

sea d (a;,a,a3); || = \Jay2 + a,% + a3? = 10; a,* + a,* + a3* = 100

sea B (bl' bz, b3); |F| — ’blz + bzz + b32 = 10'\/?; blz + bzz + b32 =100%3 = 300;

sumamos (a;° +b;?) + (a,°+b,%) + (a3 + bs®) = 400;

C_i + B — (a1 + bl)’ (az + bz), (a3 + b3);

(& + E) | = \/(al + bl)z + (az + bz)z + (a3 + b3)2 = 20, (a1 + b1)2 + (az + bz)z + (a3 + b3)2 = 400,

(a;® + b)) + (a,%+b,%) + (a5 + b3%) = 400

(a; + b;)* + (ap + by)* + (az + b3)* = 400
312 + b12 + 322+b22 + 332 + b32 = 312 + b12 + 2 a1b1 + a22+b22 + 2a2b2 + 332 + b32 + 2a3b3
Para que esto se cumpla 2( a;b; + a,b, + azbz) = 0;

dado que a;b; +a,b, +asb; =a * b = 0;

@ b =|a||b|*cos@,b;Paraque@ * b = 0los vectores han de rer perpendiculares
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24. Ejercicio
Sean iy ¥ dos vectores tales que (i +v)* =25y (i —-v)*=09;
Calcula el producto escalar de u * v
Solucién

(ﬂ+ﬁ)2=*2+52+2uv=25{a2+ﬁ2+za5=25 - .
I i R -, . N resto 4 uv = 16; uv = 4;
{(u—v)2=u2+v2—2uv=9 W+v%2-2uv=9

25. Ejercicio
PR - . - 7 - -
Demuestra que si € y e’ son vectores del mismo modulodos, vectores€ +e"y e —e
son ortogonales

Solucion

sea€ (e, ey €3); le] = Ve +e2 +es?y |?| = \/e'lz +e,% +e5”

. s . s 2 s 2 s 2
Si tienen elmlmomodulo,/elz+ezz+e32=\/e1 +e, " +e'35=>

s 2 s 2 s 2 s 2 ;s 2
elteltel=¢e"te, +e3% el —ettet—el el —et =0;

Por otro lado

@+e)=(e; +e7) (e; +e€7) (es+e'3)

(- E}) = (e —e'y),(e; —€'3), (63 —€'3)

(6 + Z) * (6 - ;) =(e;te' (e —e')+(e; +er)(e;—e7)+ (e3+e'3)(es—e3) =
e;2 —e 12 +e,2 — e, + e — e’3°yesto segun se ha demostrado es igual a 0;

Por lo que queda demostrado que los vectores (€ + e )y(€— e )son ortogonales

26. Ejercicio
SeaB = (u; ,u, yu3) una base tal que
a) |ugl = luzl = [us] = 2;
b) Uy, =y, Uy = Uy, Uy = 60°
Calculael modulode i = u; + u, + u;
Solucion

Buscamos una método en base a las propiedades del producto escalar que nos permita

despejas el mudulo 7;” = [7; |4

Ut =(u; + Uy + uz)((ug + Uy + Uz) = uguy + Uy Uy + Uy Uz + Upuy + uyu, +u; uz +
Uzu; + Uz Uy + Ug uz; segun la propiedad conmutativa u; U, = Upuy ... ...
—2 —2 —2 —2 s s s s —
u‘=uy +u, +u; +2u;u,+ 2u; uz + 2u, us;
2
w = ullugl=2+2=4; uju;, = |uglluzlcos60 =2+2%05=2

W=l =1ul? = 4+4+4+2*2+2%2+2x%2 =24

il = V2%
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27. Ejercicio
a); Puede haber dos vectores iy vtalqueu *¥ = =3y |id| =1y |?| = 27?;
b) ; Que se puede decir del angulo de dos vectores que verifiquen | * ¥| = || * |¥]?
Justifica la respuesta.

Solucion

— — — . . -

w* v = |V % COSTL, U ; sustituimos —3 = 1 * 2COSW, U ; COSTL, U = 5~ 1,5;

No puede ser pues los valores del cos de un angulo estan entre — 1,1)

b) ; Que se puede decir del angulo de dos vectores que verifiquen | * ¥| = || * |¥]?
|d = ¥] Dado que el producto escalar es un numero esto se refiere al valor absoluto
de producto del producto escalar.
Para que se cumpla esta igualdad el cos del angulo que forman los vectores = 1;
i« 3| = [d] * |B] * cosw,v'; i+ 5| =[] * || * 1;
Si el coseno vale 1 estaremos hablando de un angulo de 02 6 1802

28. Ejercicio
Dados los vectores @,by ¢ tales que |d| = 3,|B| =1y |él=4yd+ b+ ¢=0;

—

Calcular la la siguiente suma de de productos escalares @ * b+ b * ¢+ d * ¢

Qu

Soluciéon

Buscamos una método en base a las propiedades del producto escalar que nos permita
despejas el mudulo 7, = |13

(d+ b+ ¢)(yd+ b+ ¢é)=0;puesd+ b+ =0
O=d+d+d*b+d*C+b*@+b*b+b*C+Cxd+Cxb+ixC=

0=ad2+b>+&+2d+b+2d+rc+2b*E=a*+b>++2(@+b+adx*c+Dbx*0d);

(A2 L P2 42 =13 17 2012
(&*I_))+&*c+5*5)= (as+b +c)=_|a||a|+|b||b|+|c||c|)=_3*3+1*1+4*4
2 2 2
26 - -
(a*b+a*c+b*c)——7=—13; (&*b+&*c+b*5)=—13

29. Ejercicio
¢ Puede ser el modulo de la suma de dos vectores de modulos 10 y 5 mayor que 15?
.y menor que 47?
Solucién
Sabemos que |d + 3|2 = |d® + |B|2 +2d+b

|a+b| =102+57 +2(a*b)—125+2(|a| |b|*cosa b —125+2(50cosa b)

|a + b| =125+ 100 cosa, b Los valores que puede tener un coseno es entre — 1y 1
-2 -
para coseno = —1; |&+b| =125-100 = 25 |& b| V25=5
-2 .
para coseno = 1; |& + b| =125+ 100 = 225 |a + | V225 =15

Dado que el modulo de un vector siempre ha de ser positivo
El valor |& + B|estaré entre 5y 15 => No puede ser mayor de 15 ni menor que 4
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5 Producto vectorial
El producto vectorial de dos vectores d x b da como resultado otro vector ¢

Modulo del vector |& X B| =|c| = |_a)|* |_B| send@,b ;
Direccion del vector ¢ es perpendiculara d y b
Sentido del vector ¢: aplicamos el sentido de la mano derecha

Dados los vectores d@ (ay, a,, az) y el vector b (b4, by, b3) su producto vectorial sera

i j ok
axb = a; a, as
by b, bs

5.1 Propiedades del producto vectorial
No cumple la propiedad conmutativa @ xb = —(b x @)

Homogenea: (k @ )x b = k(d x 5) = d x(kb)

Distributiva: ¢ x (d + B) =¢xd+¢éxb
5.2 Interpretacion geométrica del producto vectorial

| x E| = rdh |_l;| sena:,—?

|F|senﬁ =h

Area del paralelogramo = base * altura

Area = |d|+h = |dx b A

El modulo de producto vectorial |& xb | representa el area del paralelogramo definido
por los vectores

30. Ejercicio
Encuentra un vector ortogonal a los vectores i y ¥ cuya coordenadas respecto de

una base ortogonal son % (—1,3,5) y ¥ (4,0,—5)

Solucion
i k

uUuxv=|[-1 3 5 |=-15i+20j—5— 12k = —15i+ 15j — 12k => (—15,15,-12)
4 0 -5

31. Ejercicio
Halla el area del paralelogramo que tiene por lados los vectores AB y AD dela figura,

sabiendo que |ﬁ| =4,

Solucion

o T
|AD| = 4; La altura = 3; i Pig

area = 4 * 3 = 12u?; 7

Si calculamos el modulo del producto
vectorial 3 (4,0,0) yb (4,3,0)

ik
dxb=1[4 0 0[0i+0j+ 12k — 0i — 0j — Ok = 12k el modulo = 12u?;
4 3 0
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32. Ejercicio
Si los vectores i x ¥ tienen ] misma direccion
a) ¢ Como sera su producto escalar?
b) ¢ Como sera su producto vectorial?

Solucion

[

W * v = |uw||v]| *x cosu, v = al tener la misma direccion
el angulo que forman serd 020 1802 => cosu, v =10—1
w = v = x|u’||v’| siendo positivo o negativo
b) ¢ Como sera su producto vectorial?
[uxv | = |_11|* |—)v|senE',F

JE—

el angulo que forman serd 02 0 1802 => senu, v’ = 0 en vector serd (0,0,0)

33. Ejercicio

Calcula las coordenadas de un vector @ de modulo 5 que sea perpendicular al mismo tiempo

alos vectores b (2,-3,0) yc(1,—4,1) expresado en la misma base ortonormal que d

Solucion
. i j k bxé
bxé=|[2 -3 0
1 -4 1
b x&= —3i+0j—8k+0i—2j+ 3k

b x¢= —3i,—2j— 5k ‘:t—t‘tc__n‘.'f unitario
El vector perpendicular a (5 y E)
sera (—3i, —2j — 5k)
—3i,—2j — 5k
VE3P+ (=27 + (-5)

Hallo el vector unitario del perpendicular hallado =

-3i,-2j— 5k —3i,~2j - 5k

Vo9+4+25 V38
como el vector @ ha de ser perpendicular a( b x E) y sumodulo ha de ser 5 =>
= . —3i,—2j— 5k 15 10 25
que el vector |a’| pedido serd = ST = (— imh_ im] — i\/§k>

15 10 25

BNET RVE ET

—
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34. Ejercicio
Dados los vectores i (3,1,—1) y v (2,3,4)determinar :
a) Los modulos de ©#y ¥
b) producto vectorial de d y ¥
¢) Un vector unitario perpendicular ai y ¥
d) El area del paralelogramo que tiene por lado los vectores U y ¥
Solucién

a) Los modulos de #y ¥
[i] = /32 + 12 + (—1)2 = V11
|D| = /22 432 + 42 = /29

b) producto vectorial de i y ¥

i j k
Uxv=13 1 —1/=4i—2j+9k+3i—12j—2k=7i—14j+ 7k
2 3 4

¢) Un vector unitario perpendicular ai y ¥

Ux ¥ = 7i— 14j + 7k este vector W es perpendicularaiy v

L . Uxv 7i — 14j + 7k 71 — 14j + 7k 71— 14j + 7k
vector unitario de |W| = ——= = = = =
lu xv| /724 (-14)2+72 49+ 196 + 49 V294
7i—14j+7k  i—-2j+k i -2} k - i —2j k
= === Wl= —=—=,—=
7V6 V6 V6 V6 V6 V6 V6 V6

d) El area del paralelogramo que tiene por lado los vectores U y ¥

i X ¥ = 7i — 14j + 7k; area del paralelogramos | x | = /72 + (—14)% + 72 = V294u?

35. Ejercicio
Calcular razonadamente un vector unitario en el espacio euclideo, que sea perpendicular

simultaneamente a los vectores ¥ (1,2,3) w (1,1,-2); u (0,1,5)

Solucion
Uu=v—w
1 2 3
1 1 —2|=5+3—-10+ 2 = 0;no son linaelmente independientes
0 1 5
T=p-w=(123)- (1,1,-2)=(0,1,5) = u

i j k
vxw=|1 2 3|=—-4i+3j+k—-3i+2j—2k=-7i+5j—k

1 1 -2

o . Pxw —~7i+5j—k —7i4+5j—k —7i+5j—k
vector unitario de |W| = ——= = = =

[V xW|  [(=7)2+52+ (-1)2 V49+25+1 V75
7 -7i 5 -k
Wl ===
V75 V75 V75
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36. Ejercicio
Dados los vectores @ = 3T-7 + K y Vv = 2T’ — 3] + K , hallar el producto @ xV y

comprueba que este vector es ortogonal auy v.

Halla el vector U xVy comparalo con Vxu

Solucion
i j k

Uuxv=|3 —-1 1|=-i+2j—9k+3i—3j+2k=2i—j—7k
2 -3 1

Si son perpendiculares (U x V) * U = 0; si son perpendiculares, cos 90 = 0
Wxv)*d=(2,-1,-73,-1,+1)= 6+1-7=0;
@x¥) *v=(2,-1,-7)(2,-3,+1) = 4+3 -7 =0;

Halla el vector U xVy comparalo con Vxu

i j k
vxud=1[2 -3 1|=-3i+3j—2k+i—-2j+9% =-2i+j+7k;
3 -1 1
WxV=20—j-7k @xU)==-20+j+7k=> U x V) ==(F x 1)

= —15i — 4j + 6k — 12i + 10j + 3k = —27i + 6j + 9k

37. Ejercicio

Halla el vector perpendiculara U = (2,3,4) y Vv = (—1,3,—5) y que tenga por modulo 5

Soluci6on
i j k

Un vector perpendicularalosdosserda U x v=|2 3 4 |=

-1 3 =5
W = —15i — 4 + 6k — 12i + 10j + 3k = —27i + 6] + 9k;

) . TXW —27i+ 6j + 9k —27i+6j+9k  —27i+ 6j+ 9k
vecttario de |w| = —— = = =
lvxw|  \[(=27)2 + 62 +92 V729+36+81 V846

—271  +6j +9k)
V846 846 /846

como se pide que el modulo ha de ser 5; Vector pedido = 5 * (

38. Ejercicio
Halla el volumen del paralelepipedo cuyas aristas son los vectores u = (2,1,0) y

7= (01,0);v=(321)

Solucion
2 1 0

[0,; V] =det@@, ;. V) =|[a,ivll=]0 1 of=2?
3 2 1
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6 Producto mixto de tres vectores

El producto mixto de tres vectores
M, vw]l=d@xw);
El producto mixto de tres vectores es igual

al volumen del paralelogramo

[6,vw] = det(@, v w) = |[d,7,w]|

39. Ejercicio
Halla el volumen del paralelepido determinado por los vectores

ﬁ = (310l _Z)JV = (1)113)’W = (_1)3l2)

Solucion
3 0 -2

g,vwl=u@xw)= |, vwll=|1 1 3|=|6—-6—2-27|=]—29|=29
-1 3 2

40. Ejercicio
a) Calcular el producto mixto de los vectores U, v, W cuyas coordenadas respecto a una base
ortogonal sonu = (1,2,3),V = (4,5,6),w = (7,8,9)
b) A partir del resultado obtenido anteriormente, ; se puede afirmar algo sobre la dependencia

- —

e independencia lineal de u,v, W

Solucién
1 2 3

a)|[d,v,wll=[4 5 6/=45+96+84—105—72—48 =0;
7 8 9

b) Los vectores son linealmente dependientes

41. Ejercicio
Considera los vectores de R® U = (1,0,—1),v = (4, —1,0),w = (0,A,—1)
a) Para que valores de A son linealmente dependientes
b) Determinar en este caso x,y de forma que sean W = xW + yw;
Solucion

Para que sean linealmente independientes su determinante sera distintio de 0

1 0 -1
A -1 0|=1-A=0;1=1%1
0 A -1

para valores de A = +1 los vectores son linealmente dependientes

b) Determinar en este caso x,y de forma que sean W = xW + yw;

Para A = 1; sustituyo en la ecuacion W = xw + yw; (0,A,—1) = x(1,0,—1) + y(A, —1,0)
0,1,-1) =x(1,0,-1) + y(1,-1,0) = (x,0, =x) + (¥, =y, 0) = (x +y), (=), (=x))

0=x+y
Igualo terminosn(0,1, —1) = ((X +vy), (—=y), (—X)); 1l=—-y; x=Ly=-1

-1=—x
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Para A = —1; sustituyo en la ecuacion W = xw + yw; (0,A,—1) = x(1,0,—1) + y(4, —1,0)
(0: _1; _1) = x(llol _1) + Y(—l' —1,0) = (X' 0' _X) + (_y' -y, 0) = ((X - Y). (—Y). (_X))

O0=x-y
Igualo terminosn(0,—1,—1) = ((x —-vy), (-y), (—X)); —1=-y; x=Ly=1
-1=—x

42. Ejercicio
En el vertice de un cubo se aplican tres fuerzas dirigidas segun las diagonales de las tres
caras que pasan por dicho vertice . Los modulos de estas fuerzas son 1,2,3

Hallar el modulo de la fuerza resultante

Solucion
u
Vector unitario de la direcciéon de U = — — —,’—,
|u| W ’ [
.
Vect ario T 0,1,1) 0,1,1) b 4
ector unitariou = =
VO+ 12412 2 TR i
",
v
Vector unitario de la direccién de Vv = ﬁ 2!
(1,1,0) (1,1,0)

Vector unitario v = =

V1Z+12+0 V2
w

- A (1,0,1) (1,0,1)
Vector unitario de la direccion de w = —-; Vector unitario w = =

W 0Tt V2
011 (033) @O (10D
NN Z v " e TR
L 033 (220 (1,01 (354

u=3

Vector suma de las tres fuerzas R= 4+ vV+Ww

V2 V2 V2 V2
El valor de la fi Itante = |R] J(3y+{5)2+(4)2 o+25+16 >0
valor de la 1tuerza resultante = = —_ P — —_ = _— = _
V2 V2 V2 2 2

[R| = |2 *%;-= V25 =5; [R|=5

43. Ejercicio
Sean a ,B ,C tres vecrtores linealmente independientes, indica cual de los siguientes productos
mixtos vale 0

Solucion

Solucion
Si a,b, ¢ son linealmente independientes constituiran una basedonde a = (1,0,0);
b = (0,1,0); ¢ = (0,0,1)

Y[E+2,3-¢3+ b+¢] =[(1,00) + (0,01),(1,0,0) — (0,0,1),(1,0,0) + (0,1,0) + (0,0,1) ] =
21(23)

[«5]
(g3



[(1,0,1),(1,0,—-1),(1,1,1) |;

[i,v,w] =det(@,vyw) = |[d,vw]| =>
- 10 1
d+¢,3-¢3+ b+¢]=[(101),(10-1),(LLD]I=1 0 -1|=1+1=2
11 1
b)[+¢,b,3+ b] = [(1,0,0) + (0,0,1),(0,1,0), (1,0,0) + (0,1,0)] = [(1,0,1), (0,1,0), (1,1,0)]
o 1 0 1
[a+¢.bd+ b]=[(101),(0L0),1L0)]=[0 1 0|=-1
110

ofi-gb-¢é- 3] = [(1,0,0) - (0,0,1),(0,1,0) — (0,0,1),(0,0,1) — (1,0,0)]
=1[(1,0,-1),(0,1,—1),(=1,0,1) ]

1 0 -1
[E-¢b-2¢¢—-3]|=1[(10,-1),(01,-1),(-1,01)]=|0 1 -1f{=1-1=0;
-1 0 1

44. Ejercicio
Dados los vectores U = (1,—1,2) ,v = (3,1, —1), hallar el conjunto de vectores que siendo
perpendiculares aU se pueden escribir como combinacion lineal de U y v
Solucién
Si un vector (x,y,z)es combinacion de otros dos U y V se ha de cumplir (x,y,z) = a(1,—1,2) + b(3,1,—1)
x =a+ 3b; y = —a+b; z= 2a —b; el conjunto de vectores seran (a + 3b, —a + b,2a — b)
Si estos vectores son perpendiculares a U se ha de cumplir que su producto escalar sera = 0;
(@a+3b,—a+b,2a—b)(1,-1,2)=0;(a+3b—(—a+b)+4a—2b=0;
a+3b+a—-b+4a—-2b=0;6a+ 0= 0;a=0; el conjunto de vectores seran ( 3b,b, —b)

45. Ejercicio
Dados los vectores del espacio vectotial V3; 3 = (1,0,—1) b= 0,2,-1)y ¢=(2,-2,-1)
a) Hallar una base del espacio S engendrado por 3, B, ¢
b) Encontrar el valor de A, si existe, para que el vector (A, A, —6)pertenezca a S
c) halla el vector de V3 que junto con la base de S obtenida anteriormente sea una base de R3
Solucién
a) Hallar una base del espacio S engendrado por 3, B, ¢
La condicion para que tres vectores formen un base es que sean linelmente independientes

Si son linealmente independientes su determinante sera distinto de 0;

1 0 -1
0 2 —1|=-2-2+4 = 0no sonlinealmente independientes, son dependientes
2 -2 -1

Si consideramos el espacio S = plano XY formaran una base si:
12 los dos vectores son linelamente independientes

22 son un sitema generador de S

Tomo los vectores a = (1,0,—1) ,B = (0,2, —1) que son independientes pues sus coordenadas

no son proporcionales.
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Son un sitema generador de S dado que un vector generico de S puedo ponerlo como
combinacion de 3 yB ; v=x(1,0,—1) +y(0,2, —1);

b) Encontrar el valor de A, si existe, para que el vector (A, A, —6)pertenezca a S
sustituimos vV = x(1,0,—1) + y(0,2,—1); (A, A, —6) = x(1,0,—1) + y(0,2, —1);

M, —6) = (x,0,—x) + (0,2y, —1y) = (x,2y, —x — y):

X=2A
A=x; B\
igualo los terminos{ A =2y y=35 sustituyo en la 32 ecuacion
_6=—X—y; —6=—X—y
6=-2A A 6 = 34 A=4
- 2 )’ - 2 )’ - )y

c) halla el vector de V3 que junto con la base de S obtenida anteriormente sea una base de R3

Valdria cualquier vector d que cumpla junto a los vectores @ ,b con

ij ok . 10 0
1 0 —1|#0; ejemplo d=(1,00); |1 0 —-1|=2;
0 2 -1 0 2 -1
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