Planos y rectas en el espacio
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1 Sistemas de referencia en el espacio

Todo punto en el espacio viene definido por tres
numeros (coordenadas)
Para determinar las coordenadas de un punto

en el espacio hemos de definir previamente

un sistema de referencia (base del espacio vectorial).
El sistema de referencia vine definido por un punto
fijo O (origen de coordenadas) una base

vectorial (U,V,w)

Si estos vectores son una base en R® han de cumplir:
12 Que los vectores sean linelamente independientes

22 Que sean conjunto de generadores

Sistema de referencia ortonormal:

Base Ortogonal: Una base se dice que es ortogonal
si sus vectores son perpendiculares

Base normada: Una base se dice que es normada
silos vectores que la forman son unitarios
ul=lv| = 1;

Base ortonormal : Una base se dice que es ortonormal

si es a la vez ortogonal y normada X

Para simplificar los calculos se toma una base ortonormal {O,T,T,E};
donde 0 = (0,0,0); T (1,0,0); 7(0,1,0)y K (0,0,1)
Todo punto P del espacio se puede representar por su vector de posicion

OP = xT + yj + zKk donde (x,y, z)son las coordenadas del punto P

1. Ejercicio
Representar los puntos del espacio de tres dimensiones A(2,2,3) B(—1,2,1)tomando
{O,Y,T,K} com referencia

Solucién
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2. Ejercicio
En el cubo se toma como referencia {A; AB ,ﬁ ,XE}
calcula las coordenadas de los puntos F,G,C,My N

Solucién

F=(101) G=(1,11); C=(1,10)

G+C (1L,1,D)+(1,1,0) (2,21 1
T2 2 == -1y
_F+C_ (1,00 +(1,10) (211) . 11
o2 T 2 ) = ( '2‘2)

2 Vectores definidos por dos puntos
Todo punto A en el espacio viene definido por

su vector de posicion OA que tiene origen en O
y extremo en A

AB = 0B — 0A

Coordenadas del punto medio de un segmento
El punto medio M (m,, m,, m; )del segmento
A (aj,az,a3) y B (by, by, bs)

M= a; +by,a; +by,a3+by

2
a; +b; a,+b, az+bs
= 2 ’ 2 ’ 2 3 (mll mZJ m3)

3. Ejercicio
Calcula las coordenadas de los vectores que tienen origen en A y extremo en B

a) A(2,0,—3); B(0,—3,5)

bA(1 22)'8(132)
JA(5 =235 ) =

Solucion

a) AB = OB — OA; AB = (0,-3,5) — (2,0,-3) = (-2, —-3,8)

b) AB = B — A; AB = (—1%,2) - (1'—1;) = (-1 ‘%)' (g_ (_2)>’(2 _g)) -

2
AB = (_E 13 E)z(_i 13 1)
2’5’2 2’5’
4. Ejercicio
Las coordenadas de un vector son (4,0, —2)y las de su origen A (—3,2, —1). Calcula las coordenadas
de su extremo
Solucién
Las coordenadas de un vector AB = OB — f)_./i; OB = AB + 6@;
OB = AB + OA = (4,0,-2) + (-3,2,-1) = (1,2,-3)

Coordenadas del extremo(1,2, —3)
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5. Ejercicio
Calcular las coordenadas de los puntos medios de los lados de un triangulo de vertices

A(2,2,-1); B(=1,3,2)y C(0,-2,4)

Solucién _B
CBHA (-13D+22-1) (151 hud 3
T2 2 T2 ] .
151 ®
M(E‘E‘E) B T N\
CB+C_ (-132)+(0,-24) _ (~1,16) G S,
T2 T 2 ) P s

N(—l 1 6)_(—1 1 3)

2°2'2) 7\ 22
C+A (0,-24)+22,-1) (203 /2 3 3

2 = = :(— ): (1'0‘

p= 2 2

6. Ejercicio

Dado el segmento AB donde A(—5,4, —2)y B(—2,1,—2)
— 4
a) Calcular las coordenadas del punto M tal que AM = §AB

— 2
b) Calcular las coordenadas del punto N tal que AN = §AB

c) Calcular las coordenadas del punto medio de MN.

Solucién

— 4,
a) Calcular las coordenadas del punto M tal que AM = §AB;

AB = (-2,1,-2) — (-5,4,—-2) = (3,-3,0)
M sera (x,y, z);m =(xy,2z)—(-54,-2) = ((x +5),y—4),@z+ 2))

4 4
AM = 2AB => ((x+5),(y = 4),(z + 2)) = 3(3,-3,0) = (4 — 4,0) igualamos

_ (xF5=4x=-1
AM ={y—4=—4;y = 0; AM = (—1,0,—2) el punto M = (—1,0,—2)
z+2=0;z=-2;

— 2
b) Calcular las coordenadas del punto N tal que AN = §AB

N = (ab,c); AN = (a,b,c) — (=54,—2) = ((@a+5), (b — 4), (c + 2))

— 2, 2

AN = ZAB; ((a+5),(b—4),(c +2)) = 3(3,-3,0) = (2,-2,0) igualamos

_ . (at5=2Za=-3_

AN =4b—4 = —-2;b = 2;AN = (—3,2,—2) el punto N = (—3,2,-2)
c+2=0c=-2

¢) Calcular las coordenadas del punto medio de MN.

M+N (-10,-2)+(-32,-2) (—4,2,-4)

Punt dio MN =
unto medio > > >

=(-21,-2)=B
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7. Ejercicio

a3, —1,2)

Halla las coordenadas de los puntos Cy D

que dividen al segmento de extremos A(1,2,1)
y B(—1,0, 3) en tres partes iguales.

Solucién

Si dividimos el segmento en 3 partes

el vector AB = 3 AC

AB= B— A=(-103) - (1,2,1) = (-2,-2,2); C = (x,y,2);
AC=(xy,2)~ (12D = (- 1D,y ~2),(z~ 1)

(C2=3x—3ix=_o
| 2=3x—3;x 3
. . 4
AB =3AC;(-2,-2,2) = 3((x -1),y-2),@z- 1)); Igulamos i -2 = = 5;
2= 3; 5
k 3z z=3;
145
C(X.Y.Z) = (g.g.g)

Tenemos que D es punto medio Cy B podemos calcularlo directamente

_BCL09+c(333) CLO+(353) (F3F) 127
2 2 - 2 2(7‘5‘5);
127
D(? 3" 5)'

8. Ejercicio
Halla las coordenadas de los puntos A, B, C
que dividen al segmento de extremos
(133333
2" 3 2°3
en cuatro segmentos iguales.
Solucién

Si dividimos el segmento en 4 partes el vector 136
=4PA

PQ = P—( 332) (11 2)—( 414)-A—( )
Q=0Q = 53 5 73) = Lz )id=®y2);

- (15 = (w3 o)

3

o 4 1 2 —gy——;y=2
PQ=4PA:(‘4,1.—)= 4 (X—l)J(y—_)'(“'_) "Ig“lamosl eI

3 2 3 1

3

3 1
Axy,z) = (O'Z’_ 5)

Tenemos que A es punto medio del segmento P y B; podemos calcularlo directamente

Axy,z) = (0.—,— =

4" 3 2 3 2
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3.1

3.2

3.3

3 1 1 2 2
(bu,bobs) =2(0.5,- 3) = (1L5.-5) = (-1.5,0) = (~1.1,0); Blby, bz bs)(~1,1,0)
Tenemos que C es punto medio del segmento By Q; podemos calcularlo directamente
32 32 52
B(-1,1,0) + Q(—3,§.§) (-1,1,0) + (—3,§.§) (—4.§,§) 51
C(Cll C2, C3) = 2 = 2 = 2 = (—Z,Z,E)

51
C(cq, ¢z, C3) (—2,1,5),

Ecuaciones de la recta

Ecuacion vectorial de la recta

Una recta viene definida por un vector que lleve su direccion, ( vector director H) y un punto

de la recta (punto de paso P). = o P O
- e
Si tenemos un vector d y un punto P p/
cualquiera delarectar = ’o_,'q
—_ —_— g ﬁ/ ’/’J'
Tendremos que 0X; = OP +d //,/ ]
d
Si tomamos un vector Ad ire obteniendo M'/;l";’

distintos vectores O—Xl); 0X,, 0X5 ....0X,

Obtendremos distintos puntos de la recta X
La ecuacion vectorial de la recta serd OX = OP + Ad

Ecuacion vectorial 0X = OP + Ad

Ecuacion paramétrica de la recta

Para hallar la ecuacion parametrica de la recta sustituimos en la ecuacion vectorial,

las coordenadas de los elementos que intervien

[0 parte del origen de coordenadas; sera el vector de posicion del punto X; X (x,y,z)

0X = OP + Ad; OP ser el vector de posicion del punto P (a,b, ¢)
Ad = A(dy, dy,d3)

(x,y,2) = (a,b,c) + A(dy,dz, d3); (x,y,2) = ((a+Ady), (b + Ady), (c + Ad3));

x=a+Ad;
igualamos {y = b + Ad, Ecuacion Parametrica de la recta
zZ=cC+ Ad3

Ecuacion Continua
La ecuacién continua se halla despejando el parametro en la ecuacion Paramétrica

X—a
X=a+A A=
_ 1
x=a+Ad; y—b | x—a y—b z-c
y=b+Ad, ; y=b+7\d2;)\=d—;1gualamos = q = 3
z=c+Ad; z—zc 1 2 3
z=c+Ad;;A=
ds

x—a y—-b z-c
di  dy  ds

; Ecuacion continua

7(54)



3.4 Ecuacion Implicita

A partir de la ecuacion parametrica de la recta obtenemos las ecuacion Implicitas

Xx—a y—b
X—azy—bzz—c_{ d,  d _{dz(x—a)=d1(y—b); dy(x—a)—dy(y—Db) = 0;
dl dz d3 ’ X_a=Z_C‘ d3(X_a):d1(Z_C); d3(X_a)_d1(Z_C):0;
\q, " 4,
{dzx —d,y —dya+d;b=0;dx—d;y + (d;b —djya) =0

A=dy;
Ax+By+C=O;{ B = —d;
C =d;b —d,a;
A =d;
Ax+B'y+C =0; B' = —dj;
C'=d;c—dsa

Ax+By+C=0
Ax+B'y+C' =0

Ecuacion Implicita{
9. Ejercicio
Comprueba si los puntos A(—3,1,3),B(3,1,5) y C(1, —1,2) pertenecen a la recta que pasa por

P(—1,1,—1) y tiene como vector director v = (—2,0, —3). Calcula dos puntos mas de la recta

Solucién
X =a+Ad; x=-1+A(-2)
{y =b + Ad; ;ecuacion parametricay y =1+ A(0) comprobamos silos puntos pertenecen
z = c+Ads z=—-1+2A(-3)
_ —2=M-2)1r=1
3=-1+A(=2) 1=142(0);

para A(—3,1,3) { 1=14+2A(0) (No pertenece a la recta)

3==1+A(-3) [4=A(-3); A= 3

{
3=—-14+A(-2)
paraB(3,1,5)5 1=1+2A(0)
5=—1+A(-3) L

4
4 =}\(—2),'}\=_—2= -2
1=1+A(0);paratodoA (pertenece ala recta)
6
6=A(-3); A=—5=-2

N[ =

—2=-1+2(~2) (1= =-

para C(1,—1,2) 0=1+2A(0) 0=1+2(0); 0 # 1 (No pertenece ala recta)
3= — 2
3=—1+A(=3) Y P

x=-14+A(-2) x=-14+1(-2);x= -3
Otros puntos de larectaparal=1{ y=1+A(0) => y=1+10)y=1; (-3,1,-4)
=—-1+2A(-3) z=-1+1(-3);z=—4

x=-14+A(-2) x=-14+0(-2)x= -1
paraA=04 y=1+A0) => y=14+00)y=1 (-11,-1)
z=—-1+A(-3) z=-1+0(-3)z=-1
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10. Ejercicio
Considera la recta que pasa por el punto S (1,—2,5) y lleva la direccion del vector v(—2,2,0)
a) calcula la ecuacion vectorial
b) Halla su ecuacion parametrica.
Solucién
a) calcula la ecuacion vectorial
OX = OP + Ad; => OX = (1,-2,5) + A(—2,2,0)

b) Halla su ecuacion parametrica.

X =a+Ad; x=1+A(-2)
y=b+2Ad, =>4 y=-2+22
z = c+Ads z=>5+A(0)

11. Ejercicio
Calcula en cada caso, unas ecuaciones implicitas de la recta que cumple las siguientes condiciones
a) Pasa por A(—1,1,3) y tiene la direccion del vector U (—1, —2,4)
b) Pasa por los puntos A(2,2, —1)y B( 2, —4,2)
¢) Pasa por el punto A(—1,—2,0)y es paralela al segmento de extremos B(0,—3,1) y C(1,1,0)
d) Pasa por el punto A(2, —2,—3)y es paralela al eje Y.
Solucién
a) Pasa por A(—1,1,3) y tiene da direccion del vector u (—1, —2,4)
x—a y—-b z—-c¢c x—-(-1) y-1 z-3

x—(H _y-1 _ N/
_—1__—2,—2x—2——y+1,2x—y+3—0,{2x_y+3=0
x—(-1) z-3 4x+z+1=0

1 T;4x+4=—z+3;4x+z+1=0;

b) Pasa por los puntos A(2,2, —1)y B( 2,—4,2)
Elvectord = B—A; d = (2,—-4,2) = (2,2,—1) = (0,—6,3)
Tengo un punto de paso Ay vector director d

x—a y—b z—c x-2 y—-2 z—(-1)

d; d, d; 0 —6 3

X2 _YTZ gev12-0

i _02 —Z :6(_,1) x = {63xx—_162_=00 {i - ; = 8 como son iguales tomo la otra
==———;3x—6=0; a a

0 3
x—2_y—2. _
0T g ex+12=0 {6x—12=0{x—2=0

y—2 z—(-1) 3y+6z=0y+2z=0

5 = 3 ;3y—6=—6z—6;
¢) Pasa por el punto A(—1, —2,0)y es paralela al segmento de extremos B(0,—3,1) y C(1,1,0)
Si es paralela al segmento tendra el mismo vector que la recta; El vector del segmento = d
d=C-B;d=(1,1,0)—(0,-3,1) = (1,4,—1)
Tenemos punto de paso A y vector director E
x—a y—-b z—c x—-(-1) y—-(=2) z-0
dl - dz - d3 ’ 1 - 4’ - _1
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x— (-1 - (-2
i )=y i );4x+4=y+2;4x—y+2=0

x—(-1) z-0
1 -1
d) Pasa por el punto A(2, —2,—3)y es paralela al eje Y

#x—y+2=0
x+z+1=0

—-1=zx+z4+1=0

Paralelaal eje Y => d= (0,1,0)

x—2 y—(=2) .
x=2_y-(=2)_z-(=3)) o - 1 *72=0 (ro2=0
0 1 0 y—(=2) z—(=3) z+3=0

1 0

;Zz+3=0

12. Ejercicio
Halla unas ecuaciones parametricas para las rectas de ecuaciones implicitas

) x+y=0 (3x—2y—z=0
ayr: {2x—y+z=0 b)s'{x+y+z—3=0

Soluciéon
Para pasar de ecuacion implicita a parametrica tengo que hallar dos puntos de paso de la recta

doy valores a una de las variables ej x = 0

r:{ x+y=0 0.{O+y=0 _{y=0

2x—y+z=0=>x= O—y+z=0 ly=—2 Un punto de paso sera (0,0,0)

doy valores a otra variable ejy = 1

{ x+y=0 x+1=0; { Xx=-1

2x—y+z—0_>y=1; {2x—1+z=0;‘ 347=0z=3; otro punto de paso sera (—1,1,3)

Punto de paso (0,0,0); vector directord = (-1,1,3) — (0,0,0) = (—1,1,3)

y=b+Ad; =>{y=0+2Ax1; Jy=2
zZ = c+ Ad3 z=0+2A(3) z =3\

[(3x—2y—z=0
b)s'{x+y+z—3=0

[x=a+)\d1 x=0+A(-1) {xz_A

3*0—2y—z=0_{ —y-z= sumo las dos

. A 0
Doyvaloresaunadelasvarlablese]x—O,{0+y+z_3:0, ty+z-3=0

—y—3 =0;y = —3;sustituyo en —2y —z = 0;=> 6 —z = 0; z = 6 Un punto sera (0, —3,6)

3x—2*0—z=0.{ 3x—z=0

x+0+z—-3=0" X+Z_3=05umolasdos

Doy valores a una de las variables ej y = 0; {

3
4x—-3 = O;x=Z;sustituyoensustituyoen3x—z=0 => 31—2=0;z=—

4_.'
3 9
otro punto sera (Z' 0, Z)
) -~ 3 9 3 15
Punto de paso (0, —3,6); vector directord = (Z’ 0, Z) —(0,-3,6) = (Z' 3, _T)

15
z=——?\+6 (z

([ . _ 3 (
X =a+Ad; X_0+)‘Z
{y=b+7\d2=> y=-3+24x%(3); y=
Z=cC+Ad; 15 | 15
z=6+A-—-) z= ——7\+6
4
( 3 3
T4 3 o
PRUEBA paraA =0 y—3?\ 3 (0,-3,6);ParaA=1{y =0 (Z' Z)
| 9
\ 7
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13. Ejercicio

X=y
x+z=0

Dadalarecta r: {
a) Calcula dos puntos de ella

b) Calcula los puntos simetricos de los hallados en el punto anterior respecto al origen
de coordenadas

c) Calcula la recta simetrica respecto al origen de coordenadas

Solucion

a) Calcula dos puntos de ella

L X=Y _ 0=y
r {X+Z= o Parax =0;  _ & Punto (0,0,0)

fOXTY _ .. 1=y B
r {X+Z=0Parax—1,zz_1,Punto (1,1,-1)

b) Calcula los puntos simetricos de los hallados en el punto anterior respecto al origen
de coordenadas

Punto simetrico de A respecto B sera un punto C .{XFYFZ}

donde B sera el punto medio del segmento AC c

(2=1+x

I 2 -
—2+y-c{x_3 ol23.1)

C=13= ;€1 y=4 PuntoC(34,-1) B
2 z=-1
1:

2
A(0,0,0); B(0,0,0); => € o 23

0+x A
0_

2 x=-1
A(1,1,-1); B(0,0,0);=> C = ! 0= ”Ty ;C{y = —1 Punto C(-1,-1,1)

_ —1+z z=1

lo -

2
c) Calcula la recta simetrica respecto al origen de coordenadas
Para calcular una recta simetria a otra respecto

a un punto (a, b, ¢); B
Hallamos dos puntos de la recta s y calculamos

sus simétricos respecto al origen de simetria

X=y
r: {x t72=0 dos puntos sonA(0,0,0) y B (1,1,—1)

; ;B_(a,?,e}

Los puntos simetricos a Ay B son; A’(0,0,0)
yB'(-1,-1,1)

La recta simétrica tendra punto de paso (0,0,0)
d (vector director) B'(—=1,—1,1) — A"(0,0,0) = (-1,-1,1)

x=a+Ad; (x=0+A(-1) X = —\
la recta simetricaserar: jy =b +Ad,; Jy=0+A(-1) = r’: jy = —
zZ = c+ Ad3 z=0+A(1) Z=A
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14. Ejercicio

Calcular dos puntos de cada una de las siguientes rectas

Xx=-2+2A
x—1 y+2 Z x—2v+z=0
) fy=-142 b —="—"=—:0 {ZX_§_220
z=-1+2A
Solucién
x=-2+2A x=-2+4+0
a)jy=—1+2 para?\=0;{y=—1+0 Punto (-2,-1,-1)
z=-1+2A z=-1+0

x=-2+2+x1 (x=0
para7\=1;{ y=-1+1 ={y=0 Punto (0,0,1)
z=—-14+2x1 z=1
2X—2=—y—2;{ 2x+y=0;

x—1 y+2 z
- 2y+2z+4=0

0= ==yl
parax = 0{02;__&,2:2(_)'_’12 %; sustituyo 2 x 0 + 2z + 4 = 0;z = —2;(0,0,—-2)
parax =1 {Zzz}izzzojry::_oz
S AR Y e Lo

;sustituyo 2x(=2)+2z+4=0;z=0;(1,-2,0)

sumo las dos — 3y = 0;y = 0;

sustituyo 2x—y—z=0=>0—-0-2z = 0;z = 0;(0,0,0)

1-2y+z=0;, -2y+z+1=0

parax=1;{ 2-y—2=0;—y—24+2=0 sumo lasdos —3y+3 =0,y = 1;

sustituyo 2x—y—z=0=>2-1-2z=0;z=1;(1,1,1)

15. Ejercicio

Calcular un punto y un vector de direccion de cada una de las siguientes rectas

y=—1+1 b)

X=—-2+2A
x—1 +2 zZ — =
a){ _Y s ){x 2y+z=0

z2=—1+2\ e N 2x-y-z=0
Solucién
Xx==2+2A .
a) [y =—-14A P(2—-1-1);d(2,1,2)
z=-1+4+2A
x—1 y+2 z -
b) T o P(1,-2,0); d(—-1,2,-2)
) {)Z(X_—Z§ -I_- ; : g podriamos hallarlo determinando dos puntos de la recta

del ejercicio anterior tenemos (0,0,0)y (1,1,1) ; d= (1,1,1) — (0,0,0) = (1,1,1); d= (1,1,1)
Por otro lado dado que esta recta viene determinada como la interseccion de dos planos
su vector director sera perpendicular a los planos, sera igual al producto vectorial de los

vectores normales de los planos.

i j k B
1 -2 1 |=3i—-(-3)j+ 3kvector director de la recta d(3,3,3)
2 -1 -1
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16. Ejercicio
Escribir las ecuaciones de las rectas paralelas o los ejes y que pasen por el punto P(3,3,4)
Solucién

Punto de paso P(3,3,4)

Recta paralela al eje X : ) -
Vector director d(1,0,0)

y=b+Ad; jy=3+A%0; s: y=3
z=c+Ad3 \z=4+4+21%0 z=4

Punto de paso P(3,3,4)

{x=a+)\d1 {x=3+}\*1 {X=3+}\
s:

Recta paralela al eje y : {

X
t: {y
v/

Recta paralela al eje Z : {

Vector director 3(0,1,0)

b+2Ad, jy=3+2Ax1;t {y=3+2
ct+rds z=442%0 7= 4

Punto de paso P(3,3,4) "
Vector director 3(0,0,1)

a+ Ady [X:3+)\*O [ x =3

y=b+Ad, y=3+2A%0;s:{ y=3

{x=a+kd1{x=3+x*0 { x=3
r:
z=c+Ad3 \z=4+2Ax1 Zz=4+A

17. Ejercicio
Comprobar si los puntos pertenecen a una misma recta
a) A(5,—1,—4);B(3,3,2) y C(2,5,5)
b) A(1,-1,1); B(—1,-2,1)y C(3,—-1,1)
Solucién
a) A(5,—1,—4);B(3,3,2) y C(2,5,5) podemos comprobarlo viendo si pertenecen a la recta:

Punto de paso P(3,3,2)
Hallo la recta que pasa por Ay B . -
Vector director d = B(3,3,2) — A(5,-1,—4) = (—2,4,6)
x=3+Ax(=2) (x=3-2A
rectaquepasaporAyB{ y=3+Ax4 ={y=3+4—7\
z=2+1%6 z=2+6\

2=3 2)\')\—1
[os-m]

Xx=3—-2A
compruebo si C(2,5,5) pertenece a la recta {y =34+4A=>{5=3+45 A=—=
z=24+6\

5=2+6A A=

N Wb N
N RN -~

Como pertenece a la recta los tres puntos estan alineados
b) A(1,-1,1); B(—-1,-2,1) y C(3,—1,1)lo comprobamos viendo si los vectores ﬁy BC

son proporcionales

{ﬁ =B(-1,-2,1) —A(1,-1,1) = (-2,—1,0) -2 -1 0
— compruebo— = —=—
BC = C(3,—-1,1) — B(-1,-2,1) = (4,1,0) 4 1 0

no son proporcionales, luego no pertenecen a la misma recta
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4.1 Ecuacion vectorial del plano 7 , ,

4.2

4.3

Ecuacion del plano

Un plano m queda determinado por un
puntos P (X,, Yo, Zo )y dos vectores

(linealmente independientes)

. -

(vectores directores), u (uy, u,, uz) /
N

y V (v4,V,,V3), que pertenezcan al plano.

/ ul 1y, Us, ugj e !

Si tomamos un punto cualquiera

del plano X(x,v,z)

PX= AU + wv

el vector PX = X — P = X(x,¥,2) — P (Xo» Yor Zo ) o Y

PX = (x=%0), (y = ¥0), (z — 2
= Muy, uz, uz) + p(vy, vy, v3) X

(x,y,2) = (X0, Y020 ) + Ay, uz, u3) + vy, v, v3)
Ecuacion Vectorial del plano X =P+ Ad + uv

Ecuacion paramétrica
Igualando ecuaciones (x,y,2) = (Xo, Vo, Zo ) + AUy, Uy, uz) + p(vy, vy, v3)

X =Xy + Auy + pvy;
[y =Yo + Auz +pv;
Z =17y + Auz + pvy
Ecuacion General o Implicita del Plano
X =X, +Auy + pvy; X —Xo = AUy + pvy;
{y =Yo + Az + pvy => {y—yo = Auz + uvy
Z =17y + Auz + pv3 Z—1Zo= Auz + uv3

El sistema ha de ser compatible y determinado para las incognitas A y p, por lo que el

X—Xo U Vq

Y=Y Uz V2
Z—1Zy uz V3

determinante sera ingual a 0; => =0

El desarrollo el determiante nos da la ecuacion general Ax + By + Cz + D = 0;

18. Ejercicio

Comprobar si los puntos A(3,—2,—2); B(1,0,1) y C(2,1, —1) pertenecen o no al plano

x=1-A+y
2 { y=2A-p
z=2—-A—u

Solucién

x=1-A+p (x—1=-A+
Hallamos la ecuacion de forma implicita{ y=A—p { y= A—u Hallo el determinante

z=2—A—plz=2=—=-A—-p
x—1 -1 1 x—1 -1 1
y 1 1= y 1 —-1=C-1)(-2)-y*2+(z—-2)0= 0;
z—2 -1 -1 z—2 -1 -1

—2Xx+2-2y+0=0;—2x—2y+2=0;

COMPRUEBO LOS PUNTOS

A(3,—-2,-2); sustituyoen —=2x—2y+2=0 =>—-2%3—-2%(-2)+2=—-6+4+2=0; pertenece
B(1,0,1); sustituyoen/=2x—2y+2=0 =>—-2%x1—-2%(0)+2=—-2+0+2=0; pertenece
C(2,1,—1)sustituyoen/=2x =2y +2=0 => —2%2—-2%1+ 2= —4 -2+ 2 = 4 No pertenece
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19. Ejercicio

x=—-1+A+
Comprobar si los puntos A(0,9,—1); pertenecen ono al plano u: {y =2 — A+ 2pn
z=4A—-3u
Solucién

x+1=A+u
Hallamos la ecuacion de forma implicitaJy — 2 = — A + 2pigualo el determinante a 0
z=4A-3u
x+1 1 1
y—-2 -1 2
z 4 -3

—5x+7y+3z2—-19 =0;
Sustituyo A(0,9,—1) => —5%0+7 %9+ 3(—1) — 19 = 0; 21 — 3 — 19 = 0 Pertenece

=0 x+1D(5)-(—-2)(-7)+z(3)=-5x—5+7y—14+32=0

20. Ejercicio
Calcular las ecuaciones parametricas e Implicitas del plano que cumple las siguientes condiciones
a) Contienen A(2,2,2)y lleva las direcciones U (0, —2,1) y v( 3,—1,2)
b) Pasa A(2,2,2) contine como vectores de direcion U (—3,—2,1) yﬁ donde B(1,2,—1)
Solucién

a) Contienen A(2,2,2)y lleva las direcciones U (0, —2,1) y v( 3,—1,2)

X =Xy +Auy + pvy; x=2+Ax04+p*3; x=2+3w
Parametrica {y=y0+ Auy + pvy ;=> sustituyo y =2+ A(=2)+u(—1);3y=2—-2A—p
Z=Yo + Aug + pvs; z=2+Ax1+p*2; Z=2+ A+2y
x—2 0 3
Implicitaly—2 -2 —1|=0=>x—-2)(-3)- (@ —2)(-3) +(z—-2)(6) =
z—2 1 2

—3x+6+3y—6+6z—12=0;-3x+3y+6z2—12=0=>x—-y—2z2+4=0

b) Pasa A(2,2,2) contine como vectores de direcion @ (—3,—2,1) y AB donde B(1,2,—1)
AB = B(1,2,-1) — A(2,2,2) = (—=1,0 — 3);

x=2+A%(=3)+pu*x(-1); (x=2-31—y;
y=2+ A-2)+po ,{ y=2-—2)X parametrica

z=2+4 Ax1+u(-3); z=2+ A—=3;
x—2 -3 -1
Implicitaly—=2 -2 0|=0=>(x—-2)(6)—(y—2)(10)+ (z—-2)(-2) =
z—2 1 =3

6x—12—-10y+20—-2z+4=0;, 6x—10y —2z2+12=0=>3x—-5y—z+ 6 =0;
21. Ejercicio
Calcular unas ecuaciones parametricas del plano de la ecuacionx +y + z = 3.
Indica uno de sus puntos y dos vectores de direccion independientes
Soluciéon

X +y + z = 3 para hallar los puntos podemos dar valores a las variables.

XxX=3—-A—q
y=A z=pu=> x=3—A— ; Ecuacion parametrica y=A
Z=H
Xx=3—-A—|
y=2A Un punto podria ser (3,0,0). Un vector U (—1,1,0) y otro vector v (—1,0,1)
Z=u
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22. Ejercicio

Comprueba que las sigientes ecuaciones parametricas representan el mismo plno. para ello:

a) Obten tres puntos no alineados del mimo

b) comprueba que los puntos obtenidos tambien pertenecen al segundo plano
x=2+A+pu X=S

T[:{ y=—u T[:{ y=t—s
z=2—-A4+p z=4-2t+s

Solucién

a) Obten tres puntos no alineados del mimo

Damos valores aAy ;

X=2+A+p x=2+0+0 X =2
A= p=0; n:{ y=-u =>[ y=-0 {y:O;A(Z,O,Z)
z=2—-A+p z=2—-0+0 zZ=2

Xx=2+A4+p x=2+1+1 x=4
A=p=1; n:{ y=—H =>[ y=-1 {y=—1;8(4,—1,2)
z=2—-A4+p z=2—-1+1 z=2

x=2+A+ {x=2+1+2 {X=5
=> =

A=1lypu=2; 1'[:{ y=-u y=-=2 y=-2,;C(5-23)
Zz=2—-A+u z=2—-1+4+2 z=23

Para ver si los puntos estan alineados comprobamos si los vectores AB y AC son proporcionales
AB = (4,-1,2) — (2,0,2) = (2,—1,0);
AC = (5,-2,3) - (2,0,2) = (3,-2,1)
No son proporcionales lo ue implica que no estan alineados

b) comprueba que los puntos obtenidos tambien pertenecen al segundo plano

X=S§ x 0 1
1'[:{ y=t—s Implicita| y 1 —-1=x(-1D)-y@)+@z-4)(-1)=—=x—-2y—z+4=0;
Zz=4—-2t+s z—4 -2 1

ey e 2 () 24 - O parenss

23. Ejercicio
Hallar la ecuacion Parametrica e implicita del plano que pasa por los puntos
A(-1,1,-1),B(0,1,1)y C (4,—3,2):

Solucién

Y =Yo+ Auy + pv,

X =X, + AUy + pvy;
1-[{
Z =7y + Auz + uv3

Hallamos dos vectores directores:
AB =B(0,1,1) — A(-1,1,-1) = (1,0,2) ¥

AC=C(4,-32)— A(-1,1,-1) = (5,—4,3) V

X =X, +Au; + pvy;
con los vectores directores Uy vy A(—1,1, —1) sustituyo m{y =y, + Au, + uv,
Z =74+ Auz + uv3

x=—-1+Ax1+p=5; x=—-1+A+5y
n{y=1+l*0+u*(—4)=n[ y=1—4p
z=-1+A*2+nu=*3 z=—-1+2A+3p

x+1 1 5
y—1 0 —4
z+1 2 3

=10y—-10—4z—4+8x+8—-3y+3=8x+7y—4z2—-3=0
16(54)
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5 Planos coordenados

Son planos formados por las rectas de los ejes de coordenadas.

Los planos coordenados pienen punto comun (0,0,0)

P(0,0,0
Planos formados por las rectas X e Y ; recta X{- ( )
d X(1,0,0) — 0(0,0,0) = (1,0,0)
_ N x=0+2Ax1 X=2A
OP(x,y,z) = 0(0,0,0) + Ad(1,0,0) ; {y =0+Ax0 OX {y =0;
z=04+21%0 z=0

P(0,0,0)
rectaY{—
d X(0,1,0) — 0(0,0,0) = (0,1,0)
. . x=0+Ax0 X=2A
OP(x,y,z) = 0(0,0,0) + Ad(0,1,0); jy =0+ A1 OY{y=1;
z=0+2A%0 z=10
P(0,0,0)
recta Z4-
d X(0,0,1) — 0(0,0,0) = (0,0,1)
. N x=0+A%0 X=A
OP(x,y,z) = 0(0,0,0) + Ad(0,0,1) ; {y =0+A%0 OZ {y =0
z=0+Ax1 z=1
=
g =1 AL
03w =1
x—0 1 0 z=1
PlanoXY=|y—0 0 1|=2zx*(1);
z—0 0 O Flano Y2 —= % —1}
PlanoXY=>z=0
x—0 1 0 =i
PlanoXZ=[y—0 0 0|=—y(-1); | Flano X2 =>y = 0 S
Jz/—o 0 1 y=D I (0,0,0) L
8] Y d
PlanoXZ=>y =0 [ /
x=0 0 0 /
PlanoYZ=|y—-0 1 0|= x(1); Plano XY ==z =10 /
z—0 0 1 x= /
Plano YZ => x = 0 1N {
ano YZ =>x = =0
N 7

5.1 Planos paralelos a los planos XY, XZ, YZ

Si es un plno paralleo tendra los mismos vectores de direccion y el punto sera distinto del (0,0,0)

Un punto del plano podria ser (a, b, ¢)

x—a 1 0
Plano paraleloal XY=y —b 0 1| = (z—c)*(1);Plano paraleloalXY=z—c=0;
z—c 0 O
x—a 1 0
Plano paraleloalXZ=[y—b 0 0= —(y—Db)* (1) =—y+ b;Plano paraleloal XZ=-y+b=0;
z—c 0 1
x—a 0 0
Plano paraleloalYZ=|y—b 1 0= (x—a)* (1) =x— a;Plano paraleloalYZ=x—a = 0;
z—0 0 1
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5.2 Ecuacion del plano que pasa por tres puntos
La ecuacion del plano que pasa por los puntos A, B, C Ejemplo

A(-1,1,-1),B(0,1,1)y C (4,—3,2):
Solucion

X =X + Auy + pvy;
T{Y = Yo + Aup + pv,
Z =7y + Auz + uv3

Hallamos dos vectores directores:
AB =B(0,1,1) — A(-1,1,-1) = (1,0,2) ¥

AC=C(4,-32)— A(-1,1,-1) = (5,—4,3) V
X =X, +Au; + pvy;

con los vectores directores Uy V y el punto A(—1,1,—1) sustituyo iy =y, + Auy + pv,
Z =17y + Auz + uvy

x=—1+A%x14+px5; x=—-1+A+5y
ny=1+l*0+u*(—4)=11[ y=1—4p
z=—=14+ A*x24+p=*3 z=—14+21+3n
x+1 1 5
Ecuacion Implicita [y—1 0 —4
z+1 2 3

=({y-D*2+*5+Z+D*1x(-4) -+ *2x(—4)—(y—1)*x1x3
=10y—10—-4z—4+8x+8—-3y+3=8x+7y—4z2—3=0

24. Ejercicio
En el tetraedro de vertices O, A, B, C :
Calcular los planos que contienen las caras del tetraedro C({0.0.5)
0(0,0,0); A(2,0,0),B(0,3,0) y C (0,0,5)
Plano m, limitado por los puntos AOB;
Plano, limitado por los puntos AOC;
Plano a, limitado por los puntos BOC

Plano f3, limitado por los puntos ABC ;

Solucion

7 limitado por los puntos AOB;
o A(2,0,0)
Hallamos dos vectores directores y el punto 0(0,0,0)

0A = A(2,0,0) — 0(0,0,0) = (2,0,0);

0B = B(0,3,0) — 0(0,0,0) = (0,3,0);

x =0+ A2 + po;
con los vectores directores OA y OB y 0(0,0,0) sustituyo iy = 0 + A0 + pu3
z=0+4+ A0+ po

x = 2A
7 limitado por los puntos AOB; {y = 3u
z=0
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n limitado por los puntos AOC;

Hallamos dos vectores directores y el punto 0(0,0,0)
0A = A(2,0,0) — 0(0,0,0) = (2,0,0);

0C = C (0,0,5) — 0(0,0,0) = (0,0,5);

x =0+ A2 + po;
con los vectores directores OA y OB y 0(0,0,0) sustituyo m{y = 0 + A0 + n0
z=0+4+ A0+ p5

x = 2X
n limitado por los puntos AOC; { ¥y =0
z=15u

o limitado por los puntos BOC;

Hallamos dos vectores directores y el punto 0(0,0,0)
0C = € (0,0,5) — 0(0,0,0) = (0,0,5);

OB = B(0,3,0) — 0(0,0,0) = (0,3,0);

x =0+ A0+ po;
con los vectores directores OA y OB y 0(0,0,0) sustituyo B{y = 0+ A0 + p3
z=0+ A5+ p0

x=0;
o limitado por los puntos BOC; {y = 3u
z =5\

B limitado por los puntos ABC

Hallamos dos vectores directores y el punto A(2,0,0)
AC = C(0,05) — A(2,0,0) = (—2,0,5);
AB =B(0,3,0) — A(2,0,0) = (~2,3,0);

x =2+ AM=2) + p(=2);
con los vectores directores OA y OB y A(2,0,0) sustituyo [3{ y=0+ A0+ u3
z=0+ A5+ p0

x=2-2A—-2y
 limitado por los puntos ABC; { y=3u ;
z =05
x—2 =2 =2 x—2 =2 =2
Implicitaly—0 0 3 |= y 0 3|=-6z—10y—15(x—-2)=0
z—0 5 0 z 5 0

=—6z— 10y — 15x+ 30 = 0; 15x + 10y + 6z — 30 = 0;
 limitado por los puntos ABC = 15x + 10y + 6z — 30 = 0

Vector normal a un plano

Dada la ecuacion implicita de un plano

Ax+By+CZ+D=0; ,T._

Un vector normal al mismo sera (A, B, C)
Un vector normal a un plano es cualquier uu;, uz. ug)
. . = )
vector perpendicular a dicho plano B ]
Si tenemos un punto del plano A(a;, a5, as3) e
y queremos hallar un vector normal al plano

en ese punto el vector U(uy,uy, usz)

sera perpendicular a todos los vectores
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directores del plano.
Si tomo otro punto cualquiera del plano X(x, y, z). El vector AX, ser4 perpendicula a U
Si dos vectores son perpendiculares su producto escalar sera 0.
AX = X(xy,2) — A(ag,az,35) = (x— a5,y — 25,2 —a3)
AXxG=0 producto escalar
(x—ay,y —azz—az) * (U, up,u3) =l@=2au; + (y —ax)u; + (z—az)us = 0;
Esto tambien nos valdria para conocer la ecuacion del plano, conociendo un punto del mismo

y un vector normal

25. Ejercicio
Hallar un vector director y otro normal al plano de ecuacion — 2x + 2y +z = 0.
Solucién
Vector normal al plano U (—2,2,1)

Vector director: Hallo dos puntos del plano y calculo su vector director

doy valoresy =A; z=p=> —2x+2?\+p=0;x=?\+;

I
>

X

N[+

Ecuacion parametrica

N <

+
=2
u
ParaA = u = 0 un punto seria (0,0,0)
Para A = 0y u = 2 un punto seria y otro (1.0,2) . Un vector director d sera (1.0,2) — (0,0,0) = (1,0,2)

Prueba si son perpendiculares se ha de cumplir u = d=0;

Txd (=221 %(1,02) = -2+ 0+2 = 0;

26. Ejercicio
Un plano tiene como vector normal el U (2, —3,2) y pasa por el punto A(—1,2, —5). Escreibre
las ecuaciones del plano
Solucién
Dado que sabemos que el vector normal al plano Ax + By + CZ+ D = 0;
tiene las coordenadas (A, B, A)
El plano que tiene como vector normal U (2, —3,2) tendra la forma 2x — 3y + 2z+ D = 0
Si contiene el punto A(—1,2,—5) cumplira la funcién =>
2(-1)—3%2+4+2(-5)+D=0;-2—-6—-10+D=0;D =18;
El plano serd 2x — 3y + 2z + 18 = 0

3 2p 18 3
doyvaloresy =A; z=p=> 2X—37\+2u+18=0;X=E7\—7—7;X=X=E7\—p—9
3
X=—A—p-—-9
Ecuacion parametrica -
Z=H
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27. Ejercicio
Halla la recta perpendicular la plano x 4+ z = 2 y que pasa por el punto A(1,2,0).
Solucién
Si es perpendicular la plano tendra por vector director el vector normal al plano. H’( 1,0,1)
La ecuacion vectorial r :
0X = 0A + Ad; => 0X = (1,2,0) + A(1,0,1)

ecuacion parametrica.

X =a+ Ady x=1+2A(1) x=14+2A
r:{yy=b+Ad, =><Sy=2+A0)=] y=2
z = c+ Ad3 z=0+A(1) z=2

28. Ejercicio

X
Halla el plano perpendicular a la recta 7= % = 7y que pasa por el origen de coordenadas
Solucién
. X_ Yy -
Hallamos el vector director de la recta 5=1=¢2 =>d(21,1)

Si el plano ha de ser perpendicular a la recta el vector director H'( 2,1,1) ha de ser el vector
normal del planod => el plano serdAX + By + Cz+D =0;2x+y+z+ D = 0;

Si ha depasar por 0(0,0,0) cumplira2*0+0+0+D =0;=>D=0

Ecuacion del plano 2x +y + z = 0;

29. Ejercicio

X+y+z=3

Halla el plano perpendicular a la recta { 2X+y=3 y que pasa por el punto A(1,0,1)

Solucion

_ . x+y+z=3__(0+y+z=3
Obtenemos dos puntos delarectaparax-O,sustltuyo{ xX+y=3 {2*0+y=3

{y;i§ 3;y = 3,z = 0 Punto B(0,3,0)
3

:3 =
Xty+z =>{x+0+z 3 .

3 3
2x+y=3 2x+0 =3 Punto C(3,0,3)

3
paray =0, sustituyo{ X= X z=

d = c(3 03) 13(030)—3(3 3 3)
- 2‘ ‘2 " - 2‘ J2

— (3 3
Si el plano ha de ser perpendicular a la recta elvector director d (E' -3, 5 ) ha de ser el vector

3 3
normal del plano U => el plano sera AX + By + Cz+ D = O;EX_ 3Y+EZ +D=0;

3 3 6
Si ha depasar por A(1,0,1) cumpliraz* 1-3%0 +E* 1+4D=0;=>D = -3

S—ay+oz-C 0383, s —ey+3z-6=0;
A L R L S A L R A I

Ecuacion del planox — 2y +z — 2 = 0;
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7 Simetrias

7.1 Simetria de un punto respecto a otro punto
Punto simetrico de A respecto B serd un punto C olx¥.2)

donde B sera el punto medio del segmento AC

1+x
2:

ol2:31)
2 x=3 B
Clx,y,z2)=43="-2;C{y=4 Punto(C(3,4,—-1)

z=-1

|
== J123)

7.2 Simetria de un punto respecto a una recta
El punto simetrico a otro A, respecto aunarectar,

consiste en hallar un punto C que equidiste de

la recta. A Plano m
Para poder calcularlo, hallo un plano perpendicular
a larecta que contenga el punto A.

despues lo unico que hay que hacer es hallar D

que sera el punto de corte — e T

por ultimo el punto C sera el simetrico D
p-2te ;C=2D—A
2
Aunque hablamos de puntos, con lo que trabajamos son con
vectores que tienen el origen en Oorigen de coordenadas
y el extremos en A, D, C ...
EJEMPLO:
Hallar el punto simetrico a A(1,=1,2) respecto a la

x+y—z—3=0

reCtar{ X+22+1=0

19 Hallo el vector director de la recta para ello paso la recta a parametrica

{ X+272+1=0 parax-lsustltuyo{

A+ty—z—-3=0_ _—1-2
A+22+41=0 22 2

\ 1+ 1+A 1+2A
sustltyo)\+y—(—T)—3=O;)\+y+T—3=O;y=3—T—)\;

(
N
rectar{ Y 2 2

l_117‘
257272

El vector director de la recta es el vector normal del plano perpendicular a la recta

3 1
; vector director de larectau (1,— 5 E)

3 1
el Plano m Ax + By + Cz + D = 0 sera; 1x—5y—§z+D=0;

3 1
Como el plano ha de conteneraa A(1,—1,2) => 1«1 _E(_l) —3 *2+D=0;
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3 3 3 1 3
1+E—1+D=0;D=—E;Planon:x—zy—iz—z=0;Tt:2x—3y—z—3=0
1¢ Hallo el punto de corte del plano y la recta
X=A
5 3
m2x—3y—z—3=0; rectar y=5—57\
1 1
\z=-7-2*
. 5 3 1 1 15 9 1 1
sustltyuon*)\—3(5—57\)—<—5—E?\)—3=0;2A—7+E?\+E+EA—3=O
20 14 20 10
7+7}\=0;7\=—ﬁ;7\=7
10
[ =7
. 5 3 10 5 10 5 17
Sustituyo y tendre el punto de corteri y=5 5w =1, Punto de corteC(7,ﬁ,—ﬁ
1 1 10 17

z=-3-2*7="1

10 5 17 20 5 17 42
rectar (V727370 oo Tttt 370 atntn T nT
x+2z+1=0 10 17 20 34 14

7+2*(—E)+1=0 E_ﬁ-'-ﬁzo
5 17 20 15 17
1'[:2X—3y—Z—3=O;T[:27—3E—E—3=7—E+E—3=0

42 Hallamos el punto simetrico

Punto medio entre dos puntos ;D =

A+C (10 5 17)_A(1,—1,2)+C(X,y,z).

2 T\7’14 14 2 ’
10 5 17 20 10 34
Couyd = (7 gy 1) 2= A1 =((F-1) (G4 ) (5 -2)
13 24 6
Cxyz) = (7.ﬁ,ﬁ)

30. Ejercicio

2 =5
Halla el punto C simetrica a A (—4,4,0) respecto a la recta r: {ZZX—+yy= 1
Solucién
. 2X+y=5 despejoy =5 — 2A
Hallo el vector director de la recta; hago x = A; { _ ) G-20)-1
2z—y = -1 | despejo z Z=——

X= A X= A
y=5-2A y=5-2A x= A Punto de paso(0,5,2)
CG-w-1" 5 a0 1= Y072 G2 o)
T2 P22
Dado que el vector romal al plano es igual al vectord (1,-2,-1)
El PlanoserdAx+By+Cz+D =0;1x—2y—1z+D=0;x—2y—z+D =0
Como el plano debe conenera A (—4,4,0) => 1(—4)—-2%*4—-1%*0+D=0;-4—-8+D = 0;

D = 12;Plano perpendieculaalarectaserax—2y—z+ 12 =10
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7.3

Hallo el punto de corte entre el plano y la recta " {ZZ —y=-1 };:_ 52__;)‘

x—2y—z+12=0
Sustituyox — 2y —z+12=0; A—2(5-2) -2 -+ 12=0=>

2x+y=5 { x=A

x=0
A—10+42—-2+A+12=0;6A+ 0 = 0; A = 0 punto de cruce {y: 5—-2%0 (0,52)
z=2-0
Punto D de cruce recta plano D (0,5,2)
A+C
=——iC=2D-4C= 2(D(0,5,2)) — A (—4,4,0) = (0,10,4)—4,4,0 = (4,6,4)

El punto C simetrico A respecto a la recta r es, C(4,6,4)

D

Simetria de un punto respecto a un plano

EJEMPLO
Hallar el punto C simetrico a A (5, —1,0) A

respecto el plano m: 2x +y — 3z = =5;

Plano m

a un plano, implica que la recta que contenga

Si he de encontrar un punto imetrico respecto l
D

alos dos puntos, sera perpendicular al plano :

I

I

Recta r perpendicular al plano tendra como

vector director d = al vector normal al plano it

Punto de paso (5,—1,0) (X=5+2A (x=5+2A
r 3(21 —3 y=—-1+Arjy=—-1+2A c
@1-3) z=0-31 (z=-3

Hallamos punto D (punto de interseccion plano y recta) r {yz=_—_13-|?-\ A yZ=_—_13-|}-\ A

x+y—3z=-5 x+y—3z+5=0

x=5+2A {x=5+2}\
r

Sustituyo valores en el plano 2x+y—3z4+5=0=>20G+20)+(-1+2) —-3*(-30)+5=0

x=5+2A
10+42—14+ A+92+5=0;14A = —14; A= —1;Puntode corte.sustituyo{y= —-14+A
z=-3\

x=5+4+2*(-1)(x=3
y =—1+ (1) {y = —2 punto de corte D(3,—2,3)
z =-=3(-1) z=3
A+C
= T; C=2D—-A;C=2D(3,-23)—-A(5,-1,0) = (6,—4,6) — (5,—1,0)

Punto simetrico de A respecto al plano w; C(1,—3,—6)

D
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8 Posicion relativa de una recta y un plano

Podemos tener tres supuesto:
a) Que la recta pertenezca al plano (este contenida en el plano)
b)Que sea paralela al plano

¢) Que corte al pano en un punto

8.1 Comprobamos si tienen puntos comunes
Sustituimos los valores de la recta (en forma parametrica) en la ecuacion del plano y nos

dara los posibles supuestos.

e  Recta contenida en el plano: nos dard infinitos valores para A
e  Recta paralela al plano: nos dara un valor de A indeterminado
e Recta que corta al plano: nos dara un unico valor de A

8.2 Comprobamos mediante la discusion del sistema
A1X+B1y+C1Z+D1 =0

Consideramos la recta definifa por la interseccion de dos planos r {AZX +Byy+Cpz+Dy=0
Ecuacion del planon: A;x + B3y + C3z + D3 = 0

Para estudiar la posicion relativa de la recta y el plano discutimos el sistema:

A1X+B1y+C12+D1=0
A2X+Bzy+C2Z+D2=0
A3X+B3y+C3Z+D3=0

Representamos por R el rango de la matriz de coeficientes y por R! el rango de la matriz ampliada

Posicion R R1
Recta contenida en el plano 2 2
Recta y plano son paralelos 2 3
Recta y plano son secantes 3 3

31. Ejercicio

Estudia la posicion relativa de la rectar y el plano m:

x=2+3A
a){ y=2A m3x—y+2z2+1=0;
z=-2+4A

x=2t+3

b){y:t—l mx—3y+z—8=0;
z=1t+4+2

Solucién

Para ver la posicion, comprobamos si las recta y el plano se cortan.

x=2+32A
a) { y=2A m:3x —y + 2z + 1 = 0; sutituyo las variables en el plano.
z=—-2+4A

32430 —2A+2(—2+40)+1=0; 64+9A—2A—4+ 8 +1=0;15A+3 =0;
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1

[x=z+x—ﬂ (x=7/5

3 1 15 | y= -2

A= —— = —— Larectay el plano se cortan en un punto y=2(—2) y= "5

15 5 5 14

Z=—-—

kZ——2+4(—§) 5
I . 7 2 14
unto de interseccion (5, =X 5)

x=2t+3
b){yzt—l m@t+3)-3t—-1)+(t+2)—8=0;2t+3-3t+3+t+2—-8=0
z=1t+4+2

0t = 0;t = 0; recta contenida en el plano

SOLUCION DISCUTIENDO RANGOS

x=2+3A
a) y=2A m3x—y+2z+1=0
z=—-2+4A
X—2
[x=2+30520="2"
y Xx—2 y z+2
Pasamos la recta en forma general y=2)\;)\=5 3 =3=72
| z+ 2
(z=-2+4x 2=
4
x=2 'y o _
3 _E’ZX_4_3Y’2X_3Y_4_O{2x—3y—4=0
y z+2 4y—-2z—4=0
S=——;4y=2z2+4; 4y—22—-4=0
2 4
2 -3 0
R=10 4 -2(=16+18—-4=30;R=3;
3 -1 +2
2 -3 0 —4
R1=(0 4 -2 —4[;R1=3;
3 -1 2 1

R = R1 = 3;recta y plano son secantes

Xx=2t+3
b){y=t—1 mx—3y+z—8=0;
z=t+2

X
x=2t+35t="—>— y_3

y=t—1,t=y+1°' 2
z=t+2;t=z—-2

Pasamos la recta en forma general =y+1=z-2

x—3
{—=y+1;x—3=2y+2;x—2y—5=0

2
y+1=z-2; y—-z+3=0
1 -2 0
R=[0 1 -1[=1+4+2-3=0;R=2;
1 -3 +1
1 -2 0 -5 -2 0 =5
Rl1=10 1 -1 3| Estudiamos|1 -1 3|=-16—-5+6+15=0
1 -3 +1 -8 -3 +1 -8
1 0 -5
0 -1 3|=8-5=3;R1=3
1 +1 -8

R = 2; R1 = 3; Rectasy planos son paralelos
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32. Ejercicio

Estudia la posicion relativa del plano m:x — 2y —z + 2 = 0;

la rect { y-z=2
ylaretdix—sy+7=0;
Solucién
( X=A
A+7 A+7 A+1
{ y—z=2; —_——z=22=—— ;Z=T
x—3y+7=0; A+ 7
l—3y+7=0;3y=l+7;y=T
A+T7y A+1 22+14 A+1
n:l—2<T>—T+2=0;}\— 3 —T+2=0; 3A-2A+14)-A+1)+6=0

3A-2A—14—-2—-146 =0; 0A =9 Indeterminado, rectas y plano paralelas

SOLUCION DISCUTIENDO RANGOS

{ y-z=2 {y—z—2=0; mX—2y—z+2=0;;

x=3y+7=0;x=3y+7=0;
0 1 -1
R=|1 -3 0|=2+1-3=0R=2
1 -2 -1
0o 1 -1 -2 1 -1 -2
R1=(1 -3 0 7 | estudiamos (-3 0 71=—-6+14—-6+7= +9;R1=3
1 -2 -1 2 -2 -1 2
rectas y plano paralelas
33. Ejercicio
2x+y=0; |, .
Calcula el valor de k para que la recta X472 =k ¢ contenidaen el planom:x+y—z—1=0;
Soluciéon
=2
2 =0 *
IR
"lz=k-12

sustituimosen x+y—z—1=0; A-2A—(k—-2)—-1=0;A—-2A—k+A—-1=0
OA=1+4+k;0=1+k;k= —-1; 01=0

SOLUCION DISCUTIENDO RANGOS

2 1 0
R=|1 0 1|=1+1-2=0R=2;
11 -1
21 0 0
Rl={1 0 1 —k|parak=-1=>F =F,+F;=>R1=2;
11 -1 -1

rectas contenida en el plano
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34. Ejercicio

Calcula la posicion relativa de una recta y un plano en base a unos parametros

(x—2y=-5; ) .
r: {3y+z=—9; planom:ax+y —z = b;
Solucién
X=2A ( X=2A ( X=2A
2y = 5 —A-=5 —}\—5 _—A-=5
hallo la recta parametrica {3 +y:_9f y= { {y— 2
yrz==% A 3A+15 31-3
(z=-9-3¢( ) |z= z= >
—-A—-5 3A-3
sustituimos en ax +y —z =b; aA + T =b;2aA—-A—-5-3A+3=2b

2aA—A—5-3A+3=2b; AM(2a—1—-3)=2b+2;; A(2a—4) =2b + 2;

Si2b+2=0=>b=—1;rcontenidaen

Si(2a-4)=0;=>a=2 tendremos{ Si2b+2+# 0;b# —1rparalelaa

Sia=2yb# —1rymson paralelas

{ Sia=2yb = —1rcontenidaen m
Sia# 2yb# —1rcortaamen un punto

SOLUCION DISCUTIENDO RANGOS

1 2 0
R=10 3 1|—3+4+2a—-1=2a—-4=0;a=2;Pueden ser paralelas o contenidas
a 1 -1
12 0 5 1 2 0 5
R1=(0 3 1 paraa=2;[0 3 1 9
a 1 -1 -b 2 1 -1 —=b
2 0 5
estudiamos |3 1 9|=-2b—15-54+18=-2b—-2=0;b= —1
1 -1 —-b

Sia=2yb+# —1rymson paralelas

[ Sia=2yb=—1rcontenidaen
Sia# 2yb+# —1rcortaamen un punto

35. Ejercicio

Calcular a y b para que la recta este contenida en el plano

X+2y+5=0; ) A
{3y+z+9—0 planom:ax+y—z—b = 0;
Solucién
1 2 0
R=|0 3 1|=-34+2a—-1=0;a=2Paraa=2;R=2;
a 1 -1
1 2 0 5 2 0 5
R1=(0 3 1 9|Estudio|3 1 9|= —-2b—-15-5+18=0;
a 1 -1 -b 1 -1 -b
Parab = —1;R1 = 2; Paraa = 2yb = —1; la recta estd contenida en el plano
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36. Ejercicio

Calcular ay b para que la recta este contenida en el plano

(x=2y-2z=1; ) o
r'{x+3y—z=3; plano m:2x +ay + z = b;
Solucién
_ 4. x=A X=2 F Xx=2
{XX_+23V __222:31.' {A —2y-2z=1 [—Zy —2z=1-1 F, [ —2y—2z=1-1
y T W+3y-z=3;, W3y—z=3-% F=2F—-F By+ 0=(6-2)—-1-2));
=2
x=2A ( X
- 5-A 5-2
x=2 2y—2z=1-2 I—2(—)—22=1—?\;22=—(1—)\)—2<—)
—2y—-2z=1-2A { 5_;\1 8 8
By=6-2A—1+% |8y=5-Ny=-—-" _5-2
{ 8 Y=73
X=A —1 X=A
5-2A Xx= -9+ 5A
ZZ=—1+}\—(—> 8z=—-4+41A-5+A|z=
r; 4 5-2
_5-2 y=—5— _5-2
l y=73 k}’— 3
o 5-2 —-9+5A
Sustituimos en el planom: 2x+ay+z=b => 2\ +a 3 + 3 =b;
—5a+9+8b
16?\+5a—a)\—9+5}\=8b;21?\+5a—a7\—9=8b;7\=T
- . _ . (~5a+9+8b=0(-5a+9+8b=0
Sustltulmosenelplanon.2x+ay+z—b{ M1 —a=0 { a=21

- 1221 la recta esta contenida en el plano

9
{—5*21+9+8b=0 {b:g:lz;;{z_

a=21 a=21
SOLUCION DISCUTIENDO RANGOS
) {X—Zy—22= 1;

plano m: 2x + ay + z = b;

‘(x+3y—-z=3;
1 -2 =2

R=11 3 -1[{=3-2a+4+12+2+a= —-a+21=0,a=21;R=2
2 a 1

para a = 21 la recta esta contenida en el plano o es paralela

1 -2 -2 -1 1 -2 -2 -1
1 3 -1 -3 1 3 -1 -3
2 a 1 -b 2 21 1 —-b

paraa = 21; R1 = =>

-2 -2 -1
3 -1 —-3|=-2b—-3+126—-21—-6b—6= —8b+96=0;b=12
21 1 -=b

Sia=21yb=12rcontenidaen m
PRUEBA

Paraa = 21yb = 12; SUSTITUIMOS m:2x +ay +z = b => 16A + 5a —aA — 9 + 5A = 8b;
16A+5%21—-21A—9+5A=8%12; 0A=0;
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9 Posiciones relativas de dos planos
Dado 1 Ax+By+Cz+D=0
ado fos planos {A1x+Bly+Clz+D1 =0

Representamos por R el rango de la matriz de coeficientes y por R! el rango de la matriz ampliada

Posicion R R1
5 Z E C D
Planos coincidentes 1 1 A R T
A T B = C B o
Planos paralelos 1 2 ARG D,
A = B i C
Panos secantes 2 2 ApTRRE

37. Ejercicio
Estudia la posicion relativa de dos planos m y p en los siguientes casos:
1

m2x—y—z=0; H:X_Y_ZZ+E_0; m2x—y—z=0;
a){p:—6x+3y+3z—3=0 b) ){u:Zx+y—z—3=0
u:—zx+zy+z—z=0
Soluci6on
){ m2x-y-z=0 2 -1 _-1_ 0 % . 2_1__1
w:—6x+3y+3z2—-3=0" —6 3 3 -3’ -6 3 3 3’

2 _ 1 1.0 sonp lel
—6_ 3 = 3 _3, onpanosparaeos

n:x—y—22+%=0; 1 -1 =2 % o
b) 1 1 1 e Tl e e W —2 = -2 = -2 = -2 Son coincidentes
u:—5x+5y+z—z=0 ) -z
-1

0
Ww2x+y—z—3=0’ 2—T=_—1=_—3;1¢—1=1¢0;Sonsecantes

){ m2x—y—z=0; 2 -1

38. Ejercicio

Estudia la posicion relativa de dos planos 1t y p en los siguientes casos:

x=1+A+4; X=X\ x=3—-2A+0;
a) myy=—-A+2B up:z=3; b)n{ y=8 H{ y=iA-1
z=3 z=A+28-1 z=
Solucién
x=1+A+B;
a)T[ y:—}\+28 u:Z=3;
z=3
x=14+A4+p |x—-1 1 1
ﬂ{y=—7\+28; y -1 2(=2z-6+z—-3=32-9=0,mz—3=0
z=3 z—3 0 0
mz—3=0(mz—-—3=0 L.
{ R { . _ ~ => Son coincidentes
p:z=3 (p:z—3=0
X=X Xx=3—-2A+6;
b)n{ y=98 u{ y=i-1
Z=7\+28—1 z:B
X=X x 10
T[{ y=8 =>|vy 0 1|=z+1-2y—x=0, m:—x—2y+z+1=0;
z=i+2p-1 z+1 1 2

30(54)



Xx=3—-2A+6; x—3 =2 1
p{ y=A-1 =>|y+1 1 0|=>x-34+2y+2-2z=0; ix+2y—z—1=0;
z=§ zZ 0 1

{ﬂ:_x_2y+z+1=0'i_;z_i_i'soncoincidentes
wx+2y—z—-1=0"1 2 -1 -1’

39. Ejercicio
Dados los puntos A(1,2,3),B(—1,1,0),C(2,1,—1) y D (4,2,2), Estudia la posicion de los planos
determinados por A,B,Cy por A,B,D.
¢ Como son los puntos A, B,C,D
Soluci6on
Plano limitado por los puntos ABC

Hallamos dos vectores directores y el punto A(1,2,3)
AC = c(21,-1) — A(1,2,3) = (1,—1,—4);
AB = B(-1,1,0) — A(1,2,3) = (—2,—1,-3);

x=1+2A1) + p(-2);
con los vectores directoresAC y AB y A(1,2,3) ; Plano ABC{y = 2 + A(—1) + p(—=1)
z=3+ A(—4) +u(-3)

x=1+A-2 x—1 1 =2
PlanoABC{y=2—A—u; y—-2 -1 -1|=
z=3—-4A-3wlz—-3 -4 -3

3x —3+8y—16—-2z+3—-224+6+3y—6—4x+4=—x+11y—-3z—-12=0
Plano ABC: —x + 11y —3z—-12=0
Plano limitado por los puntos ABD

Hallamos dos vectores directores y el punto A(1,2,3)
AD = D (4,2,2) — A(1,2,3) = (3,0,—1);
AB = B(-1,1,0) — A(1,2,3) = (=2,—1,-3);

x=1+2A3) + u(-2);
con los vectores directoresAD y AB y A(1,2,3) ;Plano ABDS y = 2 + A(0) + p(—1)
z=3+ AM—-1) +u(-3)

x=14+3A-2w; |x—-1 3 =2
ABD{ y=2—-1 ;|ly—-2 0 -1|=2y—-4-3z+9+9y—-18—x+1=
z=3-A-3w lz—-3 -1 -3

Plano ABD = —x+ 11y — 3z — 12 = 0;
Los plano ABCy ABD son coincidentes
;. Como son los puntos A,B,C,D ?

Dos o mas puntos son coplanarios si los vectores determinados por ellos son coplanarios.
Dos o mas vectores son coplanarios si son linealmente independientes, Rango(A—B: AC,AD =2
A(1,2,3),B(—1,1,0),C(2,1,—1) y D (4,2,2),

AB = B(-1,1,0) — A(1,2,3) = (—2,—1,-3);

AC = c(21,-1) — A(1,2,3) = (1,—1,—4)

AD = D (4,2,2) — A(1,2,3) = (3,0,—1)
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-2 -1 -3
Sisonindependientes=> (1 -1 —-4|=-2+4+12-9-1=0;=>ran?2
3 0 -1

los vectores son coplanarios y los puntos tambien

9.1 Determinacidon de la recta interseccion de dos planos

Depues de estudiar la posicion de dos planos. Si los panos son secantes, se cortan en una recta.
La recta se puede calcular de la siguiente forma:
® Dado que los planos se cortan, los puntos de la recta interccion son puntos que pertenecen
alos dos planos. Si asignamos valor 0 a( x,y o z )y sustituimos el valor en los planos, tendre
un sistema de ecuaciones y determinaré los puntos de la recta. con dos puntos de la recta puedo
calcular vector director y punto de paso.
®  Por otro lado el vector director de la recta ha de ser perpendicular a los vectores normales de los planos

El producto vectorial de los planos normales me dard el vector director de la recta.

i j k
a b c| (@b, c)vector Normal de un plano. (d, e, f) vector normal del otro plano
d e f

Calculo un punto de paso y ya tendre la ecuacion de la recta interseccion.

40. Ejercicio

X +y=—4+5z

Estudia la posicion relativa de dos planos my p {Hi 3x—y=1-15z

Solucién
{Tr:x+y=—4+52; ) { mx+y—5z2+4=0;
p3x—y=1-15z " (w3x—y+15z2—1=0;
1 1 -5 4 1 1 -1 4
5 _—1 * E * _—1; 5 * _—1 * ? * _—1 Los planos son secantes, se cortan
Calculamos la recta donde se cortan los dos planos ( interseccion de los planos )

x+y—52+4=0; {0+y—52+4—=0;

calculamos un punto parax = 0; {3x Yy 4152—1=0; 0—y+152—1 = 0; sumamos

0+0+10z+3=0;0+0+10z+3=0; z= _E;

3 55
sustituyo en una de la ecuacionesx +y — 5z + 4 = 0; O+y—5(—ﬁ)+4=0;y= 1o’
U to Asera (0 >
n punto A sera (0, 10’ 10)

A x+y—5z2+4=0; (x+y—-0+4=0; 4.
calculamos un punto para z = 0; {3x—y+152—1=0; {3X_y+0_1=0;sumamos 4x = =3;
__3 tit + 52+4=0=> 3+ 0+4=0y= 4+3— 13
X = —7;sustituyox +y — 5z =0= 2ty =0;y = 1=
t to B sera - 0
otro punto B sera ( e 4,)

. - 3 13 55 3 39 3
El vector director delarectad =B — A = (_Z'_T'O) - ( 0'_E'_E) = (—Z,Z,+E), (—30,90,12);

;(—30,90,12) = (=10,30,4); d = (~10,30,4)

32(54)



x=0-10A

55

recta interseccion y= 10 I30%
3

k Z= —ﬁ + 47

Si dos planos de cortan, el vector director de la recta interseccion de los dos planos, sera perpendicular

alos vectores normales de los planos

{n:x+y=—4+52;{n:x+y—52+4=0; Nr = (1,1, —5) )
p3x—y=1-15z(w:3x—y+152—1=0; N_’u=(3’_1+15)'

i k .
Vector director de larectasera {1 1 —5[=10i —30j—4k;d = (10,—-30,—4)
3 -1 15

41. Ejercicio
Estudia la posicion relativa de dos planos my p y si se cortan hallar la recta interseccion

{n:2x+5y+4z+15=0;
w—2x+5y—2z+35=0;

Solucion
{ mI Sy i i * i #+ — => que los planos son secantes se cortan
Ww—2x+5y—22+35=0;—2" 45~ 2735 1 p

Calculamos un punto de la recta dando valores paraxoyoz =0

ara _O{R:Zx+5y+4z+15=0; {1‘[:0+5y+4z+15=0; ] 67 = +20: _20

parax = p:—2x + 5y — 2z + 35 = 0; u:0+5y—22+35=0;resamos z= =
20 170 170 20

sustituimos en :2x + 5y + 4z + 15 = 0;0+5y+4(?)+ 15=0;y = ~30 PUHtOA(O,—ﬁ'?

12 5 4 15=0; 12 5 0+15=0;
TeX 4oy +dz ’{T[ O A ’ sumamos 10y = —50;y = —5;

paraz:o{p:—2x+5y—22+35=0; W=2x + 5y — 0 + 35 = 0;

10
sustituimos en m:2x + 5y + 4z+ 15 = 0;2x+ 5(-5)+ 0+ 15 =0;x = -5 = 5; Punto B(5, —5,0)

)

170 zo)_( +170 zo)_(150 20 100)
30°6/ \7 730" 6/ \30°30° 30

El vector director delarectad = B— A = B(5,-5,0) — A (0,

El vector director de larectad = (15,2,-10)
Si dos planos de cortan, el vector director de la recta interseccion de los dos planos, sera perpendicular

alos vectores normales de los planos

{1‘[:2x+5y+4z+15 =0; Nm = 254
p:—2x + 5y — 2z + 35 = 0; N_’u=(_2’+5_2)'

i j k .
Vector director de larectasera | 2 5 4 [ = —30i —4j+ 20k;d = (—30,—4,20) = (—15,—2,10)
-2 5 =2
. _ d(t5,—2,10) (*=5715A (x=5-151
recta interseccion Punto ((5,5,0) y=-5—-2\A4{y=-5-2A
unto (5 =507 — g+ 100 U 2z =101
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10 Posicion relativa de tres planos

Ax+By+Cd+D=0
Dado los planosn: §A;x+B;x+ C;x+D; =0
A2X+Bzx+C2X+D2 =0

Representamos por R el rango de la matriz de coeficientes y por R! el rango de la matriz ampliada

R Bt Posicion
3 3 |1Planos secantes en un punto
2.1 planos secantes dos a dos
2 3
2.2 Dos planos parralelos y el tercero secante
3.1 Dos planos coincidentes y el otro secante
2 2
3.2 Los tres planos se cortan en una recta
4.1 tres planos paralelos
1 2
4.2 dos planos coincidentes y el otro paralelo
o 1 |5Planos coincidentes

42. Ejercicio
Estudia la posicion relativa de tres planos w, L y 0.

mx—3y—2z=2;
W —2x + 6y + 4z = —4;
N:3x— 9y — 6z = 6;

Solucién
mx—3y—2z=2; mx—3y—2z—2=0;
W —2x+ 6y +4z = —4; = {p:—2x+6y+42+4=0;
n:3x — 9y — 6z = 6; nN:3x—9%y —6z—6 =0;

1 -3 -2 1 -3 -2 =2
R=[-2 6 4;R'=]-2 6 4 4
3 -9 -6 3 -9 -6 -6
1 -3 -2
R=|-2 6 4= -36—-36—-36+36+36+36=0;R< 2;R=1;
3 -9 -6

mx—3y—2z—2=0;
todos los planos son linealmente dependientes [u: —2x+6y+4z+4=0;F, = —-2F;; F3 =F; — F,
N:3x—9% —6z2—6 =0;
1 -3 -2 =2
-2 6 4 4
3 -9 -6 -6

R! = =1;

R =1 = R!los planos son coincidentes
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43. Ejercicio

Estudia la posicion relativa de tres planos t, L y 0.

mx—y—3z=1;
[p_:—ZX-l- 2y + 6z = —2;

nx+y+z=0;
Solucién

mx—y—3z=1; mx—y—3z—1=0;
{p:—2x+2y+6z=—2;={u:—2x+2y+6z+2=0;

nx+y+z=0; nx+y+z=0;
1 -1 -3 1 -1 -3 -1
R=|-2 2 6[;R'=|-2 2 6 2
1 1 1 1 1 1 0
1 -1 -3
R=|-2 2 6|=2-64+64+6—-6—-2=0;R< 2,
1 1 1
1 -1 -3 -1} |-1 -3 -1 1 -3
Rl=[-2 2 6 2[;|2 6 2|=-6-2+6+2=0;[-2 6
1 1 1 0 1 1 0 1 1
1 -1 -1
Rtl=|-2 2 2(=2-2+42-2=0;R!=2
1 1 0

R = 2 = R!los planos son coincidentes

mx—y—3z—1=0;
={u:—2x+2y+6z+2 = 0;F, = —2F;; Fyindependiente,;
nx+y+z=0;

Plano m coincidente con plano p y el plano nlos corta.

44. Ejercicio

Estudia la posicion relativa de tres planos t, i y 0.

m:2x + 4y — 2z = 0;
pwx+2y—z=0;

-1
2
0

1
n.—Ex—y+§z—0,
Solucién
2 4 =2 2 4 =2 0
1 2 -1 . |1 2 -1 0
R=1"1 ) 1P R=]"1 L L
2 2 2 2
2 4 =2
1 2 -1 )
R=1]7 1|=2+2+2-2-2-2=0R< Z;R=LR =1
— _1 —
2 2

m:2x + 4y — 2z = 0;
pwx+2y—z=0;
1

n:—zx—y+

todos los planos son linealmente dependientes

2

R =1 = R!los planos son coincidentes
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45. Ejercicio

Estudia la posicion relativa de tres planos t, L y 0.

w2x —3y+z=15;

[ mx—y—2z=1;
nx+z=—4

Solucion

mx—y—2z=1; mx—y—2z—1=0;
{u:ZX—3y+Z=15;={u:2x—3y+z—15=0;

mx+z=-—4; nx+z+4=0;
1 -1 -2 1 -1 -2 -1
R=[2 -3 1|;R'=|2 -3 1 -15
1 0 1 1 0 1 4
1 -1 -2
R=[2 -3 1|=-34+1-6+2=-6R=3;Rt=3
1 0 1

R = 3 = R!los planos se cortan en un punto

46. Ejercicio

Calcula el valor de k para que los tres planos , 1 yn formen un prisma

mx—3y—2z=2;
{p:—2x+y—z=—3;
N:5y + 5z =k;

Solucién

Para que formen un prisma ha de cumplirse que los planos sean secantes dos ados R =2y R = 3;

w—=2x+y—z=-3; {p—-2x+y—-z+3=0;

{n:x—3y—22=2; {n:x—3y—22—2=0;
n:5y + 5z = k; N:5y +5z—k =0;

1 -3 =2 1 -3 -2 =2
R=|-2 1 -1[;R'=[-2 1 -1 3
0 5 5 0 5 5 -k
1 -3 =2
R=|-2 1 -1[=5+4+20-30+5=0;R=2
0 5 5
-3 =2 =2
Rl=[1 -1 3|[=-3k—10-30-5+ 30— 2k =—5k — 15;para que sea distinto de 0
5 5 =k

k # —3; Parak# -3 => R =3

47. Ejercicio

Calcula el valor de k para que los tres planos 7, |t y 1 se corten en una recta
X—y = 2;

{u:2x+y—z =-3;

N:5x+y—kz = —4;

Solucién

Para que los tres planos se corten en unarecta R =2 = RY;
mX—y = 2; mx—y—2=0;

{p:2x+y—z= -3; ={u:2x+y—z+3 =0;

N:5x+y—kz=-4;, \p:5x+y—kz+4=0;

1 -1 0 1 -1 0 =2
R=2 1 —-1;R'=2 1 -1 3
5 1 -k 5 1 -k 4
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1 -1 0

R=|2 1 =-1|=—k+5-2k+1=-3k+6;paraK=2=> R=2
5 1 —k
-1 0 -2 1 0 -2

Rl=|1 -1 3|=4+4-2-6=0;|2 -1 3|=-4+8-10+6=0;
1 -2 4 5 -2 4

1 -1 =2

2 1 3|=4-15-4+10-34+8=0

5 1 4

R=2= R}

48. Ejercicio
Calcula la posicion relativa de tres planos ,p y 1, en funcion del parametro a

Ww2x+y+az=a;

{n:x+y+z=a—1;
mx+ay+z=1;

Solucion

w2x+y+az=a; { p:2x+y+az—a=_0;

{n:x+y+z=a—l;{n:x+y+z—a+1=0;
nx+ay+z=1; nx+ay+z—1=0;

1 +1 1 1 41 1 -1+1
R=[2 1 a;R'=[2 1 a -a
1 a 1 1 a 1 -1
1 +1 1
R=1|2 1 a|=14+2a+a—-1-2-a?= —a®+3a—2;siesto es distinto de 0,
1 a 1

el sistema es compatible determinado y existe un unico punto comun a los tres palnos

estudiamos la ecuacion —a?+3a—2=0;=>a*—-3a+2=0

3+41 4
3+V3ZT—4x1x2 3441 |OT 57372
‘= 2+ 1 "7t _3-1_2
=3 727

Para cualquier valordea # 2 0a # 1 implicaR = 3 = Ry los planos tienen un unico punto comun
estudiamos paraa # 2y a # 1 ejemplo paraa = 0;
mx+y+z—a+1=0; {n:x+y+z—2+1=0;

Paraa=2{ pw:2x +y +az —a = 0; sustituyoq w:2x+y+z2—-2=0;
nx+ay+z—1=0; nmx+2y+z—1=0;

W:2x+y + 2z — 2 = 0; no hay planos paralelos ni coincidentes

{n:x+y+z—1=0;
nx+2y+z—1=0;

1 11 111 -1
R=|2 1 2;R'=|2 1 2 -2
1 2 1 1 2 1 -1
1 11
R=12 1 2|=1+4+2-1-2-4=0;R=2;
1 2 1
11 -1
Rl=|1 2 -2|=-2-4-14+4+24+1=0;
21 -1
1 1 -1
Rl=[2 2 -2|=-2-2-2424+242=0
1 1 -1
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11

1 1 -1
Rl=[2 1 -2|=-1-2-4+1+4+2=0;Rl=2
1 2 -1

paraa = 2; R = 2 = R%;los planos se cortan en una recta.

mx+y+z—a+1=0; mx+y+z—1+1=0;
Paraa=1{ w2x+y+az—a=0; sustituyo{u:2X+y+z*1—1=O;
nx+ay+z—1=0; nx+1ly+z—1=0;

w:2x+y+z—1=0; el plano my el plano 1 son paralelos

{ mx+y+z=0;
nx+y+z—-1=0;

111 111 0

R=[2 1 1;R'=[2 1 2 -1
111 121 -1
111

R=[2 1 1|=14+1+42-2-1-1=0R=2;
111
11 0

Rl=[1 2 -1|=-2-2+1+1=-2;R' =3;
2 1 -1

paraa=1; R=2y R!'=3;

como los planos Ty son paralelos el plano y 1 sera secante a los dos

Posicion relativa de dos rectas

La posicion que ocupan dos rectas r y s en el espacio pueden ser :

sus vectores de direccion d,. y dg son paralelos

Rectas coincidentes:
los puntos de paso P y P; pertenecen a las dos rectas

—
sus vectores de direccion d,. y ds son paralelos

Rectas paralelas:
los puntos de paso P, no pertenece a s y P; no pertenecear

sus vectores de direccion d, y ds no son paralelos
—
Rectas secantes : hallamos un vector P.P; que una las dos rectas

El producto mixto de (H: ,H; ,B.P; ) = 0 todos son vectores coplanarios

—
sus vectores de direccion d, y ds no son paralelos
Rectas se cruzan: hallamos un vector P.P; que una las dos rectas

El producto mixto de (d_,) ,d_s) , PP ) # 0; los vectores no son coplanarios

El producto mixto de (d_r),d_s),TPs)) = d_,).(d_s)x,TPs))

Ejemplo:
Para calcular la posicion de dos rectas, calculo el vector de direccion de cada recta

y su punto de paso

x=1+2A X=A
Hallar posicion relativa de las rectas r: { y=X ;s {y =-A
z=1+A z=—A

Punto de paso P(1,0,1) Punto de paso P(0,0,0)
r: - s: -
Vector director d(2,1,1)  (Vector director d(1,—1,—1)

Comprobamos si los Vectores de direccién son paralelos; implicaria que son proporcionales
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2 1 1

=> 1 * == rectas no son ni paralelas ni coincidentes.

Comprobamos si tienen un punto en comun:

r: (1,0,1) + (2,1,1)%;

s:(0,0,0) + (1,—1,—1)Acambiamos el esclar A por  en una (0,0,0) + (1,—1,—1)B
(1,0,1) + (2,1,1)A = (0,0,0) + (1,-1,—-1)B;

1
T+2A=B |1+2(-p)=p3=1B=3
A+2014+0)=B,-B—-B) =>3 A=- L=
1+1=-8 ==H
1+ (=B =-B1=0;
No hay punto en comun son oblicuas
49. Ejercicio
Comprobar la posicion relativa de las dos rectas:
_{X+y+z—3=0 x—-1 y-1 _z-1
"lex—y+z-2=0 "2 71 "3
Solucién
_ X=A x=2A Fy X=A
r:{ZXXJr_yJ:rZZ_g’Z‘_OO;[A+y+z=3;{ y+z=3-% F2=F2+F3{0+22=3—)\+2—2)\;
y B 2A—y+z=2\-y+2=2—-2\F; —y+z=2-2%
( Xx=2A ( X=2A ( X=X
X=X 5 3% _5 3% _5 3&
[zz=5—3x; { 22577 { i N {Z—z‘?
—y+z=2-2\ 5 3% 5 3 4 a1
yto-5 =2 2A,(y—+2 > 2+2ky—+2+2

Punto d P(O5 1)
unto de paso 1505

= 31
Vector drecord(1,-2,1)
ector dairector 2'2

r:

x—1 y—-1 x-1 {Punto de paso P(1,1,1)

s: = = ;S -
2 1 3 Vector director d(2,1,3)

Comprobamos si los Vectores de direccién son paralelos; implicaria que son proporcionales

1

5 1 3 1
=3 ; 5 * 3 * grectas no son ni paralelas ni coincidentes.

N
D] W

=>>=

31
2’2
fg+;‘=1+28 A=1+28 A=1+2p fl:?;g
S—SA=1+4p|5-3A=2+28)3=5-2-28) 1=

5
Comprobamos si se cortan o son oblicuas (0,5,5) + (1, )A =(1,1,1) + (2,1,3)B

|12 12 l+3>\=1+3B l+3>\=1+3B 1.1 ’
(§+§?\=1+3B 22 22 \§A=E+3B
1+2B:§_23_B_{3+6B=13_28{14[3:10; P=o sustituyo l?\=l+3[3
%A=%+35 SA=5+38 (FA=5+31=1 272

1 1
—?\=§+3*0; A=1; ParaA= 1y = 0 se cortan;

N
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PRUEBA:

=2
( X5 3A x=1

r= { 1= paraA = 1,{z = 1; Punto de corte (1,1,1)
— 4 1 + A y=1
v=+3+7
. x—1 y—1 x-1
Comprobamos si el punto (1,1,1)pertenece a s: = = =>

2 1 3

50. Ejercicio

Dadas ] ¢ . 2_y_z—l _x—l_y—Z_z—B
adas lasretasr: x == S'1+a_ e

a) Determinar para que valor de a las rectas se corten
b) determinar para que vlaor de a las rectas son perpendiculares
Solucién
a) Determinar para que valor de a las rectas se corten
ey 2= vy _z= 1 { Punto de paso P(2,0,1)

' -1 2’ |Vector director 3(1, -1,2)

x—1 y—-2 z-3 Punto de paso P(1,2,3)

5 1+a -a  3a ’ {Vector director 8(1 +a,—a,3a)

20+ (1,-12)A=(1,23)+ (1 +a,—a,3a)B

24A=1+1+a)B2+A=1+p+ap 2—-2+aB=1+p+aP -1=8
0-A=2-af { A=-2+aB sutituyo A=-2+aP A=-2+a(-1)
1+20=3+3ap (1+20=3+3ap 1421=3+3aB (1+21=3+3ap
~1=

A=-2-—a sustituyoAyB => 1+2(-2—-a)=3+3a(-1);1-4—2a=3-3g;
1+ 21 =3+ 3ap

1—-4—-2a=3—-3a,—6=—a;a=6;
COMPROBAMOS SI SE CORTAN PARA a = 6;

y z-—1
X—2=-=
rx 1 2
x=1 y-2 z-3 tit — 6 x=1 y=-2 z-3x-1 y—-2 z-3
$1¥a —a 32 SBTWOATESIRETT6)  36) 7 -6 18 °

2+A=1+78 A=-1+7
paraversisecortan{ 0—-A2=2-6f { A=-2+6B =>-14+78=-24+6B; B=-1;
1+2A=3+18B\1+21=3+18p3

1+20=3+18(-1;20=—1+3- 182 = ——=—g{0 ¢
y .1 x =2+ 1A x=2+1*(—8) x=-6
r:x—2=_—1= 5 ecuacionparametrica{y=0—1?\ paraA= -8 => y:O—l*(—S)[y=8
z=1+42A z=1+2%(-8) z=-15
o1 yo2 o3 (k147 X=147(-1) (x=—6
S === =g ; Parametrica {y =2 - 6B paraB=-1yy=2-6(-1){ y=8
z=3+18B z=3+18(-1z=-15

PUNTO DE CRUCE (—6,8,—15)

40(54)



b) determinar para que vlaor de a las rectas son perpendiculares

Si son verticales el producto escalar de de susvectores directores seria cero.

Vector director 3(1, —1,2) = Vector director 8(1 +a,—-a,3a)=0; (1,-1,2)*(1+a,—a,3a) =0

1
11+a)+(-1)(-a)+2%3a=0;14+a+a+6a=8a+1=0;a= =8

51. Ejercicio

Estudia la posicion relativa de dos rectasry s

X =2-=2A X=W
r= y=3—}\; S:[y=-1+2}l}
z=1+X z=7-3

Solucion

X=2—2}\,{d—r>=(2'_1,1)52{ X=}\; {d_s)=(1,2,—3) a_)

r=1y=3-X _ y=—1+2X B T
z=1+1 A=0Q3D 2=7-3% WB=0-17)

y E; no son paralelos

las rectas no son coincidentes ni paralelas. Hallo ,ﬁ = P,(0,—1,7) — P.(2,3,1) = (-2,—4,6)

2 -1 1
Elproducto mixtode (d, ,dy, BB )=|1 2 -3|=24-6-4+4-24+6=0;
-2 -4 6

las rectas ry s son secantes;
Hallamos el punto de interseccion

X =2 —2A, X =W n=2-=2%
{y=3—)\; s={y=—1+2u; igualamos{1+2u=3—7\;

z=14+X% z=7-3y 7—3u=1+X%

p=2-2
[1+2u=3—?\; 1+22-20)=3-X451+2—-421=3—-21;3A=0; A =0;
7-3u=1+X%

X =2—2A, x=2—-2%*0, X =2,
Puntodecorte{y=3—7x; sustituimos{ y=3-0; ={y=3; (2,3,1)
z=1+X z=1+4+0; z=1;
52. Ejercicio

Estudia la posicion relativa de dos rectasry s

x—2 'y x+2 y+8
i <) —E—z+1,s. 1 —T—Z+5
Solucién

x—2 -2 +1 (g = (-
T =X=z+1=r:x =Y .dr_( 121)

-1 2 -1 2 1 '|p=(20-1)

x+2 y+8 x+2 y+8 z45 d, = (1,2,1)

St ===z =s: = = , s e
1 2 1 2 1 P, = (—2,—-8,-5)

d, # dg rectas son secantes o se cruzan

las rectas no son coincidentes ni paralelas. Hallo ,ﬁ) = P(—2,—-8,—-5) — P.(2,0,—-1) = (—4,-8,—4)

-1 2 1
El producto mixto de @,ds,ﬁ)= 1 2 1|=8-8-8+8-8+8 = 0;retas secantes
-4 -8 —4
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53. Ejercicio

Estudia la posicion relativa de dos rectasry s

x y+1 z [x=22t;t
r—="——==; 51y = -2t

—2 2 3 z = -3t
Solucion

p oyt _z {HZ = (-223)

=2 2 3P =(0,-10)

s: iy = =2t {ds =(2,-2,-3)
7 = —3t; [)S = (0;0;0)
d, = (=2,2,3) = d, = (2,—2,—3)rectas paralelas o coincidentes

Sustit P, = (0,0,0) -X—Y+1—Z—>0—0+1—0-0¢1-P t
ustituyo Py = (0,0, enr._z— > T30 37 5 T3 > s No pertenecear

P; no pertenece a r => rectas paralelas

54. Ejercicio
Estudia la posicion relativa de dos rectasry s

- {x+y—z=2;. _{x—Zy—Zz=3;

2x—z=3; '’ 2x—3y=0;
Solucién
(x+y—z=2; _{x+y—z—2=0;
r.{ 2x—7=3 S: 2%X—7—3=0; hallamos dos puntos,
damos valores x = 0; {g:g:;:;’z = —3;sustituyoenx+y—z=2; y=—-1;A(0,—-1,-3)
L x+y—-3=2; _ ., ..
damos valores z = 3,{ 2%—3 =3; x=3;y=2;B(32,3)

. {x ty—z=2; {H: =B(3,2,3) — A(0,—-1,-3) = (3,3,6) = (1,1,2)

2x—z=3; P.=(0,—1,-3)
.{x—Zy—Zz=3;_ _{x—Zy—Zz—3=0;
1 2x=3y=0; 2x—3y=0;
. (x—=2y-2z=3 (0-2y-2z=3 3 3
damosvaloresx—O,s.{ 2x = 3y = 0; .{2*0_3}1:0; y—O,Z——E,A(O,O,—E)

x—2y—2z=3; _{x—2*2—22=3;

damos valoresy = 2; s: { 2x — 3y = 0; 2x—3%2=0;

x=3;z=-2B(32-2)

_ 3 1 1

(x=2y—22=3;|d. = B(3,2,-2) — A(0,0,—2) = (3,2, ——) - (32,-5)

Sl 2x=3y=0; 2 2 2
' P =(3,2,-2)

v - 1
d. = (1,1,2) # dg (3_2, _E) rectas no son paralelas

las rectas no son coincidentes ni paralelas. Hallo ,ﬁ = P(3,2,-2) — B-(0,—-1,-3) = (3,3,1)

11 2
— 1 3 3
El producto mixto de (dr ,ds , P.Ps ) =13 2 -3 =2+18- 57 12-3+ 5= 5; retas secantes
3 3 1

55. Ejercicio
Calcula el valor de k para que las rectas r y s se corten en un punto . Hallar las coordenadas de

Xx=2-=2 x=—-1+2y
dichopuntor={y=2+7\; s={y=—1+u;
z = 3\ z=Kk—-3
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Solucion

X=2-X (= _
r:{y=2+?\; {dr =(-1,13)

7z =3\ Pr = (2;2;0)
x=—-14+2y —
s={y= 1+ {ds =@1-3)
Z=k—3|,l; Psz(_l;_l;k)

d_r) =(-1,13) # d_s) = (2,1, —3) no son paralelos no coincidentes

Hallo, PP, = P,(—1,—1,k) — P.(2,2,0) = (-3,-3,k)

-1 1 3
El producto mixto de @,ds,ﬁ) =12 1 —3| = 0; para que se corten han de ser coplanarios;
-3 -3 k
-1 1 3
2 1 -3|=-k+9-184+9+9-2k=9-3k=0;k=3;
-3 -3 k
X=2-A x=-1+2y x=2—-17 (x=-1+4+2y
r={y=2+}\;s={y=—1+u: parak = 3; ={y=2+7\;={y=—1+u; igualo
z = 3 z=Kk—-3 z = 3X\; z=3-3
2—A= —-142p
2+)\=;1_-;5; sustituyoen2+A=—-1+p=> 2+ (1 —-wW=-1+y
3A=3-3y;, A= 3 =1—u
— 2w =2 susti —{_9=_1.[n=2
4 = 2p; u = 2;sustituyoA = 1-—2 1; {}\z 1
X=2—-2A x=2—-(-1); (x=3;
Punto de corte r = {y = 2 + A sustituyo A{y = 2 + (—1); { y=1 (31,-3)
z = 3); z = 3(—1); zZ = —3;
x = —1+2y; X==14+2%2;(x=3;
Punto de corte s = {y = —1+ ; sustituyo p { y=—-1+2; { y=1 (3,1,-3)
z=Kk—-3 z=3—-3%2; \z=-3;
12 Haces de planos
12.1 Haz de planos paralelos
Dado que dos planos son paralelos, siempre que los
coeficioentes (A, B, C) de sus ecuaciones sean R
proporcionales
{ Ax+By+Cz+D=0 s\
A1X+Bly+ C12+D1 =0 ?14 \
lel 2_B_C * b n \
son paralelos 51A1 =BG 7D, 3
1o
El haz de planos paralelosa Ax+ By +Cz+D =0 I2 \
seran Ax + By + Cz+ K =0 LIET \

Ejemplo:
Calcular el haz de planos paralelos ax + 2y — 3z — 5 = 0 y que pase por (3,—1,2)
El haz de lanos serd x + 2y — 3z + k = 0; si ha de pasar por P(3,—1,2)ha de cumplir
X+ 2y — 3z + k = Osustituyo => 3+ 2(-1)-3(2)+k=0;3—-2-6+k=0;k=5;
el plano del haz ue pasa por (3,—1,2) serdx + 2y — 3z + 5 = 0;
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12.2 Haz de planos secantes

Dado que la ecuacion implicita
de una recta

Ax+By+Cz+D=0
: { X y z esta definida como

A1X+B1y+clz+D1 =0
la intersecion de dos planos.
Por tanto cualquier punto P(a,b, ¢) de la recta ha

de cumplir las dos ecuaciones de los plano.

Por lo que cualquier plano de la forma
(Ax+By+Cz+D)+k(Ax+Byy+Ciz+D;) =0;
contiene a dicha recta

Ejemplo:

X+y—z=2;
2x—z=13;

Hallar la ecuacion del haz de planos secantes en la recta r: {

{X+y_z_2=0; haz de planos = (x +y —z—2) +k(2x—z—3) =0

2x—z—3=0;

56. Ejercicio
Escribe la ecuacion de los siguientes haces de planos
a) paralelosal planom: 3x+3y—z—3 =0;
b) que tiene como vector normal 7 = (—1,2, —3)

¢) Que contiene ala recta {ZXX_—yy-:-Zzzzoo

d) Paralelo al plano de coordenadas XZ

e) Que contiene al eje de coordenadas Y

Solucién

a) paralelosalplanom:3x+3y—-z—-3=0; 3x+3y—z2+k=0

b) que tiene como vector normal i = (—1,2,-3); =x+ 2y —3z+ k=10

Xx—y+z=0

2X—y+z=0 x—y+z+k(2x—y+2z)=0;

¢) Que contiene a la recta{
{x—y+z+k(2x—y+z) =0
2x—y+z=0
d) Paralelo al plano de coordenadas XZ. El plano de coordenadas XZ =y
y+tk=0
e) Que contiene al eje de coordenadas Y; el eje de coordenadas Y esta definido por los planos

_ {plano XY z = 0;

Plano XZ y = 0; z + ky = 0;y hay que afiadir el plano y = 0;
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57. Ejercicio
Escribe la ecuacion del haz de planos secantes z
que contienen a la bisectriz del angulo formado por My
XeY
Solucion

Dos puntos de la bisectriz de XY serian (0,0,0)

otro podria ser (1,1,0) 1.
P (0,0,0);
recta bisectriz = {—
ds = (1,1,0) — (0,0,0) = (1,1,0)
x=0+1A (x=1A X
recta bisectrizXY{jy =0+ 1A=3{y =2
z=0 z=0
(, X
. . S 1 Lo (x—y=0
recta bisectriz parametrica = _ Y implicita { 220
1 =
0

.-

haz de planos secantes que contiene a recta bisectriz XY;x —y+kz=0yelplanoZ = 0

58. Ejercicio

Escribe la ecuacion del haz de planos secantes que contienen a la recta que pasa por A(1,—1,3)

yB(O,—Z,l)
Solucion
P (1,-1,3);
ecuacion de larecta = {—
d; =B(0,-2,1) —A(1,-1,3) = (-1,-1-2)
A=—x+1
=1- —x+1=-y—-1

e P S A S W _Z+3={—X+y+2=0
Y= —z+3 1 1 2 |—=x+1= -2x+z—1=0
z=3-2A 7= 2

Haz de planos —x+y + 2 + k(—2x+z — 1 = 0; afiadiendo el plano —2x+z—1=10

59. Ejercicio

x=1+t
Escribe la ecuacion del haz de planos contiene a la recta de ecuacion parametrica {y = —2 +t
z =2+ 2t
Solucién
14t (P5X71 Xx—1=y+2
yX—_—2+t t=y+2 x—-1 y+2 z-2 _Z_z {X—y—3=0
Z=2+2t t=Z_2 1 1 2 x—1= 2x—z=0

Haz de planos x — y — 3 + k(2x — z) = 0; afiadiendo el plano 2x —z = 0

60. Ejercicio
Halla la recta que est4 contenida en todos los planos de la forma m: x — 2y + Az = 0;
Solucién
Haz de planos m: x — 2y + Az = 0;

x—2y=0

recta{ 7=0
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61. Ejercicio
Calcula la ecuacion de la recta ue es perpendicular la plano m: 2x + 2y — 3z = 6;
y pasa por el punto A(-2,,3,4)
Soluciéon
Si la recta es perpendicular al plano, su vector director sera igual al vector normal del plano
m2x+2y—32=6;2x+2y—3z2—-6=0
P (—-2,3,4); - {X =—-2+2t

Ecuacion de la recta {—> ;1 y=3+2t
ds=(22-3)" ;= 4 -3t

xi;iif}=X+2=y—3=—Z+4{2x+4=2y—6{n—2y+10=0{n—y+5=0
Y 2 2 3 Bx+6=-22+813x+2z2-2=0 Bx+22-2=0

62. Ejercicio

Calcula la ecuacion del plano que es perpendicular a m: x —y + 3z = 4;y que contiene a la recta

x=1+t
r—[y=2—t

z =3+ 2t
Solucion

Para calcular la ecuacion de un plano necesitamos conocer dos vectores contenidos en el plano

y un punto del mismo

Un plano n perpendicular a m:x — y + 3z = 4 contendra el vector normal del plano ©

Vector director del plano 1 serd 1 = N_n) (vector normal del plano m) = (1,—1,3)

Si ha de contener a la recta otro vector director del plano 1 serd el Er)( Vector director de la recta)(1,—1,2)

Por otro lado si el plano contiene a la recta en P passo de la recta (1,2,3) pertenecera al plano

1 1 x-1
Ecuacion implicita del planon |-1 -1 y—-2|=-z+3-2x+2+3y—-6+3x—3+z—-3—-2y+4=0
3 2 z-3

Ecuacion implicita del planonx+y — 3 = 0;
63. Ejercicio
Verificar si los puntos A, B, C estan o no alineados
a) A(2,2,—1) B(1,3,1) C(0,4,3)
b) A(1,-2,3) B(4,3,—1) C(7,8,—4)
Solucién

a) A(2,2,—1) B(1,3,1) C(0,4,3).Hallamos la recta que pasa por AB y comprobamos si C pertenece a la recta.

P (22,-1); x=2-t
Ecuacion de la recta {— ;] y=2+t
dAB =B(13,1) — AQ22,-1) = (-112)" [, Z _] 1 2¢.
x=2-t 0=2-tt=2
Comprobamos si C(0,4,3)pertenece { y =2+t sustituimos { 4=2+tt=2 pertenecealarecta
z=—-1+4+2t 3=-14+2t;t=2;

A(2,2,—1) B(1,3,1) C(0,4,3) estan alineados
b) A(1,-2,3) B(4,3,—1) C(7,8,—4)

p (1' _2'3); x=143t
Ecuacion de la recta {— ; iy =—2+5t
dsAB = B(4,3,—1) — A(1,-2,3) = (3,5, —4) 7 =13 — 4t

7=14+3tt=2;

x=1+3t 8=—-2+56t=2
Comprobamos si C(7,8, —4)pertenece [y = —2 + 5t sustituimos ’ - No pertenece
z=3-4t —4=3—4t;t=Z
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A(1,-2,3) B(4,3,—1) C(7,8, —4)no estan alineados

64. Ejercicio
Verificar si los puntos A, B, C D son coplanarioss
a) A(2,1,0) B(4,2,0) C(1,-2,0) D(1,2,0)
b) A(1,1,1) B(2,2,—1) €(—1,2,2) D(2,1,2)
Solucién
Dos o mas puntos son coplanarios si los vectores determinados por ellos son coplanarios.
Dos o mas vectores son coplanarios si son linealmente independientes, Rango(A—B: AC,AD =2
AB,= B(4.2,0) — A(2,1,0) = (2,1,0);
AC, = C(1,-2,0) — A(2,1,0) = (-1,-3,0)

AC,= D(1,2,0) — A(2,1,0) = (-1,1,0)

2 1 0
—1 -3 0| = 0;son coplanarios
-1 1 0

AB,= B(22,-1) —A(1,1,1) = (1,1,-2);
AC = C(-1,22) — A(1,1,1) = (-2,1,1)

AC, = D(2,1,2) — A(1,1,1) = (1,0,1)

1 1 -2
-2 1 1|=1+4+1+2+2=6=0=> No son coplanarios
1 0 1

65. Ejercicio
Calcula la ecuacion del plano que contiene a la recta r y al punto A

x—2y+3z=6
a)r{ V=12 A(2,2,-2)
x=-1+t
b) r{ =t A(222)
Z=—t

Solucién

X—2y+3z—6=

Xx—2y+3z2=6 0
a) r{ y—7=0; A(2,2,-2)

ARCRRPCE RIS
Hallamos dos puntos de la recta r{x B 2;;1- 322_0_6 =0

x=0; {X_ZY+3Z_6=0 y=2z0—-2y+3y—6=0;y = 6; unpunto B sera (0,6,6)

y—z=0;

x=1; {X_ZY+3Z_6=0y=Z; 1—-2y+3y—6=0;y=>5Unpunto Csera(1,5,5)

y—z=0;
AB = B (0,6,6) — A(2,2,-2) = (—2,4,8)
AC = C(1,55) — A(2,2,-2) = (-1,3,7)

Formula del plano con dos vectores directores Kﬁ, AC y un punto B

-2 -1 x-2
4 3 y—2|=-6z—12+28x—56—-8y+ 16 —24x+48+4z+8 + 14y — 28 = 0;
8 7 z+2

4x+6y—22—24=0=>2x+3y—z—-12=0
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El plano pedido serd 2x + 3y —z — 12 = 0;
RESOLUCION POREL HAZ DE PLANOS

r{X_ZY+3Z_6 =0 ; Xx—2y+3z— 6+ t(y — z) = 0; Plano que pase por A(2,2,—2)

y=z
14
2—2*2+3(—2)—6+t(2—(—2))=0;2—4—6—6+4t=0;t=7=5;
7
X—2y+32—6+t(y—z)=0;sustituyot=>x—2y+32—6+5(y—z)=
7 7 3 1
X—2y+3z—6+zy—iz=0;X+Ey—zz—6=0;2x+3y—z—12=0

x=-1+t .
b) r{ =t A(2,2,2) ,ds = (1,1,—1); P(—1,0,0)
Z=—t

AP = A(2,2,2) — P(-1,0,0 = (3,2,2)

1 3 x+1
1 2 y |=22+2x+2-3y+2x+2—-32—2y=4x—5y—z+4=0
-1 2 z

El plano pedido serda4x — 5y —z + 4 = 0;

66. Ejercicio
Dados los puntos A(—1,2,0) y B(5, —2,4) calcular las coordenadas del punto C,tal que la distancia de
C a B sea el triple de que la distancia de Ca A
Solucién
AB = B(5,—2,4) — A(~1,2,0) = (6,—4,4)
CB = C(x,y,z) —B(5,—2,4) = (x—5,y+2,z—4)
AC=A(-12,0) - C(xy,2) = (-1 —-%2~y,~2)

- 3(-1-x)=x—-5(-3-3x=x-5
3AC=CB;3(-1-x2-y,-z)= x=5y+2z2-4);{ 3C-y)=y+2 {6-3y=y+2
3(-z)=z—-4 —3z=z—-4

1
-3-3x=x-5 4x=—2;x=—5 1
6—33y_=y+42 dy=ty=1 7LD
U=z 47 = 47 = 1;
67. Ejercicio

Calcula el valor de ab para que los puntos A(2,0,—1),B( 1,2, —2)y C(1, a, a)pertenezcan a la misma recta

Solucién
_ t=1-x
. P (1,3,); x=1-t¢ y—a
Ecuacion de la recta {— ;iy=a+2t {t= ;
d,AB = B(1,2,-2) — A(2,0,—-1) =(-1,2,-1) = a—t 2
- ’ t=a—z
Si los pntos pertenecen a la rectacumpliran la ecuacion
t=1-x t=1-2 t=—-1
y—a 0—a —a ) ) )
paraA(2,0,—1){ t= > t= > ; t= 7.‘ a =2 ; elsistema esincompatible

t=a—-z (t=a—(-1); ‘t=a+1la=-2

No existe ningun valor de a que cumpla la condicion
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68. Ejercicio

Calcula el valor de ay b para que los puntos A(2,0,—1),B( 1,2, —2)y C(1, a,b)pertenezcan a la misma recta

Solucion
P (1,a,b); x=1-t
Ecuacion de la recta { — ;dy=a+ 2t
d;AB = B(1,2,—-2) — A(2,0,-1) = (-1,2,-1) z=b—t
t=1-x _
Y- 1—x=u_{2—2x—y+a=0_
2 1 —b2 "(1-x+z-b=0;’
=b-—1z —x=b—z
2-2%2-0 0a=2 =1z
Ly —2x2—-0+a=0;a=2 . _y2
Soluc10ncomprueboA{1_2_1_b20;b=_2.ecuacmndelarecta t 22 g
t=—-2-3

Si todos los puntos pertenecen a la recta estaran alineados:
{A_B) =B(12-2)-AQ0,-1D=(=12-D) estan alineados pues B y C son el mismo punto
AC= C(1,2,-2)-A(2,0,-1) = (—1,2,-1);

69. Ejercicio

Calcula el valor de m para que los puntos del espacio A(0,1,2), B(1,0,3),C(1, m, 1)y D(m,—1,2m)

pertenezcan al mismo plano

Solucion

Un plano viene definido por dos vectores directores y un punto del plano

{ AB =,B(1,0,3) — A(0,1,2) = (1,-1,1) J el punto C(1,m, 1)

AD = D(m,—1,2m) — A(0,1,2) = (m, —2, 2m — 2);

1 m x—1
-1 -2 y-m|=-2z4+2-2mx+2m+2x-2+my—m?+2x—2+mz—m—2my+2m?+2y—2m=
1 2m-2 z-1

—2z-2-2mx—-m-my+m?+4x+mz+2y=0
Como el plano ha de contener a todos los punto .compruebo que el plano contiene a A(0,1,2),

Sustituyo => —2%2—2—-2m*0—m—-m*1+m2+4+0+m=*2+2+1=0;

—4—2—-m—m+m?+2m+2=0; —4+m? = 0;m = +V4; Pertenecen al plano para = {rrrzn—z—zz

OTRO METODO:

Si pertenecen al mismo plano sean coplanarios

AB =,B(1,0,3) —A(0,1,2) = (1,—1,1)
AC= C(1,m1)—A(0,12) =(1,m—1,-1)
AD = D(m,—1,2m) — A(0,1,2) = (m, —2,2m — 2)

1 1 m

Rag=2=>|[-1 m-1 -2 |=2m?—4m+24+m-2-m?*+m—-24+2m—-2=m?—-4=0;
1 -1 2m—2

Son coplanarios para {rrrzn—z—zz

70. Ejercicio
Dado el planon:6x+4y—3z—d =10
a) Calcula el valor de d para que el plano pase por P(2,0,0)
b) Calcula las coordenadas A, B, C que son los puntos de corte de los ejes de coordenadas con el planon
c) Calcula las coordenadas del baricentro del del tiangulo de vertices A, B, C
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Solucion

a) Calcula el valor de d para que el plano pase por P(2,0,0)

Si ha de contener el punto ha de cumplir la ecuacién

Sustituyo P(2,0,0)en el plano n:6x+ 4y —3z—d=0=> 6*24+4+x0—-3x0—d =0;d =12

b) Calcula las coordenadas A, B, C que son los puntos de corte de los ejes de coordenadas con el plano n

corte con eje X; (x,0,0) =>6x+0—-0—12 = 0;x = 2; A(2,0,0)
N:6x+ 4y — 3z — 12 = 0;{ corte conejey; (0,y,0) =>0+4y—-0—-12=0;y = 3;B(0,3,0)
corte con eje z; (0,0,z) =>0+0—-3z—-12=0;z=3; ((0,0,—4)

¢) Calcula las coordenadas del baricentro del del tiangulo de vertices A, B, C

A(2,0,0)+B(0,3,0)
2

Punto medio AB = = E(1,3,0)

A(2,0,0) + C(0,0,—4)

Punto medio AC = > =D(1,0,—-2)
€(0,0,—4)
Recta CE {— 3 3
dsCE = E(l,E,O) — C(0,0,—4) = (1,54)
x=0+t Xx=t
0 3 =+ > t
y=0+ Et ; y= 2 ;
Z = —4 + 4¢; Z = —4 + 4¢;
B(0,3,0) x=0+2A X =4+A
Recta BD {— y=3-3X;jy=3-3%
d¢BD = (1,0,—2) — B(0,3,0) = (1,-3,-2) z=0-2x lz=—21
A=t

3 3
El baricentro sera el punto de cruce de las dosrecta { 3 —3A =+ Et ; sustituyot =>3 — 32 =+ E}\

—2A = —4 + 4¢;
3—3?\+3?\-6—97\-7\—6—2-7\—23
=3 +5X6=9 A=g=3;A=2/
2

o 2
[

2 3 2 4

baricentro = y=3—3*§, 4 y =1 ; Baricentro (§,1,—§)
| 4
kz:—Z*—' kZ=_§"

71. Ejercicio
Calcular el valor de a para que los puntos A(3,0,2), B(0, a, a), C(1,2,2)y D(—1,—1,0)sean coplanarios
Solucion

Si los puntos pertenecen al mismo plano sus vectores tambien perteneceran

AB = B(0,a,a) — A(3,0,2) = (-3,3,a — 2) 3 4 a-2
AC = C(1,2,2) — A(3,0,2) = (=2,2,0)  sison coplanarios |-2 2 0 |[=0;
AD = D(-1,-1,0) — A(3,0,2) = (—4,—1,-2) -4 -1 -2
-3 a a-2 8 4
-2 2 0 |[=124+2a—4+4+8a—-16—4a=6a—8=0a=—;a==;
6 3
-4 -1 =2
A(3,0,2)
ecuacion del plano, dos vectores directores y un punto de paso AC (-2,2,0)
AD(—4,-1,-2)
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-2 -4 x-3

ecuaciondel plano | 2 -1 y |=2z2—4—-4x+12—-4y+8z—-16=0
0 -2 z-2

—4x — 4y + 10z — 8 = 0; Ecuacion del Plano 2x +2y —5z+4 =0

COMPROBACION
Punto A(3,0,2) sustituyo enel Plano2x +2y —5z2+4=0=>6+0—-10+4 =0; 0K

4 4 8 20
PuntoB(O,g,g) sustituyo enel Plano 2x + 2y —5z+ 4 = 0=>0+§—?+4=0;8—20+12 =0; 0K

Punto C(1,2,2) sustituyo enel Plano 2x + 2y —5z+4=0=>2+4—-10+4=0;0K
Punto D(—1,—1,0) sustituyo enel Plano2x +2y —5z24+4=0=>-2-2-04+4=0;0K
72. Ejercicio
Escribe la ecuacion del plano que pasa por los puntos A(3,1,—1),B(2,0,3) y es paralelo a la recta
_x—2 y+1 z-3
1 3 4

Solucion

P Punto de paso (punto del plano)
Para hallar la ecucion de un plano necesito esto WVector director (vector paralelo al plano)
V;Vector director (vector paralelo al plano

. P Punto de paso (punto del plano
0 esto {—
V, Vector normal al plano (vector perpendicular al plano)

P Punto de paso A(3,1,—1)
AB Vector director B(2,0,3) —A(3,1,—1) = (=1,—-1,4)
@Vector director de la recta pues ha de ser paralela al plano (1,3,4)

-1 1 x-3
ecuaciondelplano [-1 3 y—1|= -3z—-3+4y—4—-4x+12—-12x+36+z+1+4y—4=0
4 4 z+1

—16x + 8y — 2z + 38 = 0; ecuacion del plano —8x +4y —z +19 = 0;
73. Ejercicio

Halla la ecuacion de la recta que pasa por A(2,—3,0) y es paralela a la interseccion de los planos

x=3+t+s
n=3x+3y+z=0yn={ y=t—s
Zz=2+2t+s
Solucién
x=14+t+s x—1=t+s 1 1 x-3
1'[={ y=t—s ={ y=t—s =11 -1 y |=—z+2+x-3+2y+2x—-6—-—z+2-y
z=2+4+2t+s Z—2=2t+s 2 1 z-2

m=3x+y—2z—-5=0;

. . n=3x+3y+z=0 .
intersecion {T[ =3x+y—22-5=0; si se cortan tendran punto comunes
n=0+3y+z=0;z= -3y —y
parax=0{n=0+y_22_520;225%; —3y=T;y=—1;(0,1,3)
n=3+3y+z=0;z=-3y—3 5-3—y
parax=1{n=3+y_22_5=0;225—2—y; —3y—3=T;—5y=5:y=—1;(1,—1,0);

) ] P Punto de pasoA(2,—3,0)
recta interseccion de los dos planos = {— .
V, Vector director (1,—1,0) — (0,1,3) = (1,0,—3)

X=2+A
ecuacion de la recta [ y=-3;
z = —3A;
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74. Ejercicio
Determina la ecuacion del plano que pasa por A(1,—1,1) y B (0,3, —2) y es paralelo al eje Z
Solucion
vector del eje Z; Z = (0,0, 1)
P Punto de paso (1,—-1,1)

Para hallar la ecucion del plano WVector director z’ (0,0, 2)podria ser (0,0,1)
V?Vector director B (0,3,-2) — A(1,—-1,1) = (-1,4,-3)

0 -1 x-1
0 4 y+1l=-y—1—-4x+4=—-4x—y+ 3 =0Ecuaciondel plano4x+y—3 =0
1 -3 z-1

75. Ejercicio

Determina la ecuacion del plano paralelo a los

eje de coordenadas X,Y y que pasa por el punto

x=2+t
de interseccion delarecta jy =1 —t

z = 3t; / A(3.0.3) = 3/

yelplanom=x+2y—2z+3 =0; L4 /
Solucién S /:'; - v
El plano paralelo a los eje de coordenadas 1%
X,YeSZ=0 Plano XY == z=0 /
P de interseccion sustituyo en el plano m los 2 '/'
s
valoresdelarecta=>2+t+2(1—-t)—2(3t)+3 =0
24+t+2-2t—-6t+3=0; -7t=-7;t=1;
x=2+1 (x=3
punto A de interseccion {y =1-1; {y =0; A(3,0,3)
z=3x1;, \z=3;
Si el plano ha de ser paralelo a Z = 0 por el punto A(3,0,3).El plnao sera Z = 3;
76. Ejercicio
x—kz=2; x—1
Dadas las rectas r: {y— 7= —3 S: > = y+1=1z
Hallar el valor de k para que las rectas sean secantes
Solucion
] {x—kz=2;. x=1 tloz=> {x—1=2y;. _{X—Zy—1=0
s y—z=—3‘s' 2 Y sr= y+1=z;‘s' y—z+1=0;
X = 2+ kz; x=1+2y _. .
: _ ;oS " Si son secantes tendran un punto comun igualamos
y=-3+z y=z—1;
_ _ o _ _ o 2+kz—-1
{x—2+kx—2+kz—x—1+2y—> Ztkz=1+2y;y= 2 ’; El sistema es incompatible
y=-3+z=y=z-1,-3+z=z—-1;, 0=+2;
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77. Ejercicio

Calcula la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(—1,2,3) y que toca los ejes de coordenadas X y Z

Solucion

Sitocaalosejes Xy Z,pasara por el punto (0,0,0)

P paso (0,0,0
Recta OP {—) P ( )

78. Ejercicio

Dadas las rectas r: {x+y—z=—6;
2x—z=-2;
Solucion
X= A

r: {X;— y_— Z___;_6’ { 2Xx —z=—2
XTEETE k4y-z=-6

X= A X= A

r:{z=2?\+2{y=?\—4

y=A—-4 {z=2)1+2

s — - > y =mt+ 2

.x+2_y—2_z+1{X= 2t—2
z=2t—1

ds =(—1,2,3) — B(0,0,0) = (-1,2,3)

|

x=0—-2A
{y=0+27\;
z =0+ 3%

x+2 y-2 z+1

572 m 2

x= A
2A—z=-=-2 {
Aty—z=-6

Xx= A
z=2\+2
A+y—z=-6

Xx=-A
y =2A;
z = 3);

Estudia su posicion dependiendo de m

X= A
{ z=2\+2
A+y—(2r+2)=-6

No pueden ser paralelas pues su vectores directores no son proporcionales

X=A=2t-2
veremos sis e cortan .Igualamos y = A — 4 = mt + 2 sustituimos A

z=22+2=2t—-1

A=2t—2
2t—2—4=mt+2
22t—2)+2=2t—1

—2t=— 1 1 m 2
{ZTL 12F[ _ 1?2; sustituimos m *E— 2 *E = —8;?—5 =-8m=-16+2;m = —14,
param = —14 las recta se cortan. Para m # 14 las rectas se cruzan

79. Ejercicio

Del paralelogramo ABCD conocemos A(—2,0,1)B(1,—-1,2)y C(4,2,—3).

a) Calcular las coordenadas del cuarto vertice D

b) Calcular la ecuacion del plano que contiene el paralelogramo

¢) Calcular las ecuaciones de las diagonales del paralelogramo

Solucién

a) Calcular las coordenadas del cuarto vertice D AR =
vl ¢ g
P paso (—2,0,1) A kel MR 5 a5
Recta AB {— B e
dyp = B(1,-1,2) — A(-2,0,1) = (3,~1,1) y =7 A
x=-2+3X (x=-2+3A A ‘,," N .
{y=0—l:{ y=-1 ; T M
z=1+X z=1+X = e
P paso B(1,—1,2) x=1+3t
Recta BC {— y=-1+3t
dgc = C(4,2,-3) = B(1,-12) = (3,3,-5) |, _ 5 _ 5,

Si es paralelogramo a;g X d—Bé producto escalar = 0 pues son perpendiculares

d—AB)Xd—BC) =(3,-1,1)x(3,3,—-5) =9 -3 -5 =1 esunrombo

Recta AD al ser paralela a la recta BC tendra el mismo V director {
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dgc = (3.3. —5)



X = —2+ 3s
RectaAD{y=O+35;
z=1-5s;

] ) P paso C(4,2,—-3)
Recta CD al ser paralela a la recta AB tendra el mismo V director

dap = (3,-1,1)
Xx=4+43u
RectaCD{ y=2-u ;
z=-3+u;

Xx=—-2+3s Xx=4+3u
El punto D serd la interseccion de la recta Recta AD y CD {y=0+3s; = { y=2-u;
z=1->5s; z=-3+u
( _6+3u
x=-2+3s=4+3u | s=—3—=2+u '
[y:0+3s=y=2—u; 2—w =>24+u=—7—;6+3u=2—-uwyu=-1
z=1-5s=-3+u y=0+3s=y=2-us= 3 3
z=1-5s=-3+u
x=4+3u x=4+3(-1) x=1
El punto D = [ y=2-—u ; sustituyou = -1 y=2-(-1) ;{y=3 ;D(1,3,—4)
z=-3+u; z=-3+(-1);, \z=-4
b) Calcular la ecuacion del plano que contiene el paralelogramo
P paso (—2,0,1)
La ecuacion del plano que se define por un punto y dos vectores directores = a;; =(3,-1,1);
dgc = (33,-5)
3 3 x+2
-1 3 y |=9z2-9+3y+5x+10—-3x—-6+15y+3z—3=2x+18y+12z—-8 =0
1 -5 z-1

Ecuacion del plano que contiene el paralelogramo: x + 9y + 6z — 4 = 0

¢) Calcular las ecuaciones de las diagonales del paralelogramo

_ P paso C(4,2,—3) x=44+61
Diagonal AC {— y=2+2\ ;
dac = C(4,2,—-3) — A(=2,01) = (6,2,—4) 7 = —3 — 4):

P paso D(1,3, —4) x=1
Diagonal DB {— y=3—-4t;
dps =B(1,-1,2) — D(1,3,—4) = (0,—4,6) , _ _4 + 6t;
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