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1 Angulo entre dos rectas

El angulo que forman dos rectasr y s en el espacio
viene determinado por el angulo menor que forman
sus vectores de direccién U, , U
ANGULO AGUDO FORMADO POR LAS CECTAS

Cos (U, , Uy) = L

[ur| | Us|

ANGULO OBTUSO FORMADO POR LAS CECTAS

U * U
Cos (U, , Us) = - .

TR el producto escalar sera
u[’ uS

negativo.Para que no varie tomamos el valor absoluto

Sy Jdex U
Cos (U, , U,) = =

|aal + bbl + CC1|
U] | us] \/a2+b2+62\/312+ by +¢,2

1. Ejercicio

x y+1
Calcular el angulo que forman las rectar: — =

2 4 V0T T1
Solucién

x y+1 z-3
r———m =

—, U, =(-1,24

172 g =12
x—2 y z+5

S: — — .

=2="_":4,=@31-2
3 -1z B=0BL2)
L |aa; + bby + ccy| [(=1)3+2*1+4(-2)|
Cose (U, Us) = = _
ey \/a12+ b? oz VCDZH22+4737+ 174 (-2)2
|-3+2-8] 9
V2114 V294

Cose (U, Us) = 0,524890659; Angulo = 58,3391172 = 582,20",20,8212"
2. Ejercicio

—2y—z=0
Calcular el angulo que forman las recta r: { Xx—ay—z

Xx=1;
x+y+3z=-1 yS{Z=—2,‘
Solucién
x—2y—z2=0 le)\
I {X+y+322_1;{k—2y—z=0;z= A—2y; sustituyoenA+y+3A—2y)=-1

A+y+3z=-1
A+y+3X—6y=—-1;5y=4A+1;y=

4}L+1
5 5
X=A X=2A
X:}\ 1 ( LPW ( AP 43
y=—A+== y=% +§ y=¥y=g3 +§ iu=>0,=-,—2
575 L 3 575
2= A2 = A-2GA+D) | z=—2A-Z
y (2 2(57\+5 ( z 5?\ 5
-1=0 (x=1
= -1 y-0 2 ¥
{ZX_ _12, f= X y z+ z{ y=t {y:t Us(0,1,0)
; 0 1 0 lz+2=0 ==

2
4 3
Cose (G, Us) == 0*1+1*§+0(_§)|

4
=2 = —0,5656854
2 2 2 52
02+12+02\/12+(§) +(-3) VT 0 Vzos2
Angulo = 55,550098° = 55¢,33",03528"
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3.

Ejercicio
x+1 z+d
: =y+1=— >

xt+y+z+3=0;
x—y—z—1=0;ys' 2

Hallar el valor de d para que las rectas sean secantes y halla el angulo que forman para ese valor de d

{
-1 {Pr (—1,0,-2);

{

{

Solucién
(x+y+z+3=0;
Xx—y—z—1=0;
X+A+z+3=0; x=-1 x=
Z}\{X—)\—z 1= Osumamos{2x+0+0——2x——1,{ y=X { y=X T (01 —1)-
B —1-A—-z=1z=-2-A ur (0,1, -1);
=2u—1
x+1 z+d X -1,-1,—d);
S TYHI=T ;{ s=u-n {7 2,1,-2 X
- Z:—Zu_d‘ uS(" )'
si se cortan ha de cumplir que tienen un punto comun
2p—1=-1 p=0; p=0;
igualamos { pn—1=2% { -1=X {A =-1;
—2p—d=-2-x\-d=-2-(-1);
x=2pn—1 =-1
punto de interseccion ens { y=pn—1; sustituimos { =-1; (-1,-1,1)
z=—-2u—d; z=1;
x=-1
punto de interseccion en r{ y =12  sustituimos {y = —1, (-1,-11)
z=—-2—-X z=1;
R [0%24+1%1+ (=1)(=2)| 1+2 3 1
Cose (U, Us) == =0,7071068;
P T Jr 121 (L2221 12 £ (22 V2VO W2 V2
Angulo = 45°
4. Ejercicio
Estudia la posicion relativa de las siguientes rectas. Calcular el angulo que forman
XxX+y—2z+1=0; _{2x+y—z—1=0
2x—y+z—1=0; Q Xx—y—2z+1=0;
X=X\ X=X\
zZ = 3\

{
{

3A+0—-z+0=0

Solucién
X=X\
)2(:_)1 f;t}:g {7\+y ZZ+1=0:sumamos{
y A—y+z—1=0;

|

2A—y+z—1=0sustituimos 21—y +3A—-1=0;y =5A—1

X=X
2 0,—1,0);
r:dy =5A—1; {pi( ,—10);
s LT (153
X = ‘=
2I»1+Y_Z—1=0. sumamos {3u+0_3z ='0'Z—|J.

S.{ZX"'Y_Z_l:O;{
Xx—y—2z+1=0; L—y—22+1=0;
x—y—2z+1=0; sustituimosp—y—2u+1=0y=1-

Ug) =

X =
T (i)
Z= ﬁ)S (1' _1'1);
U, (1,5,3)y Us (1,—1,1)no son proporcionales, se cortan
[1%14+5%(—1)+ 31| 1
= = 0,09759
T I G2+ BRI+ (C1)2+ (1) V35xv3 105

Cose (U, U
= 84,3995908 = 84¢,23",58,52688

1
arc cos—— =
V105
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5. Ejercicio
Considera un cuadrado cuyo centro es el punto

C(1,1,—1) y tiene uno de suslados en la recta

(x—=2=y-1;
o

a) calcula la ecuacion del plano en que se encuentra
el cuadrado

b) Calcula la longitud del lado del cuadrado

d;
Solucién o B r
x—2=y-1;, (x—y—1=0; A—2+1=y; [ XN
r:{ z=1; r:{ Z=1; x=7\:{ z=1; r:{)’::l—.l
a) calcularemos la ecuacion del plano en que se encuentra
x=0;
Hallo dos punto de la recta A paraA =0 {y =-1A(0,-1,1)
z=1
x=1;
Hallo dos punto de la recta B paraA =1 {y =0 B(1,0,1)
z=1
AC= C(1,1,-1) — A(0,-1,1) = (1,2,—-2)
BC = C(1,1,-1) — B(1,0,1) = (0,1, —2)
x—1 y—-1 z+1
Ecuacion del plano : | 1 2 —2|= —4x+4+z+1+2y—-2+2x—-2=
0 1 -2
—2x+2y+z+1=0;
b) Calcula la longitud del lado del cuadrado
Lado del cuadrado = 2 Distancia de C ala recta r;
d, = (1,1,0), AD = C(1,1,-1) = A(0,-1,1) = 1,2,-2)
ATk & a2z -2x (0] - Ie-2-Dl 2+ 22+ (D V93
ld;| = Y+ @F+ (0?7 JI+@Z+ (0?2 JIE+@O2+02 V2 V2
ik
1,2,-2)x(1,1,0) =1 2 -2|=k—-2j—-2k+4+2i=2i-2j—-k;(2,-2,-1)
11 0
Longitud del lado del cuadrado = 2h 23 6
ongitud del lado del cuadrado = 2h = 2—=—
¢ N
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2 Angulo entre dos planos

El angulo 3 que forman dos planos es igual al

angulo que forman sus vectores normales 3

Si tenemos dos planos a y T, sus vectores m

normales seran N, y Ty

siendoni, (a,b,c)y Ny (a;, by, )

oL n_* m aa, + bb, + cc
Cos (T, i) = o _)n|= laa, 1 1l
Ing| IMal /g2 4 p2 4 ¢2 Va2 + b +¢,?

6. Ejercicio

Calcula el angulo que forman las siguientes parejas de planos

ax+y+z=0; {oc:—x+4-y+22=3;

a{n: 3x—z=-2; 7P Ty =5;

Soluciéon

2) {a:x +y+z=0; 1. 1,1,1)

m 3x—z=-2; [.(3,0,-1)

Cos (., 1) I+ Tl 11x3+1+0+1x (D) 2 0,36514837
0s (B, By) = s = = - =0,
ORIl PP 2 37y 024 (c1)? V3VI0 V30

arccos 0,36514837 = 68,583286° = 682,347,59,856"
b) {a: —x+4y+2z=3; 10,(-14.2)
Ty =5; 1,(0,1,0)
n o 1 (=) *0+4*1+2=*0)] 4 4
Cos(n,,n,) = —=——= = = = 0,87287156
ORI fCDrr a2 22 0P+ 1210 V2IVT V21

arccos 0,87287156 = 29,2059322 = 292,127,21,3552”

7. Ejercicio
Determina el valor de k para que el plano que pasa por A(2,—2,3),B(0.0.0), C(k, —1,k) sea perpendicular
al planon(2x +y = 3;
Solucién
Para hallar la formula del plano necesitamos conocer dos vectores de direccion y un punto de paso
AB = B(0.0.0) —A(2,-2,3) = (-2,2,-3)
AC= C(k,—1,k) —A(2,-23) = (k—2,-1+2,k—-3) = (k—2,1,k—3)
Punto de paso B(0.0.0)

-2 k=2 x-0 -2 k-2 x
a2 1 y—0|=|2 1 y| = —2z — 3ky + 6y + 2kx — 6x + 3x — 2kz + 4z + 2ky — 6y
-3 k-3 z-0 -3 k-3 z

a: (2k — 3)x + (-K)y + (—2k + 2)z = 0;
Si a: 2k — 3)x + (—k)y + (—2k + 2)z = 0 ha de ser perpendicular a t( 2x + y = 3); 1,(2,1,0);
su producto escalar ha de ser 0;

((2k —3),(=k), (—2k +2) * (2,1,0) =4k— 6 -k + 0 =3k — 6 = 0;k = 2;
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8. Ejercicio
Hallar el angulo que forma los planos T determinado por los puntos A(0,0,8),B(—5,1,2) y C (0,—-2,0)
y 1 que es el plano perpendicularalarectax—1=y—2 = é y que pasa por el punto (0,0,1)
Solucién
AB = B(-5,1,2) — A(0,0,8) = (—5,1,—6)

AC = C(0,—2,0) — A(0,0,8) = (0,—2,—8)
Punto de paso A(0,0,8)

-5 0 x-0 -5 0 X
w1l -2 y—-0[=|1 =2 y |=10z—-80—-8x—12x—40y = 0; m: —20x—40y +10z—80 =10
-6 -8 z-8 -6 -8 z-8

m2x+4y—z+8=0; VN; = (2,4,-1);

Si el plano n es perpendicular a la recta su vector normal sera igual al vector director de la recta

x=A+1
recta:x—1=y—2=—;{y=7\+2 vd, (1,1,6)
6
zZ = 6\

1N = Ax + By + Cz + D = 0 sustituyo el vector directorrm; Xx+y+6z+D=0
N.x+y+6z+ D=0 como hade pasar por (0,0,1) => n:0x+0y+6%1+D=0;D = —6;
n.x+y+6z—6=0; VN, =(116)
—_— —— 2x1+4x1+(—1)*6 0 0
Cos (VN VN,)) = | SOLUIV4 = =0;
J2Z+ 42+ (C1)2VIZ+12+62 V2138 V798

arc cos 0 = 902 los planos son perpendiculares

9. Ejercicio

y 33—z x=A+1
Hallar el angulo que forma los planos m determinado por las rectas r: x = 33 ysiyy=A-1
z=-A+3

yn:2x—y+z=1;

Solucién
y 3-z Xx=1
r:x=§= > ; y =3\ vd, (1,3,—2); Punto de paso (0,0,3)
z=—-2A+3
x=)\+1_)
s:{y:)\—l vdg (1,1,-1)
z=-A+3
1 1 x-0 1 1 X
|3 1 y—-0]=]3 1 y |=z—-3-3x—-2y+2x+y—32+9=0;, - x—y—2z+6=0
-2 -1 z-3 -2 -1 z-3

mx+y+2z—6=0;VN; (1,1,2)
n:2x—y+z=1 VN, = (2,-1,1)

. 1#2+1(-1)+2x1 3 3 3 1
Cos (VN,,VN,) = | 1) | ==

JZ+ 1+ 222410 +12 V66 V36 6 2

’

1
arc cos = = 602

2
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Angulo que forman una recta y un plano

r
o‘\nn_ |
El angulo que forma un plano m con una recta r i
. —— = l]'[
es igual al angulo formado por el vector ” vd, '
i i
director delarectary el vector director de la = B i
e
recta proyectada sobre el plano | | | n

El angulo {3 es el complementarios del angulo o;

sen 3 = cos a;

|vd, x VN, | _ laa, + bb; + ccy]

V| VNG | a2 + b2 + ¢2 Va2 + b2 + ¢

sen B = Cos (vd, ,VN,) =

|a31 + bb1 + ccq

Va2 + b? + c2 /alz + by? +¢q2

B = arcsen

10. Ejercicio

x—1 y+2 z+1

Hallar el angulo que formalos planosmyrectasr a)m: x+y — 2z = —1;r: > 1 1
. =3 pf ¥=73
b)m: -3x+2y+z=3; r'{x+22=1;
Solucién
x4 g = —1: x=1 y+2 z+1
an:x+y—2z=-L;n =TT T 1
m:x+y—2z=-1; VN, (1,1,-2)
x—1 y+2 z+1 —
r: 2 = 1 = 1 ;Vdr(zv_lvl)
| vd, * VN, | [1%2+4+1(=1) + (=2) * 1] 1 1 1
senf = & __

CONGIVNG L 1Pk (2 2P (E+ 12 V6VE V36 6

1
arc Seng = 9,5940682 = 92,35" 38,6448

b) m: —3x+ 2y +z =3; VN, (-3,2,1)

‘=1 x=2A
y=—3 { - y=—3 N 1
r:{ y=-3 ; vd,(1,0,—3)
=1 1—2 Ver
X+ 2z 1'/1+22=1 z=— 2
2
. 1 1 7 7
Ca N, |Esiezeoris ()] aes-pl 0 g 7

sen

2 _ .
—_— = = -7 = 70 ’
A N (s e /12+02+(—%)2 x/ﬁfl +%) M\E ZV70 Y

7
arc sen—— = 56,7890892 = 562,47 20,7204"
V70
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11. Ejercicio

Para que valores de mson el planom: x + my —z+ 1 = O y larecta r: {ZXX__Z}ZIB:FZ 121 (i 0:

a) paralelos;

b) Perpendiculares c) Calcula en funcion del parametro m que angulo forman la recta y el plano
Solucién

mx+my—z+1=0; VN(1,m, —1)

x=2
2y+1=0 1t+a ng A 1
r'{ZX—2y+Z+1=0;{ 2 y=3 +3 Vdr<1,2; 1>
1+2
VA_ZGTTJ+Z+1=m z=—1;
. , 1
| v, « VIV, | Lx1+mxz+ (-D(-D) 12+ )
sen = — = = =
d;| VN 2
Iva:| VN | ,/12+m2+(—1)2J12+(%) +(-1)2 V2+m? /2+%)
44+m 4+ m
I~ I  4+m
o 7y 7y’
4+m
sen = ————
V92 +m?)
4+m
a) paralelos => —————=0;m = 0;
V92 + m?)
. 4+m
b) Perpendiculares ———==1; 4+ m = 92+ m?);4m? —4m + 1 = 0;

V92 +m?)
4VE—d¥ax1 1 1

- m=—

m

2%4 2’ 2
¢) Calcula en funcion del parametro m que angulo forman la recta y el plano
4+m
senfl = ——
V92 +m?)

4 Proyeccion ortogonal de un punto sobre un plano

P
Se llama proyeccion de un punto P sobre un plano T,
r
al punto P; que se obtiene como la interseccion
s
de la recta r perpendicular al plano m que pasa por P
Pi

12. Ejercicio

El triangulo de vertice A(2,0,3),B(—1,1,1) C(0,1,2) se proyecta ortogonalmente sobre el plano
de ecuacién m: x + 2y — z — 2 = 0; Halla los vertices del triangulo proyectado

Solucion

mx+2y—z—2=0;VN; (1,2,-1)

X=A+2
Recta perpendicular al plano por el punto A(2,0,3) v—d; (1,2,-1)s:y y=2A
z=—-A+3
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X=A+2
Punto de interseccionrectas:{ y =2\ yplanom:x+2y—z—2=0
z=—-A+3

1
Sutituimos A+ 2+ 22X —(—A+3)—2=0; A +2+4A+ A—3—2=0;61=3;A=E;

x=A-1
Recta perpendicular al plano por el punto B(—1,1,1); v—)dS 1,2,-Dri{y=21+1
z=-A+1
x=A-1
Punto de interseccionrectar:{y = 2A + 1yplanom:x+2y—z—2 =10
z=-A+1

1
Sutituimos A—1+2+*(2A+1)—(-A+1)—2=0; A-1+4r+2+ 7\—1—2=0;6?\=2;?\=§;

X=A
Recta perpendicular al plano por el punto C(0,1,2); vTS (1,2,-1);ttyjy=2A+1
z=—-A+2
X=A
Punto de interseccionrectat:{y = 2A+ 1yplanom:x+2y—z—2 =10
Zz=-\+2

1
Sutituimos A+2*(2A+ 1) —(-A+2)—2=0; A+4r+2+ )\—2—2=O;67\=2;}\=§;

13. Ejercicio
Hallar la proyeccion ortogonal del punto P(0,0,0) sobre el plano m:x+y+z—1=0;

Solucion

mx++z—1=0;VN, (1,1,1)

Xx=2A
Recta perpendicular al plano por el punto P(0,0,0) vd; (1,1,1)s: y=2A
z=2
Xx=2A
Punto de interseccion rectas:{y = Ay planom:x+y+z—1=0
z=2A

1
Sutituimos A+ A+A—-1=0; 3A = 1;)L=§;
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14. Ejercicio

Hallar las coordenadas del punto simetrico b A(=2,~2=3)
aA(—2,—2,—3) respecto al plano 1 AT
nN:2x+y+z—-3=0; I11‘[

Solucion

El vector normal al plano 2x+y+z—3 =0

VNpes (2,1,1).

o——— o f—
L=

— X=2A—2
r{ Dr(211) ;r{y=lk—2
A2-2-3) (= 1a-3; l
Punto P; de corte delarectary el planon B(x y,z)
X=2A—-2
r{y=17\—2;n:2x+y+z—3=Osustituim052(27\—2)+(7\—2)+(?\—3)—3=0
z=1A-3;
PA—44+A—-2+2A—-3-3=0;6A—-12=0; A=2;
X=2A—2 X=2%x2-2 (x=2
PuntoPlssutituyoenrr{y=7\—2 7\=2=>{ y=2-2 {y=0 P, (2,0,-1)
z=A-3; z=2-3 \z=-1;

1 1
P =5(A+B); P (20,-1) = 5(A(=2,-2,-3) + B(x y,2)); B(xy,2) = 2P (20,~1) — A(=2,-2,-3)

B(x,y,z) = (4,0,—-2) — (—2,-2,-3) = (6,2,1)

5 Proyeccion ortogonal de una recta sobre un plano

Se llama proyeccion de una recta r

sobre un plano m,alarectar;,que

se obtiene como la proyeccion de dos

puntos de la recta r sobre el plano 1.

=
I L

y Y

La proyeccion de una recta r sobre un plano m, se obtiene como interseccion de plano m 4

Otra forma:

perpendicular al plano m y que contiene a la recta

15. Ejercicio

xty=-1

Hallar la proyeccion ortogonal de la recta r: {3)( _y+2z=

0sobreelplano mx—3y+z+3=0;

Solucién

mx—3y+z+3=0;VN,(1,-3,1)

x=21 X=A
=— - =-2A-1 1
r: {3XX_+ y+ 2z i 0’ { y=-A-1 y 1 Un punto de la recta seraP(O,—l,—E)
y M= (A-D+22=0(z=-22~5;

Vd, = (1,-1,-2)
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1 1
x—0 y+1 z+> X y+1 z+2
La ecuacion del plano t; = 2| = 2

1 -1 -2 1 -1 -2
1 -3 1 1 -3 1
3 1
= —x—2y—2—32—5+z+5—y—1—6x= —7x—3y—2z2—4=0; 7x+3y+2z+4=0;
X=2A
3++3O)\+(8?\7)+30
. . . Xx—3y+z = -y e — — —
Recta pedida es la interseccion de los dos planos {7x 43y +2244=0 { 3 o 3 ;
\  z=-3r73
X=2A
5)\+ 2
y=73%73
_ 8)\ 7
\z=-32~3
16. Ejercicio
. x—4 y—-1 =z
Hallar la proyeccion ortogonal de la recta r: + 5 + 5 sobre el plano m:x+y +z = 0;
Solucién
r: > + — + 7= y = 2A + 1 hallamos dos puntos de larecta A = 0; P(4,1,0); A = 1; A(6,3,2)
z=2A
mx+y+z=0;VN; (1,1,1)
L Xx=A+4
Recta perpendicular al plano por el punto P(4,1,0) vds (1,1,1)s:{y =1+ 1
z=2A
Xx=A+4
Punto de interseccion recta s: {y =A+1lyplanom:x+y+z=20
z=2A
5
Sutituimos A+4+A+1+A=0;3A=—-5A= -3
7
X==;
Xx=A+4 5 3 2
El punto P(4,1,0) proyectado sobre el plano seras: {y = A + 1sustituyo — 3 P{y=—-=
z=2A l 53
Z= —5;
. X=A+6
Recta perpendicular al plano por el punto A(6,3,2) vdg (1,1,1),t: {y =A+3
Z=A+2
X=A+6
Punto de interseccion recta t: {y =A+3yplanom:x+y+z=0
Z=A+2
11
Sutituimos A+6+A+3+A+2=0;3A=—-11;A= -3
X==;
El punto A(6,3,2) proyectado sobre el plano seras: {y = A + 3 sustituyo A = —?; Al Jy=—-2
z=A+2 5?
Z= —5;
. x—4 y—1 1z
La proyeccion ortogonal de la rectar: S 5 S 5 sobre el plano m:x+y+z =0,
. 7 5
es un pun 0(3, 3 3)

El vector normal del plano VN (1,1,1) es igual al vector director de la recta v—d; (1,1,1)
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17. Ejercicio

Xxty=-—

3X_y+zziosobreelplano mx—3y+z+3=0;

Hallar la proyeccion ortogonal de la recta r: {

Solucion

mx—3y+z+3=0;VN; (1,-3,1)

X=A

Xx=2
o x+y=-1 e y=-A-1
I {3X—y+22=0'{ y=-A-1 1 hallamos dos puntos de la recta

BA—(—A—=1)+2z=0 z:—ZA—E;

X=2A x=0
parad = 0 sustituyo { Y= "A—1 Jy= _11 A(O,—l,—l);

A= —1 sustit y 0 p(-10,2
para A = —1 sustituyo 1 3 B(-1L .2)
2

X=A

1\ — =-31-1
Recta perpendicular al plano por el punto A ( 0,—-1,—- E) vdg (1,-3,1)s: Y 1

Z= _E

X=A

y=-3A-1

Punto de interseccion recta s: 1Y planom:x—3y+z+3 =0

Z=7\—E

1 1 11
Sutituimos 7\—3(—37\—1)+7\—E+3 =0;7\+9?\+3+7\—E+3=0;11)\=—7;7\= -=

1 A—1 1
El punto A( 0,-1, —§> proyectado sobre el plano seras: y 1 sustituyo — E; A {

Z=A—=
\z

3. —
Recta perpendicular al plano por el punto B( —1,0, E) vdg (1,-3,Dt:

x=A—-1

A
Punto de interseccion recta t: y 3Y planom:x—3y+z+3=0
= }\ —_
z + 2
7

3 3 7
Sutituimos 7\—1—3(—3}\)+A+§+3=0;}\—1+9)\+7\+§+3=0;117\=—§;7\= 53

pr— 29-
x=iA-1 X=-5

3 , y=-3A . 7 21
El punto B( —1,0,5) proyectado sobre el plano seras: t: 3 Sustituyo — 27 B, y = 22

Z=7\+E | 26
\z2=55
18 10 48
1) =

on delarectareca @ = B, (~23, 21 20) (-1 2
proyeccion de larectarecta vd, = B; 1733 =( 22,22.22)

S 22°22'22
S 22'22'22

{
- 18 10 48 11 10 1
Recta proyectada vd, ( ),A1 (—E,E, —1) tl y==—u+-
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18. Ejercicio

Xxty=-—

3X_y+zziosobreelplano mi4x—3y+z+3=0;

Hallar la proyeccion ortogonal de la recta r: {

Solucion

m4x—3y+z+3=0;VN; (4,-3,1)

X=2A

X=2A
e y=—-A-1
y=—A-1 1

BA—(-A—=1)+2z=0 z:—ZA—E;

N 1
vdg (1,—-1,-2)P(0,—-1,— E)

1 1
x—0 y+1 Z+E X y+1 z+

La ecuacion del planom{ = 1 _1 P el PR _22

4 -3 1 4 -3 1
3 4 17 17
= —x—8y—8—3z—5+42+5—y—1—6x=—7x—9y+z—7=0; 7X+9y—z+7=0;

Recta pedida es la int 1 de los dos ol 4X_3Y+Z+137=0{ 4x—3y+z+3=0
ecape 1da es la Interseccion de 1os ospanos 7X+9y—z+7=O 14'X+18y_2Z+17=0

X=T
22 23
) y=E—sn-—
La recta proyectada sera 12 12
114 105
TR
( X=T _
22 23 X—AA .
Interseccion entre las dos recta y= 12“ 12 y==r= 1
l 114 1057 [, =
T INED) 2
( A=m
1o B 22 23 11
12 12 sustituyo => —m—1=——7n—-—7; —12n—-12=-22n—-23;, n=——
l _L_ 14 105 12 12 10
2- 12" 12
. ( 1 111
( 22 23 =710 (X_ 10 (X_ 10
11| y=-=1-—7 22 11 23 12 1 11 1 17
Param=—— 12 12 y=—mk———— ={y=——{ y=— (__’_,_)
1 114 105 127 10 12 120 10 10°10°10
lz=-7F""5 114 11 105 204 17
12 12 |g= — g op = — e _’
\ 7 10" 1z V*T120 (P10
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6 Distancia entre dos puntos

La distancia entre dos puntos es d(A,B) = [AB | = y/(a; — by)? + (az — by)? + (a3 — b3)?

19. Ejercicio
Hallar la ecuacion del plano mediador del segmento de extremos A(1,3,—1)y B (4,6,0)
Solucién

d(AX) = d(B,X)

dAX) =/(x—1D%+ (y—3)%+ (z + 1)?

dB,X) =JE—4)2+ (y—6)2 + (z+ 0)2

\/(x—1)2+(y—3)2+(z+1)2=\/(x—4)2+(y—6)2+(z+0)2 =>
x—1)2?+F-3P2+@E+1)? = x—-4)?+(F—-6)2+(z+0)?%
x2+1-2x+y?2+9—-6y+2z2+1+2z=x24+16—-8x+y?+36— 12y + 22
1-2x+9—-6y+1+2z= +16—8x +36 —12y;
1-2x+9—-6y+1+2z= +16—8x +36 —12y;

6x+6y+2z—41=0;

20. Ejercicio
Hallar el punto del planom: x +y +z — 1 = 0; que
equidista de los puntos A(1,—1,2) B (3,1,2)C(1,1,0)
Solucién

d(A,X) = d(B,X) = d(C,X) son los puntos de una recta

dAX) =/(x—1)2+ (y+ 1)2 + (z — 2)?

dB,X) =+/(x—3)2 + (y = 1)2 + (z — 2)2 A

d(C,X) =Jx—-1)2+(y —1)2+(z+0)2
dAX) = dB,X), x—1D?+(+ D2+ 2-2)?2=x-3)2+y—-1)2+(z—2)?

X2 +1-2x+y?+1+2y+22+4—4z=x>+9—-6x+y?+1-2y+22+4—4z
1-2x+1+2y+4—-4z=4+9—-6x+1—-2x+4—-4z4x+4y —8=0;

dAX) = d(CX),x— 12+ Y+ 1)?+(z—-2)2=x—-1?+ (- 12+ (z+ 0)?
X2+1=-2x+y?+1+2y+22+4—4z=x2+1-2x+y?+1 -2y + 22
1-2x+1+4+2y+4—-4z=+1-2x+1-2y;4y—4z+4=0

. . . 4x+4y—-8=0 . _
El punto pedido es la interseccion de la recta {4y—4—z+4 — o con elplanom:x+y+z—1=0
=2

4x+4y—-8=0 | *
{4y—4}z,+4=o‘ {Yz‘“z

z=-1+3
sustituimos enelplanom:x+y+z—1=0=> A—-A4+2-A+3-1=0; A=4;

x= A x= 4
punto pedido paraA = 4 [y=—7\+2 => {y: —44+2 (4,-2,-1)
z=-A+3 z=-4+3
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21. Ejercicio

Calcula los puntos de la recta que pasa por A(—1,2,3) B (3,5,0)y cuya distancia al punto C(—1,0,1) es 12

Solucién
SN X=4A+3
recta r vdgs = B (3,5,0) — A(—1,2,3) = (4,3,-3) y=3A+5
Punto de paso B (3,5,0) z = —3)

distancia de iun punto de la recta (x,y, z) al punto C(—1,0,1)

d(AX) =12; J(x— (-1))2+ (y— 0)2 + (z— 1)2 = {/(x + 1)2 + (y)? + (z — 1)? sustituyo x por su valos

VAL +3)+ 12+ BA+5)2 + (=34 —1)2 = (@A +4)2 + BA+5)2 + (=31 — 1)2 = 12
(AA+4)%+ (BA+5)2 + (=31 —1)? = 144; 16)% + 16 + 321+ 9A% + 25+ 301+ 9A% + 1 + 6A = 144

—68 1 /682 — 4 %34 x (—102) _ —68++v4624 413872 —68 118496

3422 + 680 — 102 =0; A =

2 %34 68 68
—68 + 136
L _ 68136 A=—rpg =1
B 68 ’ )l_—68—136_
- 68 7
Xx=41+3 Xx=44+3(x=7
ParaA = 1{y = 31 + 5sustituyojy =3 +5 § y = 8 Punto (7,8,—3)
z = —3A z=-3 \z=-3
X=4A+3 x=4%(-3)+3 (x=-9
ParaA = -3 {y = 3\ + 5sustituyoiy =3* (=3) +5 {y = —4 Punto (—9,—4,9)
z=-3A z=-3x(-3) z=-9

7 Distancia entre un punto y un Plano

Para calcular la distancia de un punto a un plano, i
con el vector normal al plano como vector director
trazamos una recta que pase por el punto P, donde ﬁn_I i
corte larecta al plano P; ,halamos la distancia entre Py
el punto Py P,
Formula
P(X1,¥1,21)
a:ax+by+cz+d =0
d(P,a) = |a;Xg + byys + €124 + dy|
Vbt &
22. Ejercicio
Hallar la distancia de un punto P(3,1,—2)al planom: 2x+y —z + 1 = 0;
Solucién
VN, del plano (2,1, —1); rectar {PuntgeiagiléEB%i, 2 r. Xy}z)fk-:-lg
z=-1A-2
interseccion rectay el planom: 2x +y —z + 1 = 0 sustituyo
2A+3)+ A+ 1) - (A=-2)+1=0;4A+6+A+1+A+2+1;6A=10; A = —16—0= —g
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( 5 1
|x=2(—§)+3 (x=—§
Xx=2A+3 5 2

Punto de interseccion {y =X+ 1 sustituyo y=—--+1 y=—=
z=-A—2 3 3

_ 5 1

(2 b

o= -3+ (-3 o (co- () - (B

100 25 25 150
dbm = |5-+g5+5= |5

23. Ejercicio
a) Demuestra que los planosn: 2x + 3y — 4z = 6 y m: — 3x + 4y — 2z = 2 no son paralelos
y calcula sus planos bisectores. b) Calcula el angulo que forman los lanos bisectores.
Solucién
a) Demuestra que los planos
N:2x+3y—4z=6y
™ —3x+4y—2z=2

no son paralelos

y calcula sus planos bisectores. nZx+3y—4z=6

Los vectores normales de los planos Bisectriz 1

VN,(2,3,-4); VN, (=3,4,-2)
. C Bisectriz 2
no son proporcionales lo que imlica
que no son paralelos.

Los planos bisectores son el lugar geometrico de los puntos que equidistan de los dos planos.
[2x+3y—4z—-6| |2x+3y—4z—6|

NS ey AN

Siendo P(x,y,z) yn:2x + 3y —4z = 6 d(P,n) =

. | —3x+4y—2z+2| |—3x+4y—2z+2|
Siendo P(x,y,z) ym: —3x+4y—2z=2 d(P,n) = =
J(=3)2 + 4% + (-2)? V29
[2x + 3y —4z—6| |-3x+4y—2z+2| 2% 4 3y — 42 — 6] = |—3x + 4y — 22 + 2|
e ;2% —4z—6| =|-3x -2z
V29 V29 y y

2x+3y—4z—6=—-3x+4y—2z+2

Si las ecuaciones son iguales en valor absoluto es porque {ZX +3y— 47— 6= —(=3x+ 4y — 22 +2)

| bisectri {5x—y—22—8=0;
planos bisectrices | __ 7y — 62— 4 = 0;
Los planos bisectrices son siempre perpendiculares.

Demostracién:
El angulo que forman los planos es el que forman los vectores normales bisectriz 1( 5,—1, —2)
bisectriz 2(—1,7,—6)
[G* (1) + (1) * 7+ (=2)(—6)| _ | =5-7+12]
52+ (124 (-2)2/(-1)2+ 72+ (—6)2 V25+1+4V1+49+36
o __ 0 _,
V30V86 2580

Cos (ﬁ, ﬁ) =

Cos (ﬁ,ﬁ) = a = 9092
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8 Distancia entre dos planos paralelos

Para calcular la distancia entre dos planos

paralelos (my a), tomamos un punto P cualquiera

de uno de ellos. Como los dos tienen el mismo o

vector normal, tomamos el vector normal como

p P
vector director de la recta que pasa por el punto
r
P ellegido y donde corte al otro plano tendremos
I
= T
el punto P;. Ny
Pl

Halamos la distancia entre el punto Py P, y

tendremos la distancia entre planos

Formula
max+by+cz+d=0
a:a;x+byy+ciz+d; =0
d,—d
d(nya) = _ldi—d]
va? +b? + c?
24. Ejercicio
Hallar la distancia entre el plano a que pasa por el origen de coordenadas O y los punto A(1,2,0) y B( —1,1,3)
y plano paralelo m que pasa por el punto P(1,1,1)

Solucion

0A = A(1,2,0) — 0(0,0,0) = (1,2,0); OB = B(—1,1,3) — 0(0,0,0) = (—1,1,3)

x—0 y—-0 z-0 X y z
al| 1 2 3 (=1 2 0l=6x+z+2z—3y=0;6x—3y+3z=0;
-1 1 3 -1 1 3

2x—y+z=0; VN,(2,-1,1)

o X =2A
VN, del plano ( 2,—1,1); rectar vdy =(2,-1D) y=—A
Punto de paso P(0,0,0) 2=

plano paralelo m: 2x—y +z + D = 0,como pasapor P(1,1,1) =>2x1-1+1+D=0;D=-2
m2x—y+z—=2=0;

X =2\
Punto de corte P de la recta r: {y = —Ayelplanom x—y+z— 2 = 0, sustituyo
z=2

2 1
2¥2 = (N0 +2—-2=0; 4A+A+A1—-2=0;6A = 2; 7\=E=§

_,L 2
fx‘ 3 fx‘3
1

1
Para l=§elpuntoP1: iyz_3 pP: iyz__

1 1
lz=3 (z=3

0= [G-o) +(h-o) +(G-o) = [be2+3 -

V6
3

d(P, ) =

)y
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25. Ejercicio
Determina el punto del plano m: x — z = 3, que esta mas cerca del punto P(3,1,4) ,asi como
la distancia entre el punto P y el plano t

Solucioén:

m:Xx—z— 3 =0; VN = (1,0,—1) Un punto del plano seria (x,y, z)

- x=A+4+3
la recta r perpendicular al plano {P vds d_ ( 1’0'};;)1 4 r: { y=1
unto de paso P(3,1,4) 7= —A+4
Xx=A+3
punto de interseccion de la recta r: { y=1 conelplanom:x—z— 3 = 0; sustituyo
z=-\A+4

4
Xx—z—3=0=> 7\+3—(—7\+4-)—3=0;27\—4-=0;7\=§;7\=2;

x=2A+3 x=2+3 (x=5
punto de interseccion A = 2 { y=1 =>{ y=1 ;{y:l ;Pi(51,2)
z=-\A+4 z=—-2+4 \z=2

d(P,P)=y/(B3-52+(1-12+(4—-22=V4+4= 8

26. Ejercicio

Calcula los puntos de larectar: {X 12 que equidistan de los planos

X+y=
a2x+y—2z=0;ymx—2y+2z—1=0;

Solucioén:
=2
x—z=1 X
= A+2
{x +y=2 {y
y =a—1
a:2x+y—2z=0,VN, = (2,1,-2);
X=A
distancia del punto de r {y = —A+ 2;alplano a: 2x +y — 2z = 0,VN, = (2,1,—-2);
z=A-1
4.0 sy + bays + ez +di| _|2A+ 1A+ 201 +0|_—A+4_ 4-2
,a) = = = =
VaZ + bZ + ¢2 J22+ 12+ (-2)2 V9 3

mx—2y+2z—1=0,VN,=(1,-12)
|a1X1+b1y1+C121+d1| = |}\_2(_}\+2)+2(}\_1)_1| _ 5}\_7_ 50,—-7

d(P,m) = =
VaZ + b2 + c? V22 +12 + (-2)? Vo 3
. o 4—1 5A-=7
El punto de la recta equidistante de los dos planos sera 3 =3 4—-A=5A-7; A= 3
11 11
( x=— [x==—
- 6 6
11 ) X= 11 1 1115
paral =—el punto delarectaserd jy=—-A+2=><y=——+21{y== P(—,=,2)
6 6 6 6’6’6
z=A-1
1 1 5
\2=% \2=3

27. Ejercicio
Determina la posicion relariva de los planos a:3x +2y—z—4 =0y
T 6x + 4y — 2z — 1 = 0;y su distancia

Solucidn:

{ o 3x+2y —z—4=0;VNy(3,2,-1) VN, ¥ VN son proporcionales (planos paralelos)

T 6X + 4y — 2z — 1 = 0; VN, (6,4, —2)
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para aplicar la formula hago que los dos planos tengan el mismo vector Normal

{a: 3x 4+ 2y —z — 4 = 0; multiplico por 2 => a: 6x + 4y — 2z — 8 = 0,VN, (6,4, —2)
T6X+ 4y — 2z —1 = 0; VN, (6,4,—-2)

|d; —d| [-8-(CD _ 7

dnya) = ———;d(nya) = ——o---=>-——= —
VaZ +bZ + c2 J62+4%2 +(=2)2 56
28. Ejercicio
x=1+3t+s
Determina la posicion relariva de los planos a: y=—-2t ymx+2y+z+3=0;ysudistancia
z=t—s

Solucidn:

x=14+3t+s _ | _
a y=-2t ;Vd;(3,-2,1); Vd,(1,0,—1);Pde paso (1,0,0)

Zz=t—s
x—1 y—-0 z-0 x—1 y Z
a| 3 -2 1 (= 3 -2 1|=2x—-2+4+y+2z2+3y=0;
1 0 -1 1 0 -1

{oc: xtdy+2z-2=0;a=x+ 2y_+) 2= 1;VNo(1,2,1) VN, = VN;; los planos son paralelos
Tx+2y+z+3=0; VN.(1,2,1)

|d, —d| |-1-3] 4

dnya) = ——;d(nyaq) = ————== —
Wy = e Y e e

9 Distancia de un punto a una recta

Para hallar la distancia d(P, P, ), de un punto P a

una recta r,tomamos un punto Q cualquiera

de la recta y con el vector d_r) delarecta yel

— 1:alturgdel paralelogramo
vector QP formamos un parallemogramo.
El modulo del producto vectorial |ﬁ5 X dj |nos da :P/ =
1
el area del paralleogramo. Por otro lado sabemos
que area paralelogramo = base por altura. (Area = |d_r)| * h); Igualamos |QT5 xa | = |d_r)|x h;
[QPx d; |

h= (d(P,Py) = T

rl

29. Ejercicio

- 1
Calcular la distancia del punto P(5,—1,6) ala recta =-y=z-5
Solucio6n:
—x+1 x=1-2% (=
z=5+2 L (105
BB =P(5,-1,6) — P.(1,0,5) = (4,—-1,1)
— i j Kk
|@Fx &= |4 -1 1|=|-i-2j—4k—2k+i—4j|= —6j—6k; (0,—6,—6)
-2 -1 1
QPx d, 02+ (=6)2 + (—6)2 72
h= (d(p,pl)le - rl; h=\/ ( ) ( ) =£="12u;h= (d(P,PQ:\/ﬁu
| dr| V27 +12 + 12 V6
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10 Distancia entre dos restas paralelas

Para hallar la distancia d(P, P, ), entre dos rectas p

paralelas, el estudio es el mismo que si calculamos s

distancia de un punto a una recta.

[=]

altura.del paralelogramc

Tomamos un punto Q cualquiera

N

delarectar,su vector d_r) y un punto P de la Q . P =
1
otrarectas
QPx d,
h = (d(P, P1) = M
| d|

30. Ejercicio

) . , , , . Xx—y+3z=2; X =3-51
Determina la posicion relativa y la distancia entre las siguientes rectas r 2y — 7= -1 y=-1+2
y z=14+2)
Solucién
( X=t
Cyaaz—a(  X=E __ 11 (@ (egg)
r{x y Z= 4 —y+3Z=2—t,r y__§_§t 5 5
2y —z=-1, _ 4. 13
2y—z=—1; l 3 2 p(o__ _)
z=c—¢t "\ 5’5
5 5
ERPS S}
siy=—-1+2 P.(3 —14)
z=4+2A s(,-14)

Comprobamos si las rectas son paralelas (vectores directores proporcionales)

— 1 2 — — N J%
d, (1, -=, ——) y dg (—5,1,2); d; (1, -, —) * (—5) = (—5,1,2) son recta paralelas o coincidentes

5 5 5 5
x=3-5A
Comprobamos si hay puntos comunes ( tomo u punto de tparaA=0)si{y= —1+2 (3,-1,4)
Z=4+2A
( X=t ( 3=t — ¢
1 1 1 1 Y
, y=———=t —l=—c—-t ) t=4
Sustituyo (3,—1,4)en r 5 5 => 5 5, 17e1 punto no pertenecear
L 3 Zt_ l4_3 Zt- t:-7
575" 5 5"
como las rectas son paralelas , hallamos la distancia entre dos rectas paralela
PQ =P,(3,-1,4) P(O 13)— 5,22
Q="F(3 -1, r,5,5—(.5.5)
R
@y |- ! 1 _E_| 17. 6 4 3 8 17_|_ LBl 231
QPx d|= 5 5|=|mgsimsl TRtk gsim g =it gitgk (bgp)
3 4 17
5 5
. 23\% 1 25,529, 1 555
|QPx d | Jl“f(?)”g)z Bt T s 37
h:(d(P'Pl)z — ;h: = = = —u
| do s (L (2 30 30 A 2
12+(-5) +(-3) 25 25
37
h=(d(P,P)= [-u

2
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11 Distancia entre dos rectas que se cruzan

11.1 Posicion relativa de dos rectas
Dos rectas en el espacio pueden ser :

Paralelas: sus vectores directores son proporcionales y no tienen puntos comunes
Coincidentes : sus vectores directores son proporcionales y tienen puntos comunes
Secantes, se cortan : son coplanarias, Utilizamos el producto mixto de tres vectores
Se cruzan, no son coplanarias, Utilizamos el producto mixto de tres vectores

31. Ejercicio

x=1+2 x=—4+3t
Determina la posicion relativa de las siguientes rectasr jy = 1 —2A; s{y= 5—2t
z=5-7A z=1
Soluciéon
X_= 1+2 d_1~)(1._2;_7)
riy=1-2x 5
z=5-72 L P15
(4 320
s{y=5—-2t
2 =1 P;(—4,51)
- — 1 -2 -7
d, (1,-2,-7)ds (3,—2,0) no son paralelas ni coincidente§ * = * o

comprobamos si son secantes o se cruzan producto mixto [d_r) , dg ,dpQ]

dpq Es el vector que une dos puntos cualquiera de las recta = P.(1,1,5) — Ps(—4,5,1) = (5, —4,4)

1 -2 -7
3 -2 0|= —-8+84—-70+ 24 =30dado que # 0; no son coplanarios por lo tanto se cruzan
5 —4 4

11.2 Método plano paralelo

Para calcular la distancia entre dos rectas
que se cruzan en el espacio , definimos un

plano 1, que contenga alarectar y sea
perpendicular ala recta s. / T i

Una vez construido solo tendremos que hallar : P, 4
la distancia de un punto P cualquiera de la / ¥ /

recta s al plano rectaplano T

32. Ejercicio

4. x=1+2A

Hallar la distancia entre las rectas r {X +2y _Z _ 1'5 { y = 2\
x—y=1
z=—-1-3A
Solucion
X=t —
r{x+2_y—_z;1,{y=_1+t { 4, (1,1,3)
XTY=E = —3435( Pi(0-1-3)

(7 ey
z=—-1-3x L PAO=1)
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Definimos plano 1 que contiene ar:

4, (1,13)
p1(0,—1,-3)

a; (1,2,—3)como el plano Ty la recta s son paralelos, el H§ sera un vector de T

d; (1,1,3) x—0 y—(-1) z-(-3) X y+1 z+3
my p(0,-1,-3); | 1 1 3 |=1 1 3
ES) (1,2,-3) 1 2 -3 1 2 -3

—3x+3y+3+22+6—-—z2—3—-6x+3y+3= -9x+6y+z+9=0;
|31X1+b1yl+C1Z1+d1| (P ) |—9*1+6*0+1*(—1)+9| 1
, I, ) = =]

d(P,a) =
®o Va? +b? + ¢ J(=9)2 +62 +12 V118

u

11.3 Método producto mixto

Cuando tenemos dos rectas que se cruzan en el espacio /
s

siempre tendremos un plano que contega la recta ry sea

paralelo a larecta s. y un plano que contenga a la recta d]‘

sy sea paralelo alarectar. B %

Sobre estos planos construire un paralelepipedo cuyos

lados son Er) ds dqp La distancia entre las rectas / d

ol /4

ryseselmodulode dgp =h

b

Q d
Volumen del paralelepipedo = producto mixto de tres vectores

Er)* d;* dqp = base x h

_ ldy, ds,dgel _ |dy, ds,dgpl

Distancia(r,s) = h = area delabase dpx dg !
P, d ,d;

h = d(p, P) = M
[dr x dg]

33. Ejercicio
. . Xx+3z2—2=0; (x—2z—-1=0; . .
Determinar la posicion de las retas r { y—4z=0; S {y +z-3=0; 7 distancia

Solucién

{x +3z-2=0; {X =2-3% {d_r’ (-3,4,1)

= 4t
y=4z=0 | 7 - | R200)

—3-2
y+z-3=0; |V Ps(1,3,0)

\ {x— 27— 1=0; {X y ’{ds 2,-1,1)
Z=X

ry s no son paralelas pues sus vectores directores no proporcionales .

dop = Ps((1,3,0) — P.(2,0,0) = (-1,3,0)

-3 4 1
Volumen del paralelepipedo, (producto mixto) [ 2 -1 1||-4+6—-1+9]| =10
-1 3 0
— |tk
areadelabase=|d, x dg|=|-3 4 1|=4i+3k+2j—8k+3j+i=5i+5j—5k; (55-5)
2 -1 1

—_— —

QP , d., d| 10 _ 1o
ld: x dg|  JG2Z+ G2+ (=52 V75
22(31)
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34. Ejercicio

_ . x—1 y+3 z x=A ) )
Determinar la posicion de las retas r: S ST TTS|YE 1 -2 ydistancia

z=3+2A

Solucion

r-X_1=Y+3=E' d’r)(Z,—l,l)
T2 —1 1’ |P.(1,-3,0)

{ A {d_;(l.—u)
s{y=1-2A
z=3+22 L BOLI)

Posicion relativa d_r) (2,—1,1)no es proporcional a d_s) (1,—1,2), por lo que las rectas seran secantes o se cruzan

PP, = P(0,1,3) — P.(1,—3,0) = (-1,4,3)

QP , 7; ,E)comprobamos si los vectores son coplanarios
2 -1 1
1 -1 2|=-6+2+4—-1-16+3=-14

-1 4 3

las rectas r Yy S se cruzan.

QP , d; , d| = 14

2 -1 1
d xdi|1 -1 2|= —2k—-2i+j+i+k—4j=—-i—3j—k=0;(-1,-3,-1)
i j k

|d; xdg| = VD2 + (=32 + (-2 =V1+9+1

—_— —

QP , d., ds] 14
h= d(P:P)=T= -—u
! |d, xdy) V1T

11.4 Perpendicularidad comun a dos rectas

Consiste en hallar una recta t perpendicular a la S
rectarylarectas. s >
Para hallar la recta t tenemos que determinar Q b\dl
los puntos Py Q. y y R
dor ) \\\1
Ejemplo i
1 P " |

Obtener la ecuacion de la recta perpendicular P : 3

d;
comun a las recta.

t
Determinar la posicion de las retas
- {X =0 s {X =0
“lz=0 y=3
Soluciéon
—o (x= 0o _
Se escoge un punto Q generico de r: X _ 0N Y= A; d. (0,1,0),Q(0,m,0)
2= z=0
=0 (X= 0o _
se elige un punto P generico de larecta s {y _3s {y = 3; ds (0,0,1),P(0,3,n);
Z=1

* Hallamos el Vectorﬁ = (0,m,0) —(0,3,n) = (0,m — 3,—n);
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. PQ * d;, =0
Si PQ ha de ser perpendicular ary s se ha de cumplir ue su producto escalar = 0; % * aﬂ 0
* s =

{(0,m—3,—n)*(0,1,0)=0. {0+m—3+0 =m-3=0m-=3;
(0,m—3,—-n) *(0,0,1) =0’ 0+0—n =0;n=0;

Tendremos que el punto Q(0, m, 0) = (0,3,0) y el punto P(0,3,n) = (0,3,0)
El vector director de la recta perpendicular ary s sera ﬁ = (0,3,0) — (0,3,0) = (0,0,0);

La recta perpendicular comun ary s sera W(0,0,0) y un punto de la misma sera Py Q

x =0
Recta t perpendicular comun PQ (0,0,0); Q(0,3,0) t{ y=3;
z=0

*+ Otra forma de hallar el vector P_Q) . Si P_Q) es perpendicular a Zi: y 3: ,

—
seraigual a su producto vectorial PQ = d.xdg;= |0 1 0] =iPQ.=(1,0,0)
0 0 1

Por definicion la recta t ha de ser perpendicular alasrectasry s

Si ﬁ es perpendicular a r se cumple ﬁ * d_r) producto escalar = 0;

PQ * d; = (0,A—3,—t) % (0,1,00) = (0+A—3—0=0; A—3 = 0 se cumple A = 3;
Si W es perpendicular a s se cumple ﬁ * a: producto escalar = 0;

PQ x d; = (0,A—3,—t) * (0,0,1) = (—t) = 0;t = 0;

x=0 x=0
Q=4 y=XA parai=3;Q(03,0); P= {y: 3; parat = 0; P(0,3,0)
z=0 z=1t

— X =L
Ecuacion de la recta t perpendicular comunarys dr = (1,0,0) ;t=1y=3;
P.(0,3,0)

z=0

Ejercicio

5. S {X —ay=0 se cruzan independientemente del valor de a.

Demuestra que las rectas r: {Z -0 7=5;

Calcular la recta perpendicular comun arys.

Solucién
) Xx=t — 1
- {y:o [X:())\{ dr=(1,0,0) ] S{X_ayzo y_E ds_(l;g.o)
o = . ; —c. = n
z=0 (, _ (PuntogenericoP,(m,0,0) z=5; .= g Punto generico Qg ( n_, 5)

N—

. n n
Hallamos el vector PQ = Qq( n,g, 5)—P.(m,0,0) = (n — m,g, 5

1 00
1 ol s
Comprobamos sid,,dsy PQ son coplanarios a =5= 0; cualquier valor de a # 0 las rectas se cruzan
n
n-m — 5
a

Recta perpendicular comun:
— n
Tenemos el vector PQ (n - m,g, 5) ;

Si W es perpendicular a r se cumple ﬁ * a producto escalar = 0;

—
* Ay

N n
d=PQ=(n—m;j)@&®=n—m+0+0=mn=m

3l

— n

— —/ 1 n
PQ * dg = PQ (n—m,;,S)*ds(l,;ﬁ)=0;n—m+a—2+0=O;azn—a2m+n=0;sustituyon=m;
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m—a’m+m=0;m=0;

a
Punto generico P.(0,0,0) = (0,0,0)

Punto generico Q¢( 0,0,5)

x=0
}36 = (0,0,5); y Punto generico P.( 0,0,0) Rectat = {y =0
z=>5u

35. Ejercicio

x=1 x=7+3t
Hallar la recta perpendicular comun a las rectas r: [y =541 s {y =5+t
z=2 z=7;
Soluciéon
x=1 —
rriy=5+2 dr__ 0.1,1)
2= Punto generico P.( 1,5 + m, m)
=7+3t —
s ); =5+t ds = 3,1,0)
2 — 7. Punto generico Qs (7+3n,5+n,7)

PQ=Qs(7+3n,5+n7) —P.(1,5+mm) = ((7+3n)—1,(5+n) — (5+m),7 —m)

PQ = ((6 +3n), (n —m), (7 — m))

Siﬁes perpendicular a r se cumple W* d_r)producto escalar = 0;

PQ * d; = ((6+3n),(n—m),(7-m))(0,,1) =0+n—m+7-m=0; n—2m+7 = 0;
PQ * d; = ((6 +3n),(n—m),(7—m))(3,1,0) =18+ 9n+n-m+0 = 0;10n — m + 18 = 0;

{n—2m+7=0; {n—2m+7=0; 29 29 104 104

10n—m+18=0'120n—2m+36 =0 LonT29=0n= —1g; Zm=—J5+7 =—gm =3¢

Sustituimos my n ; }36 = ((6 + 3n),(n —m), (7 — m));

55 = <6+3 29)( 29 104) (7 104) _(27 162 162)_ 54 162 162
Q= (19)’(19) 38/’ 38// 7 \19° 38’38 _(38’ 38’38)

PQ = (1,-33)
I L A .
Otra forma PQ = d,xds;= [0 1 1({=3j—-3k—i=-3i+3j—3K;PQ.=(1,-3,3)
310
( x=1+p
PQ = (1,-33) LEE o
104 104 perpendicular comun t y= 38 B
R(L5+—55 35 l 04
T I
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12 Areas de paralelogramos y triangulos

El area del paralelogramos es igual
a base xaltura. Area=B*h

El producto vectorial

AB + AD = |Z_§| * |E|sena

Dado que |A_B)| sena =h

El Area del paralelogramo = | ABxAD| A AD D
Paralelogramao
1 1.
El Area del triangulo ABD = Earea del paralelogramos ABCD = 2 |AB x AD|

36. Ejercicio
Hallar el area del paralelogramo de vertices A(1,0,2), B(2,—1,0),C(1,2,1) y D(0,3,3)
Solucién
AB = B(2,-1,0) —A(1,0,2) = (1,—1,-2)
AD =D(0,3,3) —A(1,0,2) = (-1,3,1)
El Area del paralelogramo = | ﬁxﬁ| =

ik
AB*AD = |1 -1 —-2|= —i+3k+2j—k—j+6i=5i+j+2k;
-1 3 1

| AB + AD| = /52 + 12 + 22 = V30 u?

37. Ejercicio
Hallar el area del triangulo de vertices A(0,0,0),B(—2,1,1) y C(—2,-2,-2)
Solucién
AB = B(-2,1,1) — A(0,0,0) = (=2,1,1)
AC = c(-2,-2,-2) — A(0,0,0) = (-2,-2,-2)

I A
ABxAC= |-2 1 1|= —2i+4k—2j+2k—4j+2i=—6j+6k;
-2 -2 -2

area del triangulo = %|ﬁxﬁ| = % V(=6)2+62 = %\/36 +36 = %\/2 * 36 = 3V2 u?
38. Ejercicio

Hallar el area del paralelogramo de vertices A(6,1,2), B(4,2,2),C(4,6,2) y D(6,8,2)

Solucién

AB = B(4,2,2) — A(6,1,2) = (-2,1,0)

AD = D(6,8,2) — A(6,1,2) = (0,7,0)

El Area del paralelogramo = | ﬁxﬁ| =

ik
AB+AD = |2 1 0|= 0i— 14k +0j — 0k + 0j — 0i = —14k;
0 70

area del paralelogramo = | ABxAD| = /(—14)2 = 14u?
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39. Ejercicio
Determinar la ecuacion del plano que pasa por los puntos A(0,2,0) y B(0,0,2) y corta al eje X en el
punto C, tal que el area del triangulo ABC es igual a 4
Solucién

El punto C al estar sobre el eje X, sera C(a, 0,0)
1, -
Area del triangulo ABC = El ABxAC|

AB = B(0,0,2) — A(0,2,0) = (0,-2,2)
AC = C(a,0,0) — A(0,2,0) = (a,—2,0)

L i j ok
AB*AC= [0 -2 2|= 2aj+ 2ak +4i;
a -2 0

1, - — 1 1
area del triangulo = E' AB + AC| = EVZZaZ +22a2 +42 = 4;1(4a2 + 4a? + 16) = 16;8a> + 16 = 64;
8a2 + 16 = 64; a> = 6; a = +V6
El punto C al estar sobre el eje X, sera C(a, 0,0); sustituyo => C(i\/g, 0,0)
AB = B(0,0,2) — A(0,2,0) = (0,—2,2)
AC = C(+V6,0,0) — A(0,2,0) = (+V6,-2,0)

AB = B(0,0,2) — A(0,2,0) = (0,—2,2)
Ecuacion del plano { AC = C(+V6,0,0) — A(0,2,0) = (£V6,-2,0)

x—0 y—0 z-2
0 -2 2
+6 -2 0

B(0,0,2)
x y z—2
=0 -2 2 |[=2(V6)y+2(+V6)z— 4(£V6) + 4x = £2V6y + 2V6z — 4(£V6) + 4x = 0
e -2 0

4x+2V6(y+2z-2)=0

Ecuacion del plano = 4x + 2V6(y + z — 2) = O;{
P ‘ 4x—2V6(y+2z-2)=0

40. Ejercicio
Sean los puntos A(1,2,1) B(2,3,1) C(—1,4,3) D (0,5,3)

B c
a) Demuestra que los puntos estan en el mismo plano .
Da la ecuacion del plano
b) Verifica que el poligono que tiene como vertices estos
cuatro es un rectangulo
A D

c) Calcula el area de ese rectangulo.
Solucion

a) Demuestra que los puntos estan en el mismo plano . Da la ecuacién del plano
AB = B(2,3,1) — A(1,2,1) = (1,1,0)

AD =D (0,5,3) — A(1,2,1) = (-1,3,2)

BC = C(-1,4,3) — B(2,3,1) = (-3,1,2)

1 10
—1 3 2[/=6-6+2—2=0;los puntos son coplanarios
-3 1 2
I x+1 y—4 z-3
vector director AB y AD y punto C(—1,4,3) 1 1 0 |=

-1 3 2
2x+2+4+3z-9+z-3-2y+8=2x—-2y+4z-2=0;
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Plano 2x — 2y +4z—-2=10

b) Verifica que el poligono que tiene como vertices estos cuatro es un rectangulo
AB = B(2,3,1) —A(1,2,1) = (1,1,0); d = /12 + 12 + 02 = V2

AD =D (0,53) —A(1,2,1) = (=1,3,2);d = /(-1)2 + 32 + 22 =14
BC=C(-1,43) —B(23,1) = (=3,1,2);d = /(=3)2 + 12 + 22 =14
CD=D(053)—C(—=1,4,3) = (1,-1,0);d = /12 + (-1)2 =2

Es un paralelogramo

c) Calcula el area de ese rectangulo

ik
ABXAD =|1 1 0|=2i+3k+k—2j=2i+4k—2j=0;
-1 3 2

area = /22 + 42 + (=2)2 = V4 + 16 + 4 = \/24u?

area = |AB|x|AD| = vV2xv14 = V28 no es un rectangulo. sera un rombo
| Vid =+ g

41. Ejercicio
a) Determinar el plano 1 que pasa por los puntos A(0,0,3), B(2,0,—3), C(2,—2,0)
b) Calcula el area del triangulo que forman los puntos en que el plano 1 corta a los ejes de coordenadas.

Solucién
a) Determinar el plano 1 que pasa por los puntos A(0,0,3), B(2,0,—3),C(2,—2,0)
AB = B(2,0,—3) — A(0,0,3) = (2,0, —6)
AC = C(2,-2,0) — A(0,0,3) = (2,—-2,-3)

AB = B(2,0,—3) —A(0,0,3) = (2,0,-6)

x—0 y—-0 z-3
Ecuacion del plano {A¢C = C(2,—2,0) —A(0,0,3) = (2,—-2,-3) 2 0 -6
A(0,0,3) 2 -2 3
x y z-3
2 0 —6 |=—-12y—4z+12+6y—12x =0; —12x — 6y —4z+12=0;12x— 6y +4z— 12 =0
2 -2 =3

Ecuacion del planon:6x —3y+2z—6 =0
b) Calcula el area del triangulo que forman los puntos en que el plano 1 corta a los ejes de coordenadas.

Dcortex;y=z=0; 6x—6=0;x=1;
Puntos de corte de los ejes 1: 6x — 3y + 2z — 6 = 0; {E cortey;x =z=0; 2y—6=0;y = 2;
Fcortez;x=y=0;2z—-6=0;z=3;

DE = E(0,2,0) — D(1,0,0) = (—1,2,0)
DF = F(0,0,3) — D(1,0,0) = (—1,0,3)

k
0
3

i

DExDF = = 6i + 2k + 3j;

J
-1 2
-1 0

_ 1,— 1 1 7
area del triangulo = El DExDF| = 2\162 +22432= 3 49 = 3 u?

42. Ejercicio
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Sean A(—3,4,0),B(3,6,3)y C(—1,2,1) los tres vertices del triangulo
a) Calcula la ecuacion del plano que contiene al triangulo
b)Calcula el coseno de cada uno de los vertices del triangulo.
c) Calcula el area del triangulo.
Solucién
a) Calcula la ecuacion del plano que contiene al triangulo
AB = B(3,6,3) — A(=3,4,0) = (6,2,3)
AC = C(-1,2,1) — A(-3,4,0) = (2,-2,1)
AB =B(3,63) —A(-340) = (623) |x+1 y-2 z-1

Ecuacion del plano {A¢C = C(-1,2,1) — A(-3,40) = (2,-2,1) 6 2 3 |=
c(-1,2,1) 2 -2 1

2x+2-12z4+12+6y—12—4z+4—6y+12+6x+6=0;8x — 162+ 24 = 0;x—22+3 =0
b) Calcula el coseno de cada uno de los vertices del triangulo.

AB = B(3,6,3) — A(=3,4,0) = (6,2,3)

AC = C(-1,2,1) — A(=3,4,0) = (2,-2,1)

BC =C(-1,2,1) —B(3,6,3) = (—4,—4 — 2)

CA =A(-3,4,0) — C(-1,2,1) = (2,2, —1)

Cos (35, 7€) |4B * Ac| |12 — 4 + 3| [11] 11
0s , =T = = = —
|4B|[AC| 6?22 +32 22+ (—2)2+ 12 V499 21

|4B « BC| |—-24 — 8 — 6] |-38] 38

Cos (ﬁ,B—C’) =

[4B|[BC]  J6r+ 22+ 3 J(—h)7+ (<4 + (—2)2 VA9V36 42

Cos (3¢, 7A) |BC « 4] |8 — 8+ 2| 12] 2

os , == = S
[Bellcal - Vea? + o7+ V27 + @2 + (-DF V3eVD 18

c) Calcula el area del triangulo.

AB = B(3,6,3) — A(=3,4,0) = (6,2,3)
AC = C(-1,2,1) — A(=3,4,0) = (2,-2,1)
1, 1|t J &k
area del triangulo = —|ABxAC| =56 2 3
2 2l 221

1 1 8
E,/82 + (—16)2 = E\/32 = Ex/§ u? = 4V5u?%;

= 2i+6j — 12k — 4k — 6j + 61 = 8i — 16k;

43. Ejercicio
Dados los puntos A(1,5,—2),B(4,0,1)y C(—3,2,0)
los tres vertices del triangulo
a) Prueba que los vertices son de un triangulo

b) Halla la longitud del segmento que determina el

punto B y su proyeccion sobre el lado AC

Solucién

AB = B(4,0,1) — A(1,5,-2) = (3,-5,3)

AC = C(-3,2,0) — A(1,5,—2) = (—4,-3,2)

BC = C(-3,2,0) — B(4,0,1) = (=7,2 — 1). Los vectores no son proporcionales => no paralelos
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13

3 -5 3
ver si son coplanarios (-4 -3 2 |=9+70—24—-63+ 20— 12 = 0; son coplanarios.
-7 2 -1
o i i k
ABxAC =3 -5 3|=-10i—12j—-9k—20k+9i—6j =i—18j — 29k =
-4 -3 2

area = 2./12 + (—18)2 + (—29) = ; V1 + 324 + 841 = > V1166 u?

baseAC = \/(—4)2 +(—3)2+22=+29u

area del triangulo = bas;—*h ; %\/m = V29« h; h(BP) = %m* \/2_9 = \/\1/? u
Volumenes de paralelepipedos y tetraedros
E F

Volumen del paralelepipedo = Area de la base x altura
Area de la base = area paralelogramo AHGD = 1 X U B ﬁ
producto vectorial = | AH x E| : A€
h = W * cos AB, h; Coseno del angulo formado por Wy h = :h /H T
Volumen del paralelepipedo = | AH x AD|  [W cos AB, h| | - ¢
Volumen del paralelepipedo = producto mixto|[ AH ,AD , AB|| | 5

A u D

Tetraedro

1
Volumen del tetraedro = ;Area de la base x altura

Areadelabase = =ADC = 1 x ¥

N~

1, — —
producto vectorial = El AD x ACI

h = W  cos AB, h; Coseno del angulo formado por Wy h

11 — ., —
Volumen del tetraedro = = (5 | AD x AC|)  [W cos AB, h|

1 1, —
Volumen del tetraedro = gproducto mixto = 3 |[AD ,AC,AB]|

44. Ejercicio

Suponiendo los vertices de un tetraedro son A(1,1, —2), B(0,2,1), C(3,2,—2) y D(3,0, —6). Calcular el volumen.
Solucién

4B =,B(0,2,1) —A(1,1,-2) = (-1,1,3)

AC=C(32,-2) - A(1,1,-2) = (2,1,0)

AD =D(3,0,—6) —A(1,1,-2) = (2,—-1,-4)

= 1 3
2 1 0
2 -1 -4

Volumen del tetraedro = 0 u® => los puntos son coplanarios

1pres =— =
Volumen del tetraedro =g|[AD,AC,AB]| = =4—-6-6+8=0u’

45. Ejercicio
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losplanosp:x+y+z=4,mx—z=0; yB:x+y = 3 tienen un unico punto en comun
a) Determinar dicho punto

b)Hallar las rectas en que cada uno de estos planos corta al plano x = 0;

¢) Volumen de tetraedro limitado por estos planos y el plano x = 0.

Solucién

a) Determinar dicho punto

mx—z=0 x—z=0; Z =X

{p:x+y+z=4{x+y+z=4{x+y+z=4
B:x+y=3 x+y=3; y=3-x

sustituyo x + (3 — x) + x = 4;

x=1 A
xX+3—-x+x=4x=1; {z=1; 121
y=12

b) Hallar las rectas en que cada uno de estos planos corta al plano x = 0; planoy +z = 0

{u:x+y+z=4

) _ x=0
mx—z=0 interseccion{u' +xy:§__4{ y=2
B:x+y=3 ’ z=4-21
o x=0 i _ x=0
interseccion{ﬂ'X _Z_O yzﬁ;interseccion{B'X+y_ 3 y=3
x—O: 72=0 x=0: z=t

¢) Volumen de tetraedro limitado por estos planos y el plano x = 0.

wx+y+z=4 (x+y+z=4 y=4
A interseccion{ mx—z=0 x—z=0 sustituyo{z=0 A(0,4,0)
x=0 x=0 x=0
mx—z=0(x—z=0 y=3
B interseccion {B:x+y =3 {x+y = 3 sustituyo {z =0 B(0,3,0)
x=0 x=0 x=0
wx+y+z=4(x+y+z=4% y=3
C interseccion { B:x+y=3 { Xx+y=3 sustituyo {z =1 C(031)
x=0 x=0 x=0
wx+y+z=4 (x+y+z=4 y =2
D interseccion § mx—z=0 { x—z=0 sustituyo {z =1 D(1,2,1)
B:x+y=3 x+y=3 x=1
AB = B(0,3,0) — A(0,4,0) = (0,—1,0)
AC = €(0,3,1) — A(0,4,0) = (0,—1,1)
AD = D(1,2,1) — A(0,4,0) = (1,-2,1)
S i T 1,
Volumen del tetraedro = — |[ AD ,AC ,AB]| ==|0 -1 1|==|-1]==u?
6 61 _o 1] © 6
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