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1 Angulo entre dos rectas 
El angulo que forman dos rectas r  y s en el espacio  

viene determinado por el angulo menor que forman 

 sus vectores de dirección  uሬ⃗ ୰ ,  uሬ⃗ ୱ 

ANGULO AGUDO FORMADO POR LAS CECTAS 

 Cos (uሬ⃗ ୰ ,  uሬ⃗ ୱ) =
 ୳ሬሬ⃗ ౨∗  ୳ሬሬ⃗ ౩

 |୳ሬሬ⃗ ౨| | ୳ሬሬ⃗ ౩|
 

ANGULO OBTUSO FORMADO POR LAS CECTAS 

 Cos (uሬ⃗ ୰ ,  uሬ⃗ ୱ) =
 uሬ⃗ ୰ ∗   uሬ⃗ ୱ

 |uሬ⃗ ୰| | uሬ⃗ ୱ|
  𝑒𝑙 𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑐𝑡𝑜 𝑒𝑠𝑐𝑎𝑙𝑎𝑟 𝑠𝑒𝑟á  

𝑛𝑒𝑔𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜. P𝑎𝑟𝑎 𝑞𝑢𝑒 𝑛𝑜 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑒 𝑡𝑜𝑚𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑒𝑙 𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟 𝑎𝑏𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑜 

 Cos (uሬ⃗ ୰ ,  uሬ⃗ ୱ) =
 |uሬ⃗ ୰ ∗   uሬ⃗ ୱ|

 |uሬ⃗ ୰| | uሬ⃗ ୱ|
=

|𝑎a1 + 𝑏b1 + cc1|

ඥ𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ඥa1
2 +  b1

2 + c1
2
 

1. Ejercicio 

Calcular el angulo que forman las recta r:
x

−1
=

y + 1

2
=

z − 3

4
 𝑦 𝑠 =  

x − 2

3
=

y

1
=

z + 5

−2
 

Solución 

r:
x

−1
=

y + 1

2
=

z − 3

4
,  uሬ⃗ ୰ = (−1,2,4) 

𝑠 =  
x − 2

3
=

y

1
=

z + 5

−2
;  uሬ⃗ ୱ = (3,1, −2) 

 Cose (uሬ⃗ ୰ ,  uሬ⃗ ୱ) =
|𝑎aଵ + 𝑏bଵ + ccଵ|

√𝑎ଶ + 𝑏ଶ + 𝑐ଶ ටaଵ
ଶ +  bଵ

ଶ + cଵ
ଶ

=
|(−1)3 + 2 ∗ 1 + 4(−2)|

ඥ(−1)ଶ + 2ଶ + 4ଶ ඥ3ଶ +  1ଶ + (−2)ଶ
= 

|−3 + 2 − 8|

√21 √14
=

9

√294 
;  

 Cose (uሬ⃗ ୰ ,  uሬ⃗ ୱ) =  0,524890659; Angulo =  58,339117º = 58º, 20´, 20,8212´´  

2. Ejercicio 

Calcular el angulo que forman las recta r: ൜
x − 2y − z = 0

x + y + 3z = −1
   𝑦 𝑠 ቄ

x = 1;
z = −2;

  

Solución 

r: ൜
x − 2y − z = 0

x + y + 3z = −1
  ; ൝

x = λ
λ − 2y − z = 0; z =  λ − 2y;   sustituyo en λ + y + 3(λ − 2y) = −1  

λ + y + 3z = −1

  

λ + y + 3λ − 6y = −1; 5y =  4λ + 1 ; y =
4

5
 λ +

1

5
 

൞

x = λ

 y =
4

5
 λ +

1

5
z =  λ − 2y

  =  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

x = λ

y =
4

5
 λ +

1

5

z =  λ − 2(
4

5
 λ +

1

5
)

 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

x = λ

y =  y =
4

5
 λ +

1

5

z = −
3

5
λ −

2

5
)

     uሬ⃗ ୰ = (1 ,
4

5
, −

3

5
) 

𝑠 ቄ
x = 1;

z = −2;
   t =   

x − 1

0
=

y − 0

1
=

z + 2

0
= ൝

x − 1 = 0
 y = t

z + 2 = 0

     ൝
x = 1
 y = t

z = −2

         uሬ⃗ ୱ(0,1,0) 

 Cose (uሬ⃗ ୰ ,  uሬ⃗ ୱ) ==
ቚ0 ∗ 1 + 1 ∗

4
5

+ 0 ቀ−
3
5

ቁቚ

√0ଶ + 1ଶ + 0ଶ ට1ଶ + ቀ 
4
5

ቁ
ଶ

+ ቀ−
3
5

ቁ
ଶ

=

4
5

√1 ට50
25

=

4
5

√2 
=

4

5√2 
= 0,5656854 

𝐴𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 = 55,550098º = 55º, 33´, 03528´´ 
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3. Ejercicio 

Hallar el valor de d para que las rectas sean secantes y halla el angulo que forman para ese valor de d 

r: ൜
x + y + z + 3 = 0;
x − y − z − 1 = 0;

   𝑦 𝑠: 
x + 1

2
= y + 1 =

z + d

−2
 

Solución 

r: ൜
x + y + z + 3 = 0;
x − y − z − 1 = 0;

  

y = λ ൜
x + λ + z + 3 = 0;
x − λ − z − 1 = 0;

  sumamos{2x + 0 + 0 = −2; x = −1;   ൝
x = −1
y = λ; 

−1 − λ − z = 1; 

  ൝
x = −1
y = λ; 

z = −2 − λ; 

  ൜
P୰ (−1, 0, −2);

 uሬ⃗ ୰ (0,1, −1);
  

𝑠: 
x + 1

2
= y + 1 =

z + d

−2
; ൝

x = 2μ − 1
y = μ − 1; 

z = −2μ − d; 

  ൜
pୱ (−1, −1, −d);

 uሬ⃗ ୱ (2,1, −2);
   

si se cortan ha de cumplir que tienen un punto comun  

igualamos  ൝

2μ − 1 = −1
μ − 1 = λ; 

−2μ − d = −2 − λ; 
൝

μ = 0;
−1 = λ; 

−d = −2 − (−1); 

   ൝
μ = 0;

λ = −1; 
d = 1; 

  

punto de interseccion  en s ൝

x = 2μ − 1
y = μ − 1; 

z = −2μ − d; 

  sustituimos ൝
x = −1

y = −1; 
z = 1; 

  (−1, −1,1) 

punto de interseccion  en r ൝
x = −1
y = λ; 

z = −2 − λ; 

  sustituimos ൝
x = −1

y = −1;  
z = 1; 

  (−1, −1,1) 

 Cose (uሬ⃗ ୰ ,  uሬ⃗ ୱ) ==
|0 ∗ 2 + 1 ∗ 1 + (−1)(−2)|

ඥ0ଶ + 1ଶ + (−1)ଶ ඥ2ଶ + 1ଶ + (−2)ଶ
=

1 + 2

√2 √9
=

3

3√2 
=

1

√2 
= 0,7071068; 

𝐴𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 = 45º 

 

4. Ejercicio 

Estudia la posicion relativa de las siguientes rectas. Calcular el angulo que forman. 

r: ൜
x + y − 2z + 1 = 0;
2x − y + z − 1 = 0;

   𝑦 s: ൜
2x + y − z − 1 = 0;
x − y − 2z + 1 = 0;

  

Solución 

r: ൜
x + y − 2z + 1 = 0;
2x − y + z − 1 = 0;

   ൝
x = λ;

λ + y − 2z + 1 = 0;
2λ − y + z − 1 = 0;

 
  sumamos ൜

x = λ;
3λ + 0 − z + 0 = 0; 

  ൜
x = λ;

z = 3λ; 
  

2λ − y + z − 1 = 0 sustituimos 2λ − y + 3λ − 1 = 0; y = 5λ − 1; 

r: ൝
x = λ;

y = 5λ − 1;
z = 3λ;

 
   ൜

p୰ (0, −1,0);

 uሬ⃗ ୰ (1,5,3);
  

s: ൜
2x + y − z − 1 = 0;
x − y − 2z + 1 = 0;

    ൝

x = μ;
2μ + y − z − 1 = 0;
μ − y − 2z + 1 = 0;

 
  sumamos ቄ

x = μ;
3μ + 0 − 3z = 0; z = μ  

  

x − y − 2z + 1 = 0;  sustituimos μ − y − 2μ + 1 = 0; y = 1 − μ 

s: ൝

x = μ;
y = 1 − μ;

z = μ;
 
   ൜

pୱ (0,1,0);

 uሬ⃗ ୱ (1, −1,1);
  

 uሬ⃗ ୰ (1,5,3)y  uሬ⃗ ୱ (1, −1,1)no son proporcionales, se cortan 

 Cose (uሬ⃗ ୰ ,  uሬ⃗ ୱ) ==
|1 ∗ 1 + 5 ∗ (−1) + 3 ∗ 1|

ඥ1ଶ + (5)ଶ + (3)ଶ ඥ1ଶ + (−1)ଶ + (1)ଶ
=

1

√35 ∗ √3 
=

1

√105
= 0,09759 

𝑎𝑟𝑐 cos
1

√105
= 84,3995908 =  84º, 23´, 58,52688´´  
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5. Ejercicio 

Considera un cuadrado cuyo centro es el punto 

 C(1,1, −1) y tiene uno de suslados en la recta  

r: ൜
x − 2 = y − 1;

z = 1;
   

a) calcula la ecuacion del plano en que se encuentra 

 el cuadrado 

b) Calcula la longitud del lado del cuadrado 

 

Solución 

r: ൜
x − 2 = y − 1;

z = 1;
  r: ൜

x − y − 1 = 0;
z = 1;

    x = λ r: ൜
λ − 2 + 1 = y;

z = 1;
   r: ൝

x = λ;
y = λ − 1

z = 1;

  

a) calcularemos la ecuacion del plano en que se encuentra 

Hallo dos punto de la recta A para λ = 0 ൝
x = 0;

y = −1
z = 1

   A(0, −1,1)   

Hallo dos punto de la recta B para λ = 1 ൝
x = 1;
y = 0
z = 1

   B(1,0,1) 

ACሬሬሬሬሬ⃗ =  C(1,1, −1) − A(0, −1,1) = (1,2, −2) 

BCሬሬሬሬሬ⃗ =  C(1,1, −1) − B(1,0,1) = (0,1, −2) 

Ecuacion del plano ∶  อ
x − 1 y − 1 z + 1

1 2 −2
0 1 −2

อ =  −4x + 4 + z + 1 + 2y − 2 + 2x − 2 = 

−2x + 2y + z + 1 = 0; 

b) Calcula la longitud del lado del cuadrado 

Lado del cuadrado = 2 Distancia de C a la recta r; 

d୰
ሬሬሬ⃗ = (1,1,0),  AD ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = C (1,1, −1) − A(0, −1,1) = (1,2, −2) 

h =  
หAC ሬሬሬሬሬሬ⃗  x    d୰

ሬሬሬሬሬሬ⃗  ห

ห d୰
ሬሬሬ⃗ ห

;   ℎ =
|(1,2, −2)x (1,1,0)|

ඥ1ଶ + (1)ଶ + (0)ଶ 
=

|(2, −2, −1)|

ඥ1ଶ + (1)ଶ + (0)ଶ 
=

ඥ2ଶ + (−2)ଶ + (−1)ଶ 

ඥ1ଶ + (1)ଶ + (0)ଶ 
=

√9 

√2 
=

3

√2 
 ; 

(1,2, −2)x (1,1,0) = อ
𝑖 𝑗 𝑘
1 2 −2
1 1 0

อ = 𝑘 − 2𝑗 − 2𝑘 + 2𝑖 = 2𝑖 − 2𝑗 − 𝑘; (2, −2, −1) 

Longitud del lado del cuadrado = 2h = 2
3

√2 
=

6

√2 
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2 Angulo entre dos planos  
 

El angulo β que forman dos planos es igual al 

 angulo que forman sus vectores normales   β             

Si tenemos dos planos  α  y π , sus vectores 

 normales serán  nሬ⃗ ஑   y   nሬ⃗ ஠ 

siendo nሬ⃗  ஑  (a, b, c) y   nሬ⃗ ஠ (aଵ, bଵ , cଵ )  

   

 𝐂𝐨𝐬 ( 𝐧ሬ⃗ 𝛂 ,  𝐧ሬ⃗ 𝛑) =
 |𝐧ሬሬሬ⃗

𝛂
∗   𝐧ሬ⃗ 𝛑|

| 𝐧ሬ⃗ 𝛂| | 𝐧ሬ⃗ 𝛑|
=

|𝒂𝐚𝟏 + 𝒃𝐛𝟏 + 𝐜𝐜𝟏|

ඥ𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐 ඥ𝐚𝟏
𝟐 +  𝐛𝟏

𝟐 + 𝐜𝟏
𝟐

6. Ejercicio 

Calcula el angulo que forman las siguientes parejas de planos  

 a ൜
α: x + y + z = 0;
π:  3x − z = −2;

   𝑦 b ൜
α: − x + 4y + 2z = 3;

π: y = 5;
  

Solución 

a) ൝൜
α: x + y + z = 0;
π:  3x − z = −2;

     nሬ⃗ ஑(1,1,1)

   nሬ⃗ ஠(3,0, −1)
   

 Cos ( nሬ⃗ α ,  nሬ⃗ π) =
 |nሬሬሬ⃗

α
∗   nሬ⃗ π|

| nሬ⃗ α|| nሬ⃗ π|
=

|1 ∗ 3 + 1 ∗ 0 + 1 ∗ (−1)|

ඥ12 + 12 + 12 ඥ32 +  02 + (−1)2
=

2

√3 √10
=

2

√30 
=  0,36514837 

𝑎𝑟𝑐 cos 0,36514837 = 68,583286º =  68º, 34´, 59,856´´ 

b) ൜
α: − x + 4y + 2z = 3;

π: y = 5;
     nሬ⃗ ஑(−1,4,2)

   nሬ⃗ ஠(0,1,0)
 

Cos ( nሬ⃗ α ,  nሬ⃗ π) =
 |nሬሬሬ⃗

α
∗   nሬ⃗ π|

| nሬ⃗ α|| nሬ⃗ π|
=

|(−1) ∗ 0 + 4 ∗ 1 + 2 ∗ 0)|

ඥ(−1)2 + 42 + 22 ඥ02 + 12 + 02
=

4

√21 √1
=

4

√21 
=  0,87287156 

𝑎𝑟𝑐 cos 0,87287156 = 29,205932º =  29º, 12´, 21,3552´´ 

 

7. Ejercicio 

Determina el valor de k para que el plano que pasa por A(2, −2,3), B(0.0.0), C(k, −1, k) sea perpendicular  

al plano π( 2x + y = 3; 

Solución 

Para hallar la formula del plano necesitamos conocer dos vectores de direccion y un punto de paso 

 ABሬሬሬሬሬ⃗ =  B(0.0.0) − A(2, −2,3) = (−2,2, −3) 

 ACሬሬሬሬሬ⃗ =  C(k, −1, k) − A(2, −2,3) = (k − 2, −1 + 2, k − 3) = (k − 2,1, k − 3) 

Punto de paso  B(0.0.0) 

α อ
−2 k − 2 x − 0
2 1 y − 0

−3 k − 3 z − 0

อ = อ
−2 k − 2 x
2 1 y

−3 k − 3 z

อ =  −2z − 3ky + 6y + 2kx − 6x + 3x − 2kz + 4z + 2ky − 6y 

α: (2k − 3)x + (−k)y + (−2k + 2)z = 0; 

Si α: (2k − 3)x + (−k)y + (−2k + 2)z = 0 ha de ser perpendicular a π( 2x + y = 3);  nሬ⃗ ஑(2,1,0); 

su producto escalar ha de ser 0;  

((2k − 3), (−k), (−2k + 2) ∗ (2,1,0) = 4k − 6 − k + 0 = 3k − 6 = 0; k = 2; 
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8. Ejercicio 

Hallar el angulo que forma los planos π determinado por los puntos A(0,0,8), B(−5,1,2) y  C (0, −2,0) 

y η que es el plano perpendicular a la recta x − 1 = y − 2 =
z

6
 y que pasa por el punto (0,0,1) 

Solución 

ABሬሬሬሬሬ⃗ =  B(−5,1,2) − A(0,0,8) = (−5,1, −6) 

ACሬሬሬሬሬ⃗ =  C (0, −2,0) − A(0,0,8) = (0, −2, −8) 

Punto de paso  A(0,0,8) 

π: อ
−5 0 x − 0
1 −2 y − 0

−6 −8 z − 8
อ = อ

−5 0 x
1 −2 y

−6 −8 z − 8
อ = 10z − 80 − 8x − 12x − 40y = 0;  π: − 20x − 40y + 10z − 80 = 0 

π: 2x + 4y − z + 8 = 0;  VN஠
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = ( 2,4, −1);  

Si el plano η es perpendicular a la recta su vector normal sera igual al vector director de la recta  

recta: x − 1 = y − 2 =
z

6
 ; ൝

x = λ + 1
y = λ + 2

z = 6λ

  vd୰
ሬሬሬሬሬሬ⃗  (1,1,6) 

 η = Ax + By + Cz + D = 0 sustituyo el vector director vd୰
ሬሬሬሬሬሬ⃗  ;  x + y + 6z + D = 0   

η. x + y + 6z + D = 0   como ha de pasar por (0,0,1) =>  𝜂: 0𝑥 + 0𝑦 + 6 ∗ 1 + 𝐷 = 0 ; 𝐷 = −6; 

η. x + y + 6z − 6 = 0; VN஗
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = ( 1,1,6) 

 Cos ൫VN஠
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ , VN஗

ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯ =
|2 ∗ 1 + 4 ∗ 1 + (−1) ∗ 6|

ඥ2ଶ + 4ଶ + (−1)ଶ √1ଶ + 1ଶ + 6ଶ
=

0

√21 √38
=

0

√798 
= 0;  

𝑎𝑟𝑐 cos 0 = 90º los planos son perpendiculares 

 

9. Ejercicio 

Hallar el angulo que forma los planos π determinado por las rectas r: x =
y

3
=

3 − z

2
 𝑦  𝑠: ൝

x = λ + 1
y = λ − 1

z = −λ + 3

   

y η: 2x − y + z = 1; 

Solución 

r: x =
y

3
=

3 − z

2
; ൝

x = λ
y = 3λ

z = −2λ + 3

  vd୰
ሬሬሬሬሬሬ⃗   (1,3, −2); 𝑃𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑝𝑎𝑠𝑜 (0,0,3)  

𝑠: ൝
x = λ + 1
y = λ − 1

z = −λ + 3

  vdୱ
ሬሬሬሬሬሬ⃗   (1,1, −1) 

π: อ
1 1 x − 0
3 1 y − 0

−2 −1 z − 3
อ = อ

1 1 x
3 1 y

−2 −1 z − 3
อ = z − 3 − 3x − 2y + 2x + y − 3z + 9 = 0; −𝑥 − 𝑦 − 2𝑧 + 6 = 0 

π: 𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 − 6 = 0; VN஠
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  (1,1,2) 

η: 2x − y + z = 1; VN஗
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = (2, −1,1) 

Cos ൫VNπ
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ , VNη

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯ =
|1 ∗ 2 + 1(−1) + 2 ∗ 1|

ඥ12 + 12 + 22 ඥ22 + (−1)2 + 12
=

3

√6 √6
=

3

√36 
=

3

6
=

1

2
;  

𝑎𝑟𝑐 cos
1

2
= 60º 
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3 Angulo que forman una recta y un plano 
 

El angulo que forma un plano π con una recta r 

es igual al angulo formado por el vector 

 director  de la recta r y el vector  director de la 

 recta proyectada sobre el plano π 

El angulo β es el complementarios del angulo α; 

sen β = cos α;  

 

sen β = Cos  (vdr
ሬሬሬሬሬ⃗    , VNπ

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  ) =
| vdr

ሬሬሬሬሬ⃗ ∗  VNπ
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  |

|vdr
ሬሬሬሬሬ⃗ | VNπ

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  |
=

|𝑎a1 + 𝑏b1 + cc1|

ඥ𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ඥa1
2 +  b1

2 + c1
2
 

𝛃 = 𝐚𝐫𝐜𝐬𝐞𝐧    
|𝒂𝐚𝟏 + 𝒃𝐛𝟏 + 𝐜𝐜𝟏|

√𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐 ට𝐚𝟏
𝟐 +  𝐛𝟏

𝟐 + 𝐜𝟏
𝟐

 

10. Ejercicio 

Hallar el angulo que forma los planos π y rectas r  a)π ∶ x + y − 2z = −1; r:
x − 1

2
=

y + 2

−1
=

z + 1

1
 

b) π ∶ −3x + 2y + z = 3;   r: ൜
y = −3

x + 2z = 1;
   

Solución 

a)π ∶ x + y − 2z = −1; r:
x − 1

2
=

y + 2

−1
=

z + 1

1
 

 

π ∶ x + y − 2z = −1;   VN஠
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  (1,1, −2)  

r:
x − 1

2
=

y + 2

−1
=

z + 1

1
  , vd୰

ሬሬሬሬሬሬ⃗ ( 2, −1,1) 

sen β =
| vdr

ሬሬሬሬሬ⃗ ∗  VNπ
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  |

|vdr
ሬሬሬሬሬ⃗ | VNπ

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  |
=

|1 ∗ 2 + 1(−1) + (−2) ∗ 1|

ඥ12 + 12 + (−2)2 ඥ22 + (−1)2 + 12
=

1

√6 √6
=

1

√36 
=

1

6
;   

𝑎𝑟𝑐 sen
1

6
= 9,594068º = 9º, 35´ 38,6448 

 

b) π ∶ −3x + 2y + z = 3; VN஠
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  (−3,2,1)  

 r: ൜
y = −3

x + 2z = 1;
  ൝

𝑥 = 𝜆
𝑦 = −3

𝜆 + 2z = 1

  ;  ൞

𝑥 = 𝜆
𝑦 = −3

𝑧 =
1 − 𝜆

2

  vd୰
ሬሬሬሬሬሬ⃗ ( 1,0, −

1

2
)   

sen β =
| vd୰

ሬሬሬሬሬሬ⃗ ∗  VN஠
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  |

|vd୰
ሬሬሬሬሬሬ⃗ | VN஠

ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  |
=

ቚ(−3) ∗ 1 + 2 ∗ 0 + 1 ∗ ቀ−
1
2

ቁቚ

ඥ(−3)ଶ + 2ଶ + 1ଶ ට1ଶ + 0ଶ + (−
1
2

)ଶ

=
|(−3 −

1
2

)|

√14 ට1 +
1
4

) 

=

7
2

√14 ට
5
4

 

=

7
2

1
2 √70  

=
7

√70  
;   

𝑎𝑟𝑐 sen
7

√70  
= 56,789089º = 56º, 47´ 20,7204´´ 
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11. Ejercicio 

Para que valores de m son el plano π: x + my − z + 1 = 0 y la recta  r: ൜
x − 2y + 1 = 0;

2x − 2y + z + 1 = 0;
   

a) paralelos; 

 b) Perpendiculares  c) Calcula en funcion del parametro m que angulo forman la recta y el plano 

Solución 

π: x + my − z + 1 = 0;  VN஠
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ (1, m, −1) 

r: ൜
x − 2y + 1 = 0;

2x − 2y + z + 1 = 0;
   

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑥 = 𝜆

𝑦 =
1 + 𝜆

2

2𝜆 − 2 ൬
1 + 𝜆

2
൰ + z + 1 = 0; 

൞

𝑥 = 𝜆

𝑦 =
1

2
z = −𝜆; 

+
𝜆

2
         vd୰

ሬሬሬሬሬሬ⃗ ቆ1,
1

2
, −1ቇ          

sen β =
ห vd୰

ሬሬሬሬሬሬ⃗ ∗  VN஠
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  ห

|vd୰
ሬሬሬሬሬሬ⃗ | VN஠

ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  |
=

ቚ1 ∗ 1 + 𝑚 ∗
1
2

+ (−1)(−1)ቚ

ඥ1ଶ + 𝑚ଶ + (−1)ଶ ට1ଶ + ቀ
1
2

ቁ
ଶ

+ (−1)ଶ

=
|2 +

𝑚
2

)|

√2 + 𝑚ଶ ට2 +
1
4

) 

= 

|
4 + 𝑚

2
|

√2 + 𝑚ଶ ට
9
4

) 

=
|

4 + 𝑚
2

|

ඥ9(2 + 𝑚ଶ)
2

=
4 + 𝑚

ඥ9(2 + 𝑚ଶ)
;   

sen β =
4 + 𝑚

ඥ9(2 + 𝑚ଶ)
 

a) paralelos =>
4 + 𝑚

ඥ9(2 + 𝑚ଶ)
= 0; m = 0;  

b) Perpendiculares 
4 + 𝑚

ඥ9(2 + 𝑚ଶ)
= 1;  4 + m = ඥ9(2 + 𝑚ଶ); 4𝑚ଶ − 4𝑚 + 1 = 0; 

𝑚 =
4 ± √4ଶ − 4 + 4 ∗ 1

2 ∗ 4
=

1

2
;   𝑚 =

1

2
  

c) Calcula en funcion del parametro m que angulo forman la recta y el plano 

sen β =
4 + 𝑚

ඥ9(2 + 𝑚ଶ)
 

4 Proyección ortogonal de un punto sobre un plano 
 

Se llama proyeccion de un punto P sobre un plano π,  

al punto Pଵ que se obtiene como la interseccion  

de la recta r perpendicular al plano π  que pasa por P  

 

12. Ejercicio 

El triangulo de vertice A(2,0,3), B(−1,1,1)  C(0,1,2) se proyecta ortogonalmente sobre el plano 

de ecuación π: x + 2y − z − 2 = 0;  Halla los vertices del triangulo proyectado 

Solución 

π: x + 2y − z − 2 = 0; VN஠
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  (1,2, −1) 

Recta perpendicular al plano por el punto A(2,0,3) vdୱ
ሬሬሬሬሬሬ⃗   (1,2, −1)s: ൝

x = λ + 2
y = 2λ

z = −λ + 3

  



 

9(31) 

 
 

Punto de interseccion recta s: ൝
x = λ + 2

y = 2λ
z = −λ + 3

  y plano π: x + 2y − z − 2 = 0 

Sutituimos  λ + 2 + 2 ∗ 2λ − (−λ + 3) − 2 = 0;   λ + 2 + 4λ +  λ − 3 − 2 = 0; 6λ = 3; λ =
1

2
;  

El punto A(2,0,3) proyectado sobre el plano será ൝
x = λ + 2

y = 2λ
z = −λ + 3

  sustituyo  λ =
1

2
; 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧x =

5

2
;

y = 1

z =
5

2
;

  

Recta perpendicular al plano por el punto B(−1,1,1); vdୱ
ሬሬሬሬሬሬ⃗   (1,2, −1)r: ൝

x = λ − 1
y = 2λ + 1
z = −λ + 1

  

Punto de interseccion recta r: ൝
x = λ − 1

y = 2λ + 1
z = −λ + 1

  y plano π: x + 2y − z − 2 = 0 

Sutituimos  λ − 1 + 2 ∗ (2λ + 1) − (−λ + 1) − 2 = 0;   λ − 1 + 4λ + 2 +  λ − 1 − 2 = 0; 6λ = 2; λ =
1

3
;  

El punto B(−1,1,1) proyectado sobre el plano serár: ൝
x = λ − 1

y = 2λ + 1
z = −λ + 1

  sustituyo  λ =
1

3
; 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧x = −

2

3
;

y =
5

3
;

z =
2

3
;

  

Recta perpendicular al plano por el punto C(0,1,2);  vdୱ
ሬሬሬሬሬሬ⃗   (1,2, −1); t: ൝

x = λ
y = 2λ + 1
z = −λ + 2

  

Punto de interseccion recta t: ൝
x = λ

y = 2λ + 1
z = −λ + 2

  y plano π: x + 2y − z − 2 = 0 

Sutituimos  λ + 2 ∗ (2λ + 1) − (−λ + 2) − 2 = 0;   λ + 4λ + 2 +  λ − 2 − 2 = 0; 6λ = 2; λ =
1

3
;  

El punto C(0,1,2) proyectado sobre el plano serár: t: ൝
x = λ

y = 2λ + 1
z = −λ + 2

  sustituyo  λ =
1

3
; 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧x =

1

3
;

y =
5

3
;

z =
5

3
;

  

13. Ejercicio 

Hallar la proyeccion ortogonal del punto P(0,0,0) sobre el plano  π: x + y + z − 1 = 0; 

Solución 

π: x + +z − 1 = 0; VN஠
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  (1,1,1) 

Recta perpendicular al plano por el punto P(0,0,0) vdୱ
ሬሬሬሬሬሬ⃗   (1,1,1)s: ൝

x = λ
y = λ
z = λ

  

Punto de interseccion recta s: ൝
x = λ
y = λ
z = λ

  y plano π: x + y + z − 1 = 0 

Sutituimos  λ + λ + λ − 1 = 0;  3λ = 1; λ =
1

3
;  

El punto P(0,0,0) proyectado sobre el plano serás: ൝
x = λ
y = λ
z = λ

  sustituyo  λ =
1

3
; 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧x =

1

3
;

y =
1

3

z =
1

3
;
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14. Ejercicio 

Hallar las coordenadas del punto simetrico  

a A(−2, −2, −3) respecto al plano  

η: 2x + y + z − 3 = 0; 

Solución 

El vector normal al plano  2x + y + z − 3 = 0 

 VN஗
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ es (2,1,1). 

r ቊ
D୰
ሬሬሬሬ⃗  (2,1,1)

A(−2, −2, −3)
  ; r ൝

x = 2λ − 2
y = 1λ − 2
z = 1λ − 3;

  

Punto Pଵ de corte de la recta r y el plano η 

r ൝
x = 2λ − 2
y = 1λ − 2
z = 1λ − 3;

  ; η: 2x + y + z − 3 = 0 sustituimos 2(2λ − 2) + ( λ − 2) + (λ − 3) − 3 = 0 

4λ − 4 + λ − 2 + λ − 3 − 3 = 0; 6λ − 12 = 0;  λ = 2; 

Punto Pଵ ssutituyo en r r ൝
x = 2λ − 2
y = λ − 2
z = λ − 3;

   λ = 2 => ൝
x = 2 ∗ 2 − 2

y = 2 − 2
z = 2 − 3;

    ൝
x = 2
y = 0

z = −1;

  Pଵ (2,0, −1) 

Pଵ =
1

2
(A + B); Pଵ (2,0, −1) =

1

2
൫A(−2, −2, −3) + B(x, y, z)൯;  B(x, y, z) = 2 Pଵ (2,0, −1) − A(−2, −2, −3) 

B(x, y, z) = (4,0, −2) − (−2, −2, −3) = (6,2,1) 

 

5 Proyección ortogonal de una recta sobre un plano 
 

Se llama proyeccion de una recta r  

sobre un plano π , a la recta rଵ , que 

se obtiene como la proyeccion de dos 

 puntos de la recta r sobre el plano π .  

 

 

 

𝐎𝐭𝐫𝐚 𝐟𝐨𝐫𝐦𝐚:  

La proyeccion de una recta r sobre un plano π, se obtiene como interseccion de plano π ଵ  

perpendicular al plano π  y que contiene a la recta  

15. Ejercicio 

Hallar la proyeccion ortogonal de la recta r: ൜
x + y = −1

3x − y + 2z = 0
  sobre el plano  π: x − 3y + z + 3 = 0; 

Solución 

π: x − 3y + z + 3 = 0; VN஠
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  (1, −3,1) 

r: ൜
x + y = −1

3x − y + 2z = 0
   ;  ൝

x = λ
y = −λ − 1

3λ − (−λ − 1) + 2z = 0

  ൞

x = λ
y = −λ − 1

z = −2λ −
1

2
;

  Un punto de la recta sera P ൬0, −1, −
1

2
൰ 

Vd୰
ሬሬሬሬሬሬ⃗ = (1, −1, −2) 
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La ecuacion del plano π ଵ =  ተ
x − 0 y + 1 z +

1

2
1 −1 −2
1 −3 1

ተ = ተ
x y + 1 z +

1

2
1 −1 −2
1 −3 1

ተ 

=  −x − 2y − 2 − 3z −
3

2
+ z +

1

2
− y − 1 − 6x = −7x − 3y − 2z − 4 = 0;  7x + 3y + 2z + 4 = 0; 

Recta pedida es la interseccion de los dos planos ൜
x − 3y + z + 3 = 0

7x + 3y + 2z + 4 = 0
  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

x = λ

λ − y + ൬−
8

3
λ −

7

3
൰ + 3 = 0

z = −
8

3
λ −

7

3

  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

x = λ

y = −
5

3
λ +

2

3

z = −
8

3
λ −

7

3

  

16. Ejercicio 

Hallar la proyeccion ortogonal de la recta r: 
x − 4

2
+

y − 1

2
+

z

2
 sobre el plano  π: x + y + z = 0; 

Solución 

r: 
x − 4

2
+

y − 1

2
+

z

2
= ൝

x = 2λ + 4
y = 2λ + 1

z = 2λ

   hallamos dos puntos de la recta  λ = 0; P(4,1,0);  λ = 1; A(6,3,2) 

π: x + y + z = 0; VN஠
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  (1,1,1) 

Recta perpendicular al plano por el punto P(4,1,0) vdୱ
ሬሬሬሬሬሬ⃗   (1,1,1)s: ൝

x = λ + 4
y = λ + 1

z = λ

  

Punto de interseccion recta s: ൝
x = λ + 4
y = λ + 1

z = λ

  y plano π: x + y + z = 0 

Sutituimos  λ + 4 + λ + 1 + λ = 0; 3λ = −5; λ = −
5

3
;  

El punto  P(4,1,0) proyectado sobre el plano serás: ൝
x = λ + 4
y = λ + 1

z = λ

  sustituyo  −
5

3
; Pଵ  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ x =

7

3
;

y = −
2

3

z = −
5

3
;

  

Recta perpendicular al plano por el punto A(6,3,2) vdୱ
ሬሬሬሬሬሬ⃗   (1,1,1), t: ൝

x = λ + 6
y = λ + 3
z = λ + 2

  

Punto de interseccion recta t: ൝
x = λ + 6
y = λ + 3
z = λ + 2

  y plano π: x + y + z = 0 

Sutituimos  λ + 6 + λ + 3 + λ + 2 = 0; 3λ = −11; λ = −
11

3
;  

El punto  A(6,3,2) proyectado sobre el plano serás: ൝
x = λ + 6
y = λ + 3
z = λ + 2

  sustituyo  λ = −
11

3
; Aଵ  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ x =

7

3
;

y = −
2

3

z = −
5

3
;

  

La proyeccion ortogonal de la recta r: 
x − 4

2
+

y − 1

2
+

z

2
 sobre el plano  π: x + y + z = 0,  

es un punto (
7

3
, −

2

3
, −

5

3
) 

El vector normal del plano   VN஠
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  (1,1,1) es igual al vector director de la recta vdୱ

ሬሬሬሬሬሬ⃗   (1,1,1)  
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17. Ejercicio 

Hallar la proyeccion ortogonal de la recta r: ൜
x + y = −1

3x − y + 2z = 0
  sobre el plano  π: x − 3y + z + 3 = 0; 

Solución 

π: x − 3y + z + 3 = 0; VN஠
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  (1, −3,1) 

r: ൜
x + y = −1

3x − y + 2z = 0
   ;  ൝

x = λ
y = −λ − 1

3λ − (−λ − 1) + 2z = 0

  ൞

x = λ
y = −λ − 1

z = −2λ −
1

2
;

  hallamos dos puntos de la recta 

para λ = 0 sustituyo  ቐ

x = λ
y = −λ − 1

z = −2λ −
ଵ

ଶ
;

   ቐ

x = 0
y = −1

z = −
ଵ

ଶ
;

  A ቀ 0, −1, −
ଵ

ଶ
ቁ; 

para λ = −1 sustituyo  ൞

x = λ
y = −λ − 1

z = −2λ −
1

2
;

   ൞

x = −1
y = 0

z =
3

2
;

  B( −1,0,
3

2
) 

Recta perpendicular al plano por el punto A ൬ 0, −1, −
1

2
൰ vdୱ

ሬሬሬሬሬሬ⃗   (1, −3,1)s: ൞

x = λ
y = −3λ − 1

z = λ −
1

2

  

Punto de interseccion recta s: ൞

x = λ
y = −3λ − 1

z = λ −
1

2

  y plano π: x − 3y + z + 3 = 0 

Sutituimos  λ − 3(−3λ − 1) + λ −
1

2
+ 3 = 0; λ + 9λ + 3 + λ −

1

2
+ 3 = 0; 11λ = −

11

2
; λ =  −

1

2
  

El punto  A ൬ 0, −1, −
1

2
൰  proyectado sobre el plano serás: ൞

x = λ
y = −3λ − 1

z = λ −
1

2

  sustituyo  −
1

2
; Aଵ  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧x = −

1

2
;

y =
1

2
z = −1;

  

Recta perpendicular al plano por el punto B( −1,0,
3

2
) vdୱ

ሬሬሬሬሬሬ⃗   (1, −3,1)t: ൞

x = λ − 1
y = −3λ

z = λ +
3

2

  

Punto de interseccion recta t: ൞

x = λ − 1
y = −3λ

z = λ +
3

2

  y plano π: x − 3y + z + 3 = 0 

Sutituimos  λ − 1 − 3(−3λ) + λ +
3

2
+ 3 = 0; λ − 1 + 9λ + λ +

3

2
+ 3 = 0; 11λ = −

7

2
; λ =  −

7

22
  

El punto  B( −1,0,
3

2
) proyectado sobre el plano serás: t: ൞

x = λ − 1
y = −3λ

z = λ +
3

2

  sustituyo  −
7

22
; Bଵ  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧x = −

29

22
;

y =
21

22

z =
26

22
;

  

proyeccion de la recta recta vd୰
ሬሬሬሬሬሬ⃗ =  Bଵ  ൬−

29

22
,
21

22
,
26

22
൰ − Aଵ ൬−

1

2
,
1

2
, −1൰ = (−

18

22
,
10

22
,
48

22
) 

Recta proyectada vd୰
ሬሬሬሬሬሬ⃗  ൬−

18

22
,
10

22
,
48

22
൰ , Aଵ ൬−

1

2
,
1

2
, −1൰  t:

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧x = −

18

22
μ −

1

2

y =
10

22
μ +

1

2

z =
48

22
μ − 1
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18. Ejercicio 

Hallar la proyeccion ortogonal de la recta r: ൜
x + y = −1

3x − y + 2z = 0
  sobre el plano  π: 4x − 3y + z + 3 = 0; 

Solución 

π: 4x − 3y + z + 3 = 0; VN஠
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  (4, −3,1) 

 ൝

x = λ
y = −λ − 1

3λ − (−λ − 1) + 2z = 0

  ൞

x = λ
y = −λ − 1

z = −2λ −
1

2
;

vdୱ
ሬሬሬሬሬሬ⃗   (1, −1, −2)  P(0, −1, −

1

2
) 

La ecuacion del plano π ଵ =  ተ
x − 0 y + 1 z +

1

2
1 −1 −2
4 −3 1

ተ = ተ
x y + 1 z +

1

2
1 −1 −2
4 −3 1

ተ 

=  −x − 8y − 8 − 3z −
3

2
+ 4z +

4

2
− y − 1 − 6x = −7x − 9y + z −

17

2
= 0;  7x + 9y − z +

17

2
= 0; 

Recta pedida es la interseccion de los dos planos ൝

4x − 3y + z + 3 = 0

7x + 9y − z +
17

2
= 0

   ൜
4x − 3y + z + 3 = 0

14x + 18y − 2z + 17 = 0
  

La recta proyectada será  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

x = π

y = −
22

12
π −

23

12

z = −
114

12
π −

105

12

  

Interseccion entre las dos recta  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

x = π

y = −
22

12
π −

23

12

z = −
114

12
π −

105

12

   𝑦 ൞

x = λ
y = −λ − 1

z = −2λ −
1

2
;

  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

λ = π

−λ − 1 = −
22

12
π −

23

12

−2λ −
1

2
= −

114

12
π −

105

12

  sustituyo =>  −𝜋 − 1 = −
22

12
π −

23

12
; −12π − 12 = −22π − 23;   π = −

11

10
 

Para π = −
11

10

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

x = π

y = −
22

12
π −

23

12

z = −
114

12
π −

105

12

 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ x = −

11

10

y = −
22

12
∗ −

11

10
−

23

12

z = −
114

12
∗ −

11

10
π −

105

12

  =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧x = −

11

10

y =
12

120

z =
204

120

  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧x = −

11

10

y =
1

10

z =
17

10

  ൬−
11

10
,

1

10
,
17

10
൰ 
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6 Distancia entre dos puntos 
 

La distancia entre dos puntos es 𝐝(𝐀, 𝐁) = |𝐀𝐁ሬሬሬሬሬ⃗  | =  ඥ(𝐚𝟏 − 𝐛𝟏)𝟐 + (𝐚𝟐 − 𝐛𝟐)𝟐 + (𝐚𝟑 − 𝐛𝟑)𝟐  

 

19. Ejercicio 

Hallar la ecuacion del plano mediador del segmento de extremos A(1,3, −1)y B (4,6,0) 

Solución 

d(A, X) =  d(B, X) 

d(A, X) = ඥ(x − 1)ଶ + (y − 3)ଶ + (z + 1)ଶ  

d(B, X) = ඥ(x − 4)ଶ + (y − 6)ଶ + (z + 0)ଶ 

ඥ(x − 1)ଶ + (y − 3)ଶ + (z + 1)ଶ = ඥ(x − 4)ଶ + (y − 6)ଶ + (z + 0)ଶ => 

(x − 1)ଶ + (y − 3)ଶ + (z + 1)ଶ =  (x − 4)ଶ + (y − 6)ଶ + (z + 0)ଶ; 

𝑥ଶ + 1 − 2𝑥 + 𝑦ଶ + 9 − 6𝑦 + 𝑧ଶ + 1 + 2𝑧 =  𝑥ଶ + 16 − 8𝑥 + 𝑦ଶ + 36 − 12𝑦 + 𝑧ଶ 

1 − 2𝑥 + 9 − 6𝑦 + 1 + 2𝑧 =  +16 − 8𝑥 + 36 − 12𝑦;  

1 − 2𝑥 + 9 − 6𝑦 + 1 + 2𝑧 =  +16 − 8𝑥 + 36 − 12𝑦;  

6𝑥 + 6𝑦 + 2𝑧 − 41 = 0; 

 

20. Ejercicio 

Hallar el punto del plano π: x + y + z − 1 = 0; que 

 equidista de los puntos A(1, −1,2) B (3,1,2)C(1,1,0) 

Solución 

d(A, X) =  d(B, X) =  d(C, X) 𝐬𝐨𝐧 𝐥𝐨𝐬 𝐩𝐮𝐧𝐭𝐨𝐬 𝐝𝐞 𝐮𝐧𝐚 𝐫𝐞𝐜𝐭𝐚  

d(A, X) = ඥ(x − 1)ଶ + (y + 1)ଶ + (z − 2)ଶ  

d(B, X) = ඥ(x − 3)ଶ + (y − 1)ଶ + (z − 2)ଶ 

d(C, X) = ඥ(x − 1)ଶ + (y − 1)ଶ + (z + 0)ଶ 

d(A, X) =  d(B, X), (x − 1)ଶ + (y + 1)ଶ + (z − 2)ଶ = (x − 3)ଶ + (y − 1)ଶ + (z − 2)ଶ 

𝑥ଶ + 1 − 2𝑥 + 𝑦ଶ + 1 + 2𝑦 + 𝑧ଶ + 4 − 4𝑧 = 𝑥ଶ + 9 − 6𝑥 + 𝑦ଶ + 1 − 2𝑦 + 𝑧ଶ + 4 − 4𝑧 

1 − 2𝑥 + 1 + 2𝑦 + 4 − 4𝑧 = +9 − 6𝑥 + 1 − 2𝑥 + 4 − 4𝑧; 4𝑥 + 4𝑦 − 8 = 0; 

d(A, X) =  d(C, X), (x − 1)ଶ + (y + 1)ଶ + (z − 2)ଶ = (x − 1)ଶ + (y − 1)ଶ + (z + 0)ଶ 

𝑥ଶ + 1 − 2𝑥 + 𝑦ଶ + 1 + 2𝑦 + 𝑧ଶ + 4 − 4𝑧 = 𝑥ଶ + 1 − 2𝑥 + 𝑦ଶ + 1 − 2𝑦 + 𝑧ଶ 

1 − 2𝑥 + 1 + 2𝑦 + 4 − 4𝑧 = +1 − 2𝑥 + 1 − 2𝑦; 4𝑦 − 4𝑧 + 4 = 0 

El punto pedido es la interseccion de la recta ൜
4x + 4y − 8 = 0
4y − 4z + 4 = 0

   con el plano π: x + y + z − 1 = 0  

൜
4x + 4y − 8 = 0
4y − 4z + 4 = 0

  ;  ൝
x =  λ

y = −λ + 2
z = −λ + 3

  

sustituimos en el plano π: x + y + z − 1 = 0 =>  λ − λ + 2 − λ + 3 − 1 = 0;  λ = 4;  

punto pedido para λ = 4 ൝
x =  λ

y = −λ + 2
z = −λ + 3

  => ൝
x =  4

y = −4 + 2
z = −4 + 3

   (4, −2, −1) 

 

 



 

15(31) 

 
 

21. Ejercicio 

Calcula los puntos de la recta que pasa por  A(−1,2,3) B (3,5,0)y cuya distancia al punto C(−1,0,1) es 12 

Solución 

recta r ቊ
vdୱ
ሬሬሬሬሬሬ⃗  = B (3,5,0) −  A(−1,2,3) = (4,3, −3) 

Punto de paso  B (3,5,0)
  ൝

x = 4λ + 3
y = 3λ + 5

z = −3λ

  

distancia de iun punto de la recta (x, y, z) al punto  C(−1,0,1) 

d(A, X) = 12; ඥ(x − (−1))ଶ + (y − 0)ଶ + (z − 1)ଶ = ඥ(x + 1)ଶ + (y)ଶ + (z − 1)ଶ sustituyo x por su valos  

ඥ((4λ + 3) + 1)ଶ + (3λ + 5)ଶ + (−3λ − 1)ଶ =  ඥ(4λ + 4)ଶ + (3λ + 5)ଶ + (−3λ − 1)ଶ = 12  

(4λ + 4)ଶ + (3λ + 5)ଶ + (−3λ − 1)ଶ = 144;   16λଶ + 16 + 32λ +  9λଶ + 25 + 30λ + 9λଶ + 1 + 6λ = 144 

34λଶ + 68λ − 102 = 0;  λ =
−68 ± ඥ68ଶ − 4 ∗ 34 ∗ (−102)

2 ∗ 34
=  

−68 ± √4624 + 13872

68
=

−68 ± √18496

68
 

λ =
−68 ± 136

68
; ൞

λ =
−68 + 136

68
= 1 

λ =
−68 − 136

68
= −3; 

  

Para λ = 1 ൝
x = 4λ + 3
y = 3λ + 5

z = −3λ

  sustituyo ൝
x = 4 + 3
y = 3 + 5

z = −3

   ൝
x = 7
y = 8

z = −3

  𝑃𝑢𝑛𝑡𝑜 (7,8, −3) 

Para λ = −3 ൝
x = 4λ + 3
y = 3λ + 5

z = −3λ

  sustituyo ቐ

x = 4 ∗ (−3) + 3

y = 3 ∗ (−3) + 5
z = −3 ∗ (−3)

   ൝
x = −9
y = −4
z = −9

  𝑃𝑢𝑛𝑡𝑜 (−9, −4,9) 

7 Distancia entre un punto y un Plano 
 

Para calcular la distancia de un punto a un plano,  

con el vector normal al plano como vector director 

trazamos una recta que pase por el punto P, donde 

 corte la recta al plano Pଵ , halamos la distancia entre  

el punto P y Pଵ 

Formula 

P( xଵ, yଵ, zଵ) 

α: aଵx + bଵy + cଵz + dଵ = 0 

𝐝(𝐏, 𝛂) =
|𝐚𝟏𝐱𝟏 + 𝐛𝟏𝐲𝟏 + 𝐜𝟏𝐳𝟏 + 𝐝𝟏|

√𝐚𝟐 + 𝐛𝟐 + 𝐜𝟐
 

22. Ejercicio 

Hallar la distancia de un punto P(3,1, −2)al plano π: 2x + y − z + 1 = 0; 

Solución 

VN஠
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  del plano ( 2,1, −1);  recta r ቊ

vdୱ
ሬሬሬሬሬሬ⃗  = (2,1, −1) 

Punto de paso  p(3,1, −2)
  r. ൝

x = 2λ + 3
y = λ + 1

z = −λ − 2

  

interseccion recta y el plano π: 2x + y − z + 1 = 0  sustituyo 

2(2λ + 3) + (λ + 1) − (−λ − 2) + 1 = 0; 4λ + 6 + λ + 1 + λ + 2 + 1; 6λ = 10;  λ = −
10

6
= −

5

3
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  Punto de interseccion  ൝
x = 2λ + 3
y = λ + 1

z = −λ − 2

  sustituyo 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧x = 2 ൬−

5

3
൰ + 3

y = −
5

3
+ 1

z = − ൬−
5

3
൰ − 2

   

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧x = −

1

3

y = −
2

3

z = −
1

3

  

d(P, π) = ඨ൬3 − (−
1

3
)൰

ଶ

+ ቆ1 − ൬−
2

3
൰ቇ

ଶ

+ ቆ(−2) − ൬−
1

3
൰ቇ

ଶ

= ඨ൬
10

3
൰

ଶ

+ ൬
5

3
൰

ଶ

+ ൬−
5

3
൰

ଶ

 

d(P, π) = ඨ
100

9
+

25

9
+

25

9
= ඨ

150

9
 ; 

 

23. Ejercicio 

a) Demuestra que los planos η: 2x + 3y − 4z = 6 y π: − 3x + 4y − 2z = 2 no son paralelos 

 y calcula sus planos bisectores.  b) Calcula el angulo que forman los lanos bisectores. 

Solución 

a) Demuestra que los planos 

 η: 2x + 3y − 4z = 6 y 

 π: − 3x + 4y − 2z = 2  

no son paralelos 

 y calcula sus planos bisectores. 

Los vectores normales de los planos 

 VN஗
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ( 2,3, −4) ; VN஗

ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ (−3,4, −2) 

 no son proporcionales lo que imlica 

 que no son paralelos. 

Los planos bisectores son el lugar geometrico de los puntos que equidistan de los dos planos. 

Siendo P(x, y, z) y η: 2x + 3y − 4z = 6  d(P, η) =
|2x + 3y − 4z − 6|

ඥ2ଶ + 3ଶ + (−4)ଶ
=

|2x + 3y − 4z − 6|

√29
 

Siendo P(x, y, z) y π: − 3x + 4y − 2z = 2   d(P, η) =
| − 3x + 4y − 2z + 2|

ඥ(−3)ଶ + 4ଶ + (−2)ଶ
=

| − 3x + 4y − 2z + 2|

√29
 

|2x + 3y − 4z − 6|

√29
=

|−3x + 4y − 2z + 2|

√29
; |2x + 3y − 4z − 6| = |−3x + 4y − 2z + 2| 

Si las ecuaciones son iguales en valor absoluto es porque ൜
2x + 3y − 4z − 6 = −3x + 4y − 2z + 2

2x + 3y − 4z − 6 = −(−3x + 4y − 2z + 2)
   

planos bisectrices ൜
5x − y − 2z − 8 = 0;

−x + 7y − 6z − 4 = 0;
    

Los planos bisectrices son siempre perpendiculares. 

Demostración: 

El angulo que forman los planos es el que forman los vectores normales bısectrız 1ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ( 5, −1, −2)  

 bısectrız 2ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ (−1,7, −6) 

Cos ൫ b1ሬሬሬሬ⃗ , b2ሬሬሬሬ⃗ ൯ =
|(5 ∗ (−1) + (−1) ∗ 7 + (−2)(−6)|

ඥ5ଶ + (−1)ଶ + (−2)ଶ ඥ(−1)ଶ + 7ଶ + (−6)ଶ
=

| − 5 − 7 + 12|

√25 + 1 + 4 √1 + 49 + 36
  

Cos ൫ b1ሬሬሬሬ⃗ , b2ሬሬሬሬ⃗ ൯ =
|0|

√30 √86
=

0

√2580 
= 0;   𝛼 = 90º 
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8 Distancia entre dos planos paralelos 
Para calcular la distancia entre dos planos  

paralelos  (π y α), tomamos un punto P cualquiera  

de uno de ellos. Como los dos tienen el mismo  

vector normal, tomamos  el vector normal como 

 vector director de la recta que pasa por el punto 

 P ellegido y donde corte al otro plano tendremos  

el punto  Pଵ. 

Halamos la distancia entre el punto P y Pଵ y 

 tendremos la distancia entre planos 

Formula 

π: ax + by + cz + d = 0 

α: aଵx + bଵy + cଵz + dଵ = 0 

𝐝(𝛑 𝐲 𝛂) =
|𝐝𝟏 − 𝐝|

√𝐚𝟐 + 𝐛𝟐 + 𝐜𝟐
 

 

24. Ejercicio 

Hallar la distancia entre el plano α que pasa por el origen de coordenadas O y los punto A(1,2,0) y B( −1,1,3) 

y plano paralelo  π  que pasa por el punto P(1,1,1) 

Solución 

OA ሬሬሬሬሬሬ⃗ = A(1,2,0) − O(0,0,0) = (1,2,0) ;  OB ሬሬሬሬሬሬ⃗ = B(−1,1,3) − O(0,0,0) = (−1,1,3) 

α: อ
x − 0 y − 0 z − 0

1 2 3
−1 1 3

อ =  ቤ
x y z
1 2 0

−1 1 3
ቤ = 6x + z + 2z − 3y = 0; 6x − 3y + 3z = 0; 

2x − y + z = 0;   VN஑
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  (2, −1,1) 

VN஑
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  del plano ( 2, −1,1);  recta r ቊ

vdୱ
ሬሬሬሬሬሬ⃗  = ( 2, −1,1) 

Punto de paso P(0,0,0)
  r: ൝

x = 2λ
y = −λ
z = λ

   

 plano paralelo  π:  2x − y + z + D = 0, como pasa por P(1,1,1) => 2 ∗ 1 − 1 + 1 + D = 0; D = −2 

π:  2x − y + z − 2 = 0; 

Punto de corte P de la recta r: ൝
x = 2λ
y = −λ
z = λ

   y el plano π:  x − y + z − 2 = 0, sustituyo 

2 ∗ 2λ − (−λ) + λ − 2 = 0;  4λ + λ + λ − 2 = 0; 6λ = 2;   λ =
2

6
=

1

3
 

Para  λ =
1

3
el punto 𝑃ଵ : 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ x = 2

1

3

y = −
1

3

z =
1

3

    P: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ x =

2

3

y = −
1

3

z =
1

3

    P(
2

3
, −

1

3
,
1

3
) 

d(P, 𝑃ଵ) = ඨ൬
2

3
− 0൰

ଶ

+ ൬(−
1

3
) − 0൰

ଶ

+ ൬
1

3
− 0൰

ଶ

= ඨ
4

9
+

1

9
+

1

9
=  ඨ

6

9
= 

d(P, π) =
√6

3
; 
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25. Ejercicio 

Determina el punto del plano π: x − z = 3 , que esta mas cerca del punto P(3,1,4) , asi como  

la distancia  entre el punto P y el plano π 

Solución: 

π: x − z − 3 = 0; VN஠
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = (1,0, −1) Un punto del plano seria (x, y, z) 

la recta r perpendicular al plano   ቊ
vdୱ
ሬሬሬሬሬሬ⃗  = ( 1,0, −1) 

Punto de paso P(3,1,4)
  r: ൝

x = λ + 3
y = 1

z = −λ + 4

  

punto de interseccion de la recta r: ൝
x = λ + 3

y = 1
z = −λ + 4

  con el plano π: x − z − 3 = 0; sustituyo  

x − z − 3 = 0 =>  λ + 3 − (−λ + 4) − 3 = 0; 2λ − 4 = 0;  λ =
4

2
;  λ = 2; 

punto de interseccion λ = 2  ൝
x = λ + 3

y = 1
z = −λ + 4

  => ൝
x = 2 + 3

y = 1
z = −2 + 4

  ;  ൝
x = 5
y = 1
z = 2

    ; Pଵ(  5,1,2) 

d(P, 𝑃ଵ) = ඥ(3 − 5)ଶ + (1 − 1)ଶ + (4 − 2)ଶ = √4 + 4 =  √8 

26. Ejercicio 

Calcula los puntos de la recta r: ൜
x − z = 1 
x + y = 2

  que equidistan de los planos  

α: 2x + y − 2z = 0; y π: x − 2y + 2z − 1 = 0; 

Solución: 

r: ൜
x − z = 1 
x + y = 2

   ൝
x = λ

y = −λ + 2
z = λ − 1

  

α: 2x + y − 2z = 0, VN஑
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = (2,1, −2); 

distancia del punto de r ൝
x = λ

y = −λ + 2
z = λ − 1

  ; al plano α: 2x + y − 2z = 0, VN஑
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = (2,1, −2); 

d(P, α) =
|aଵxଵ + bଵyଵ + cଵzଵ + dଵ|

√aଶ + bଶ + cଶ
=>

|2λ + 1(−λ + 2) − 2(λ − 1) + 0|

ඥ2ଶ + 1ଶ + (−2)ଶ
=

−λ + 4

√9
=  

4 − λ

3
 

 

π: x − 2y + 2z − 1 = 0, VN஠
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = (1, −1,2) 

d(P, π) =
|aଵxଵ + bଵyଵ + cଵzଵ + dଵ|

√aଶ + bଶ + cଶ
=>

|λ − 2(−λ + 2) + 2(λ − 1) − 1|

ඥ2ଶ + 1ଶ + (−2)ଶ
=

5λ − 7

√9
=  

5λ − 7

3
 

El punto de la recta equidistante de los dos planos será  
4 − λ

3
=

5λ − 7

3
;  4 − λ = 5λ − 7;  λ =

11

6
 

para λ =
11

6
el punto de la recta será  ൝

x = λ
y = −λ + 2
z = λ − 1

  =>

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ x =

11

6

y = −
11

6
+ 2

z =
11

6
− 1

   

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧x =

11

6

y =
1

6

z =
5

6

   𝑃(
11

6
,
1

6
,
5

6
) 

27. Ejercicio 

Determina la posicion relariva de los planos  α: 3x + 2y − z − 4 = 0 y 

 π: 6x + 4y − 2z − 1 = 0; y su distancia 

Solución: 

ቊ
α: 3x + 2y − z − 4 = 0; VN஑

ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ (3,2, −1)

π: 6x + 4y − 2z − 1 = 0; VN஠
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ (6,4, −2)

    VN஑
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  y VN஠

ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ son proporcionales (planos paralelos) 
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𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑎𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎𝑟 𝑙𝑎 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑢𝑙𝑎 ℎ𝑎𝑔𝑜 𝑞𝑢𝑒 𝑙𝑜𝑠 𝑑𝑜𝑠 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜𝑠 𝑡𝑒𝑛𝑔𝑎𝑛 𝑒𝑙 𝑚𝑖𝑠𝑚𝑜 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 

ቊ
α: 3x + 2y − z − 4 = 0; 𝑚𝑢𝑙𝑡𝑖𝑝𝑙𝑖𝑐𝑜 𝑝𝑜𝑟 2 => α: 6x + 4y − 2z − 8 = 0, VN஑

ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ (6,4, −2) 

π: 6x + 4y − 2z − 1 = 0; VN஠
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ (6,4, −2)

  

d(π y α) =
|dଵ − d|

√aଶ + bଶ + cଶ
; d(π y α) =  

| − 8 − (−1)|

ඥ6ଶ + 4ଶ + (−2)ଶ
=  

7

√56
 

28. Ejercicio 

Determina la posicion relariva de los planos  α: ൝
x = 1 + 3 t + s

y = −2t
z = t − s

  y π: x + 2y + z + 3 = 0; y su distancia 

Solución: 

α: ൝
x = 1 + 3 t + s

y = −2t
z = t − s

; Vdଵ
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗   (3, −2,1);  Vdଶ

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ (1,0, −1); Pde paso (1,0,0) 

α: อ
x − 1 y − 0 z − 0

3 −2 1
1 0 −1

อ = อ
x − 1 y z

3 −2 1
1 0 −1

อ = 2x − 2 + y + 2z + 3y = 0; 

ቊ
α: 2x + 4y + 2z − 2 = 0; α = x + 2y + z − 1; VN஑

ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ (1,2,1)

π: x + 2y + z + 3 = 0; VN஠
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ (1,2,1)

   VN஑
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = VN஠

ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗   𝑙𝑜𝑠 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜𝑠 𝑠𝑜𝑛 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑜𝑠 

d(π y α) =
|dଵ − d|

√aଶ + bଶ + cଶ
; d(π y α) =  

| − 1 − 3|

√1ଶ + 2ଶ + 1ଶ
=  

4

√6
 

9 Distancia de un punto a una recta 
 

Para hallar la distancia d(P, Pଵ), de un punto P a  

una recta r , tomamos un punto Q cualquiera  

de la recta y con el vector d୰
ሬሬሬ⃗  de la recta  y el 

 vector QPሬሬሬሬሬ⃗  formamos un parallemogramo. 

El modulo del producto vectorial หQPሬሬሬሬሬ⃗  x d୰
ሬሬሬ⃗  หnos da  

el area del paralleogramo. Por otro lado sabemos 

 que area paralelogramo =  base por altura.  ൫Area = หd୰
ሬሬሬ⃗ ห ∗ h൯; Igualamos หQPሬሬሬሬሬ⃗  x d୰

ሬሬሬ⃗  ห = หd୰
ሬሬሬ⃗ หx h;  

 

 𝐡 =  (𝐝(𝐏, 𝐏𝟏) =
ห𝐐𝐏ሬሬሬሬሬ⃗  𝐱    𝐝𝐫

ሬሬሬሬሬሬ⃗  ห

| 𝐝𝐫
ሬሬሬሬ⃗ |

 

29. Ejercicio 

Calcular la distancia del punto P(5, −1,6) a la recta
−x + 1

 2
= −y = z − 5 

Solución: 

−x + 1

 2
= −y = z − 5; ൝

x = 1 − 2λ
y =  −λ

z = 5 + λ

 ቊ
d୰
ሬሬሬ⃗  (−2, −1,1)

P୰(1,0,5)
   

P୰Pሬሬሬሬሬሬ⃗ = P(5, −1,6) − P୰(1,0,5) = (4, −1,1)  

หQPሬሬሬሬሬ⃗  x    d୰
ሬሬሬሬሬሬ⃗  ห =  อ

i j k
4 −1 1

−2 −1 1

อ = | − i − 2j − 4k − 2k + i − 4j| =  −6j − 6k ;  (0, −6, −6) 

 h =  (d(P, Pଵ) =
หQPሬሬሬሬሬ⃗  x    d୰

ሬሬሬሬሬሬ⃗  ห

ห d୰
ሬሬሬ⃗ ห

;   ℎ =
ඥ0ଶ + (−6)ଶ + (−6)ଶ

√2ଶ + 1ଶ + 1ଶ
=

√72

√6
= √12 u ;  h =  (d(P, Pଵ) =  √12 u 
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10 Distancia entre dos restas paralelas 
 

Para hallar la distancia d(P, Pଵ), entre dos rectas 

 paralelas, el estudio es el mismo que si calculamos  

distancia de un punto a una recta. 

 Tomamos un punto Q cualquiera  

de la recta r , su  vector d୰
ሬሬሬ⃗  y un punto P de la  

otra recta s 

𝐡 =  (𝐝(𝐏, 𝐏𝟏) =
ห𝐐𝐏ሬሬሬሬሬ⃗  𝐱    𝐝𝐫

ሬሬሬሬሬሬ⃗  ห

| 𝐝𝐫
ሬሬሬሬ⃗ |

 

 

30. Ejercicio 

Determina la posicion relativa y la distancia entre las siguientes rectas r ൜
x − y + 3z = 2;

2y − z = −1
  s ൝

x = 3 − 5λ
y =  −1 + λ
z = 4 + 2λ

   

Solución 

r ൜
x − y + 3z = 2;

2y − z = −1,
  ൝

x = t;
−y + 3z = 2 − t

2y − z = −1;

   , r

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

x = t;

y = −
1

5
−

1

5
t

z =
3

5
−

2

5
t;

    ൞
d୰
ሬሬሬ⃗  ൬1, −

1

5
, −

2

5
൰

P୰ ൬0, −
1

5
,
3

5
൰

  

s ൝
x = 3 − 5λ

y =  −1 + λ
z = 4 + 2λ

   ቊ
d୰
ሬሬሬ⃗  (−5,1,2)

Pୱ(3, −1,4)
 ; 

Comprobamos si las rectas son paralelas (vectores directores proporcionales) 

d୰
ሬሬሬ⃗  ൬1, −

1

5
, −

2

5
൰  y dୱ

ሬሬሬሬሬ⃗  (−5,1,2); d୰
ሬሬሬ⃗   ൬1, −

1

5
, −

2

5
൰ ∗ (−5) = (−5,1,2) son recta paralelas o coincidentes 

Comprobamos si hay puntos comunes ( tomo u punto de t para λ = 0 )s ൝
x = 3 − 5λ
y =  −1 + λ
z = 4 + 2λ

   (3, −1,4) 

Sustituyo (3, −1,4)en  r

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

x = t;

y = −
1

5
−

1

5
t

z =
3

5
−

2

5
t;

  =>

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

3 = t;

−1 = −
1

5
−

1

5
t

4 =
3

5
−

2

5
t;

   , ൞

3 = t;
t = 4;

t = −
17

2

  el punto no pertenece a r 

 

como las rectas son paralelas , hallamos la distancia entre dos rectas paralela 

PQሬሬሬሬሬ⃗ = Pୱ(3, −1,4) − P୰ ൬0, −
1

5
,
3

5
൰ = (3, −

4

5
,
17

5
)  

หQPሬሬሬሬሬ⃗  x    d୰
ሬሬሬሬሬሬ⃗  ห =  

ተ
ተ

i j k

1 −
1

5
−

2

5

3 −
4

5

17

5

ተ
ተ

= ฬ−
17

25
i −

6

5
j −

4

5
k +

3

5
k −

8

25
i −

17

5
jฬ = −i +

23

5
j +

1

5
k ;  (1,

23

5
,
1

5
) 

 h = (d(P, Pଵ) =
หQPሬሬሬሬሬ⃗  x    d୰

ሬሬሬሬሬሬ⃗  ห

ห d୰
ሬሬሬ⃗ ห

; ℎ =

ට1ଶ + ቀ
23
5

ቁ
ଶ

+ (
1
5

)ଶ

ට1ଶ + ቀ−
1
5

ቁ
ଶ

+ ቀ−
2
5

ቁ
ଶ

 

=

ට25
25

+
529
25

+
1

25

ට30
25

 

=

ට555
25

ට30
25

 

= ඨ
37

2
u 

h = (d(P, Pଵ) = ඨ
37

2
u 



 

21(31) 

 
 

11 Distancia entre dos rectas que se cruzan  
 

11.1 Posición relativa de dos rectas 
Dos rectas en el espacio pueden ser ∶ 

 Paralelas: sus vectores directores son proporcionales  y no tienen puntos comunes 
 Coincidentes ∶  sus vectores directores son proporcionales  y  tienen puntos comunes 
 Secantes, se cortan : son coplanarias, Utilizamos el producto mixto de tres vectores 
 Se cruzan , no son coplanarias, Utilizamos el producto mixto de tres vectores 

 

31. Ejercicio 

Determina la posicion relativa de las siguientes rectas r ൝
x = 1 + λ

y =  1 − 2λ
z = 5 − 7λ

   ;   s ൝
x = −4 + 3t
y =  5 − 2t

z = 1
   

Solución 

r ൝
x = 1 + λ

y =  1 − 2λ
z = 5 − 7λ

       ቊ
d୰
ሬሬሬ⃗  (1, −2, −7)

P୰(1,1,5)
  

s ൝
x = −4 + 3t
y =  5 − 2t

z = 1
    ቊ

dୱ
ሬሬሬ⃗  (3, −2,0)

Pୱ(−4,5,1)
  

d୰
ሬሬሬ⃗  (1, −2, −7)dୱ

ሬሬሬ⃗  (3, −2,0) no son paralelas ni coincidente
1

3
≠

−2

−2
≠

−7

0
 

comprobamos si son secantes o se cruzan producto mixto    ൣd୰
ሬሬሬ⃗  , dୱ

ሬሬሬ⃗ , d୔୕
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൧ 

d୮୯ ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ Es el vector que une dos puntos cualquiera de las recta = P୰(1,1,5) − Pୱ(−4,5,1) = (5, −4,4) 

 อ
1 −2 −7
3 −2 0
5 −4 4

อ =  −8 + 84 − 70 + 24 = 30 dado que ≠ 0;   no son coplanarios por lo tanto se cruzan 

 

11.2 Método plano paralelo 
 

 Para calcular la distancia entre dos  rectas 

 que se cruzan en el espacio , deϐinimos un 

plano π , que contenga a la recta r  y sea 

perpendicular a la recta s. 

Una vez construido solo tendremos que hallar 

la distancia de un punto P cualquiera de la 

recta s  al plano rectaplano π  

32. Ejercicio 

Hallar la distancia entre las rectas  r ൜
x + 2y − z = 1;

x − y = 1;
  s ൝

x = 1 + λ
y =  2λ

z = −1 − 3λ

   

Solución 

r ൜
x + 2y − z = 1;

x − y = 1;
  ൝

x = t;
y = −1 + t

z = −3 + 3t;

  ቊ
d୰
ሬሬሬ⃗  (1,1,3)

  pଵ(0, −1, −3)
  

s ൝
x = 1 + λ

y =  2λ
z = −1 − 3λ

   ቊ
dୱ
ሬሬሬ⃗  (1,2, −3)

P(1,0, −1)
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Deϐinimos plano π que contiene a r: 

 ቐ

  d୰
ሬሬሬሬሬሬ⃗  (1,1,3)

  pଵ(0, −1, −3)

dୱ
ሬሬሬ⃗  (1,2, −3)como el plano  π y la recta s son paralelos , el dୱ

ሬሬሬ⃗   sera un vector de  π 

  

π ቐ

  d୰
ሬሬሬሬሬሬ⃗  (1,1,3)

  pଵ(0, −1, −3)

dୱ
ሬሬሬ⃗  (1,2, −3) 

   ;    อ
x − 0 y − (−1) z − (−3)

1 1 3
1 2 −3

อ =  อ
x y + 1 z + 3
1 1 3
1 2 −3

อ 

−3x + 3y + 3 + 2z + 6 − z − 3 − 6x + 3y + 3 =  −9x + 6y + z + 9 = 0; 

d(P, α) =
|aଵxଵ + bଵyଵ + cଵzଵ + dଵ|

√aଶ + bଶ + cଶ
, (P, π) =

|−9 ∗ 1 + 6 ∗ 0 + 1 ∗ (−1) + 9|

ඥ(−9)ଶ + 6ଶ + 1ଶ
=

1

√118
u 

 

11.3 Método producto mixto 
Cuando tenemos dos rectas que se cruzan en el espacio  

siempre tendremos un plano que contega la recta r y sea 

paralelo a la recta s.  y un plano que contenga a la recta  

s y sea paralelo a la recta r. 

Sobre estos  planos construire un paralelepipedo cuyos 

 lados son  d୰
ሬሬሬሬሬ⃗     dୱ

ሬሬሬሬሬ⃗    d୕୔
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗   La distancia entre las rectas 

r y s es el modulo de  d୕୔
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = h 

 

Volumen del paralelepipedo = producto mixto de tres vectores 

  d୰
ሬሬሬሬሬ⃗ ∗  dୱ

ሬሬሬሬሬ⃗ ∗   d୕୔
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = base ∗ h 

Distancia(r, s) = h =  
| ୢ ౨ሬሬሬሬሬሬሬ⃗   ,    ୢ౩

ሬሬሬሬሬ⃗   , ୢ్ౌ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ |

ୟ୰ୣୟ ୢୣ ୪ୟ ୠୟୱୣ
=

| ୢ ౨ሬሬሬሬሬሬሬ⃗   ,    ୢ౩
ሬሬሬሬሬ⃗   , ୢ్ౌ

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ |

 ୢ౨
ሬሬሬሬሬ⃗ ∗ ୢ౩

ሬሬሬሬሬ⃗
 ; 

h =  d(P, Pଵ) =
หQP  ,   d୰

ሬሬሬሬሬሬ⃗   ,   dୱ
ሬሬሬሬሬሬ⃗ ห

| d୰
ሬሬሬ⃗   x  dୱ

ሬሬሬሬሬሬ⃗ |
  

33. Ejercicio 

Determinar la posicion de las retas  r ൜
x + 3z − 2 = 0;

y − 4z = 0;
  s ൜

x − 2z − 1 = 0;
y + z − 3 = 0;

    y distancia 

Solución 

r ൜
x + 3z − 2 = 0;

y − 4z = 0;
  ൝

x = 2 − 3t;
y = 4t
z = t;

  ቊ
d୰
ሬሬሬ⃗  (−3,4,1)

P୰(2,0,0)
  

s ൝
x − 2z − 1 = 0;
y + z − 3 = 0;

 ൝
x = 1 + 2λ;
y = 3 − λ

z = λ;

   ቊ
dୱ
ሬሬሬ⃗  (2, −1,1)

Pୗ(1,3,0)
  

r y s no son paralelas pues sus vectores directores no proporcionales . 

 𝐝𝐐𝐏
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  = Pୗ((1,3,0) − P୰(2,0,0) = (−1,3,0) 

Volumen del paralelepipedo, (producto mixto) อ
−3 4 1
2 −1 1

−1 3 0
อ |−4 + 6 − 1 + 9| = 10 

area de la base = ห 𝐝𝐫
ሬሬሬሬ⃗   𝐱  𝐝𝐬

ሬሬሬሬሬሬ⃗ ห = อ
i j k

−3 4 1
2 −1 1

อ = 4i + 3k + 2j − 8k + 3j + i = 5i + 5j − 5k ;  ( 5,5, −5) 

h =  d(P, Pଵ) =
หQP  ,   d୰

ሬሬሬሬሬሬ⃗   ,   dୱ
ሬሬሬሬሬሬ⃗ ห

| d୰
ሬሬሬ⃗   x  dୱ

ሬሬሬሬሬሬ⃗ |
=  

10

ඥ(5)ଶ + (5)ଶ + (−5)ଶ
=

10

√75
 𝑢 
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34. Ejercicio 

Determinar la posicion de las retas  r:
x − 1

2
=

y + 3

−1
=

z

1
;  s ൝

x = λ
y = 1 − λ

z = 3 + 2λ

    y distancia 

Solución 

r:
x − 1

2
=

y + 3

−1
=

z

1
;  ቊ

d୰
ሬሬሬ⃗  (2, −1,1)

P୰(1, −3,0)
  

s ൝
x = λ

y = 1 − λ
z = 3 + 2λ

   ቊ
dୱ
ሬሬሬ⃗  (1, −1,2)

Pୱ(0,1,3)
  

Posicion relativa d୰
ሬሬሬ⃗  (2, −1,1)no es proporcional a dୱ

ሬሬሬ⃗  (1, −1,2), por lo que las rectas seran secantes o se cruzan 

P୰Pୱ
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ =  Pୱ(0,1,3) − P୰(1, −3,0) = (−1,4,3) 

 QP  ,   d୰
ሬሬሬሬሬሬ⃗   ,   dୱ

ሬሬሬሬሬሬ⃗ comprobamos si los vectores son coplanarios  

อ
2 −1 1
1 −1 2

−1 4 3
อ =  −6 + 2 + 4 − 1 − 16 + 3 = −14 

las rectas r y s se cruzan. 

หQP  ,   d୰
ሬሬሬሬሬሬ⃗   ,   dୱ

ሬሬሬሬሬሬ⃗ ห = 14 

d୰
ሬሬሬ⃗   x  dୱ

ሬሬሬሬሬሬ⃗ อ
2 −1 1
1 −1 2
i j k

อ =  −2k − 2i + j + i + k − 4j = −i − 3j − k = 0; (−1, −3, −1) 

ห d୰
ሬሬሬ⃗   x  dୱ

ሬሬሬሬሬሬ⃗ ห =  ඥ(−1)ଶ + (−3)ଶ + (−1)ଶ = √1 + 9 + 1 

h =  d(P, Pଵ) =
หQP  ,   d୰

ሬሬሬሬሬሬ⃗   ,   dୱ
ሬሬሬሬሬሬ⃗ ห

| d୰
ሬሬሬ⃗   x  dୱ

ሬሬሬሬሬሬ⃗ |
=  

14

√11
 𝑢 

 

11.4 Perpendicularidad común a dos rectas  
 

Consiste en hallar una recta t perpendicular a la 

recta r y la recta s . 

Para hallar la recta t tenemos  que determinar  

los puntos P y Q. 

 

Ejemplo 

Obtener la ecuacion de la recta perpendicular  

comun a las recta. 

Determinar la posicion de las retas  

 r: ቄ
x = 0
z = 0

      s ൜
x = 0
y = 3

   

Solución 

Se escoge un punto Q generico de r: ൝
x = 0
z = 0

 ; r ൝
x = 0
y =

z = 0
λ;     d୰

ሬሬሬ⃗  (0,1,0) , Q(0, m, 0) 

se elige un punto P generico de la recta s ൝
x = 0
y = 3

 s: ൝
x = 0
y = 3
z = t;

;    dୱ
ሬሬሬ⃗  (0,0,1), P(0,3, n); 

∗  Hallamos el vector PQ ሬሬሬሬሬሬ⃗ =   (0, m, 0) − (0,3, n) = (0, m − 3, −n); 
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Si  PQ ሬሬሬሬሬሬ⃗  ha de ser perpendicular a r y s se ha de cumplir ue su producto escalar = 0; ቊ
PQ ሬሬሬሬሬሬ⃗ ∗  d୰

ሬሬሬ⃗  = 0

PQ ሬሬሬሬሬሬ⃗ ∗  dୱ
ሬሬሬ⃗  = 0

  

൜
(0, m − 3, −n) ∗ (0,1,0) = 0
(0, m − 3, −n) ∗ (0,0,1) = 0

  ;  ቄ
0 + m − 3 + 0 = m − 3 = 0; m = 3;

0 + 0 − n = 0; n = 0;
  

 Tendremos que el punto  Q(0, m, 0) = (0,3,0) y el punto  P(0,3, n) = (0,3,0) 

El vector director de la recta perpendicular a r y s sera PQ ሬሬሬሬሬሬ⃗ = (0,3,0) − (0,3,0) = (0,0,0); 

La recta perpendicular comun a r y s sera PQ ሬሬሬሬሬሬ⃗ (0,0,0) y un punto de la misma sera P y Q 

Recta t perpendicular comun PQ ሬሬሬሬሬሬ⃗ (0,0,0);  Q(0,3,0)  t ൝

x = 0
y =

z = 0
3;

 

  

 

 ∗∗ 𝑂𝑡𝑟𝑎 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑎 𝑑𝑒 ℎ𝑎𝑙𝑙𝑎𝑟 𝑒𝑙 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟  𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗  .  𝑆𝑖  𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗  𝑒𝑠 𝑝𝑒𝑟𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑎 𝑑௥
ሬሬሬሬ⃗  𝑦 𝑑௦

ሬሬሬሬ⃗   , 

𝑠𝑒𝑟á 𝑖𝑔𝑢𝑎𝑙 𝑎 𝑠𝑢 𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑐𝑡𝑜 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟𝑖𝑎𝑙 PQሬሬሬሬሬ⃗ =  d୰
ሬሬሬ⃗  𝑥 dୱ

ሬሬሬ⃗ ; =   อ
i j k

0 1 0

0 0 1

อ = 𝑖; PQሬሬሬሬሬ⃗ . = (1,0,0)   

Por deϐinicion la recta t ha de ser perpendicular a las rectas r y s 

Si PQ ሬሬሬሬሬሬ⃗  es  perpendicular a r se cumple  PQ ሬሬሬሬሬሬ⃗ ∗  d୰
ሬሬሬ⃗  producto escalar = 0;  

PQ ሬሬሬሬሬሬ⃗ ∗  d୰
ሬሬሬ⃗ = (0, λ − 3, −t) ∗ (0,1,0) = (0 + λ − 3 − 0 = 0;  λ − 3 = 0 se cumple λ = 3; 

Si PQ ሬሬሬሬሬሬ⃗  es  perpendicular a s se cumple  PQ ሬሬሬሬሬሬ⃗ ∗  dୱ
ሬሬሬ⃗  producto escalar = 0;  

PQ ሬሬሬሬሬሬ⃗ ∗  dୱ
ሬሬሬ⃗ = (0, λ − 3, −t) ∗  (0,0,1) = (−t) = 0; t = 0; 

Q =  ൝
x = 0
y =

z = 0
λ;   para λ = 3;  Q(0,3,0)  ;   P =  ൝

x = 0
y =

z = t
3;  para t = 0;   P(0,3,0)  

 Ecuacion de la recta t perpendicular comun a r y s  ቊ
d୰
ሬሬሬ⃗ = (1,0,0)

P୰( 0,3,0) 
   ;  t =  ቊ

x = μ
y =

z = 0
3  ;  

 

Ejercicio 

Demuestra que las rectas  r: ቄ
y = 0
z = 0

      s ൜
x − ay = 0

z = 5;
   se cruzan independientemente del valor de a . 

Calcular la recta perpendicular comun a r y s. 

Solución 

r: ൝
y = 0
z = 0

  ൝
x = λ
y = 0
z = 0

    ቊ
d୰
ሬሬሬ⃗ = (1,0,0)

Punto generico P୰( m, 0,0) 
  ;    s ൜

x − ay = 0
z = 5;

   ቐ

x = t

y =
t

a
z = 5

   ൞
dୱ
ሬሬሬ⃗ = (1,

1

a
, 0)

Punto generico Qୱ( n,
n

a
, 5) 

  

Hallamos el vector PQ ሬሬሬሬሬሬ⃗ =    Qୱ( n,
n

a
, 5) − P୰( m, 0,0) = ቀn − m,

n

a
, 5ቁ 

Comprobamos si d୰
ሬሬሬ⃗  , dୱ

ሬሬሬ⃗  y  PQ ሬሬሬሬሬሬ⃗  son coplanarios ተ
ተ

1 0 0

1
1

a
0

n − m
n

a
5

ተ
ተ =

5

a
= 0; cualquier valor de a ≠ 0 las rectas se cruzan 

𝑅𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑝𝑒𝑟𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑐𝑜𝑚𝑢𝑛: 

 Tenemos el vector PQ ሬሬሬሬሬሬ⃗ ቀn − m,
n

a
, 5ቁ ; 

Si PQ ሬሬሬሬሬሬ⃗  es  perpendicular a r se cumple  PQ ሬሬሬሬሬሬ⃗ ∗  d୰
ሬሬሬ⃗  producto escalar = 0;  

PQ ሬሬሬሬሬሬ⃗ ∗  d୰
ሬሬሬ⃗ =  PQ ሬሬሬሬሬሬ⃗ = ቀn − m,

n

a
, 5ቁ (1,0,0) = n − m + 0 + 0 = 0; n = m; 

PQ ሬሬሬሬሬሬ⃗ ∗  dୱ
ሬሬሬ⃗ =  PQ ሬሬሬሬሬሬ⃗ ቀn − m,

n

a
, 5ቁ ∗ dୱ

ሬሬሬ⃗ ൬1,
1

a
, 0൰ = 0; n − m +

n

aଶ
+ 0 = 0; aଶn − aଶm + n = 0; sustituyo n = m; 
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aଶm − aଶm + m = 0; m = 0; 

Punto generico P୰(0,0,0) = (0,0,0) 

Punto generico Qୱ( 0,0,5) 

PQ ሬሬሬሬሬሬ⃗ = (0,0,5);  y Punto generico P୰( 0,0,0) Recta t =  ൝

x = 0
y = 0

z = 5μ

  

 

35. Ejercicio 

Hallar la recta perpendicular comun a las rectas  r: ൝
x = 1

y = 5 + λ
z = λ

      s ൝
x = 7 + 3t
y = 5 + t;

z = 7;
   

Solución 

r: ൝
x = 1

y = 5 + λ
z = λ

  
d୰
ሬሬሬ⃗ = (0,1,1)

Punto generico P୰( 1,5 + m, m) 
 

s ൝
x = 7 + 3t
y = 5 + t;

z = 7;
  

dୱ
ሬሬሬ⃗ = (3,1,0)

Punto generico Qୱ (7 + 3n, 5 + n, 7) 
 

PQ ሬሬሬሬሬሬ⃗ = Qୱ (7 + 3n, 5 + n, 7) − P୰( 1,5 + m, m) = ((7 + 3n) − 1, (5 + n) − (5 + m), 7 − m) 

PQ ሬሬሬሬሬሬ⃗ = ((6 + 3n), (n − m), (7 − m)) 

Si PQ ሬሬሬሬሬሬ⃗  es  perpendicular a r se cumple  PQ ሬሬሬሬሬሬ⃗ ∗  d୰
ሬሬሬ⃗  producto escalar = 0;  

PQ ሬሬሬሬሬሬ⃗ ∗  d୰
ሬሬሬ⃗ = ൫(6 + 3n), (n − m), (7 − m)൯(0,1,1) = 0 + n − m + 7 − m = 0;  n − 2m + 7 = 0; 

PQ ሬሬሬሬሬሬ⃗ ∗  d୰
ሬሬሬ⃗ = ൫(6 + 3n), (n − m), (7 − m)൯(3,1,0) = 18 + 9n + n − m + 0 = 0; 10n − m + 18 = 0; 

ቄ
n − 2m + 7 = 0;

10n − m + 18 = 0
  , ቄ

n − 2m + 7 = 0;
20n − 2m + 36 = 0

   ; 19𝑛 + 29 = 0; 𝑛 =  −
29

19
;   2𝑚 = −

29

19
+ 7 =

104

19
; 𝑚 =

104

38
  

Sustituimos m y n ; PQ ሬሬሬሬሬሬ⃗ = ൫(6 + 3n), (n − m), (7 − m)൯; 

 PQ ሬሬሬሬሬሬ⃗ = ቆ൬6 + 3(−
29

19
)൰ , ൬(−

29

19
) −

104

38
൰ , ൬7 −

104

38
൰ቇ = ൬

27

19
, −

162

38
,
162

38
൰ = (

54

38
, −

162

38
,
162

38
) 

PQ ሬሬሬሬሬሬ⃗ = (1, −3,3)     

𝑂𝑡𝑟𝑎 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑎  𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ =  𝑑௥
ሬሬሬሬ⃗  𝑥 𝑑௦

ሬሬሬሬ⃗ ; =   อ
𝑖 𝑗 𝑘
0 1 1
3 1 0

อ = 3𝑗 − 3𝑘 − 𝑖 = −3𝑖 + 3𝑗 − 3𝐾; 𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ . = (1, −3,3)   

ቐ
PQ ሬሬሬሬሬሬ⃗ = (1, −3,3)

P୰( 1,5 +
104

38
,
104

38
)
  perpendicular comun t  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

x = 1 + μ

y =
294

38
− 3μ;

z =
104

38
+  3μ;
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12 Áreas de paralelogramos y triángulos 
 

El area del paralelogramos es igual  

a base x altura.   Area = B ∗ h 

El producto vectorial  

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ∗ 𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ = ห𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ห ∗ ห𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ หsen α 

Dado que ห𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ห sen α = h 

 

𝐄𝐥 𝐀𝐫𝐞𝐚 𝐝𝐞𝐥 𝐩𝐚𝐫𝐚𝐥𝐞𝐥𝐨𝐠𝐫𝐚𝐦𝐨 = | 𝑨𝑩ሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝒙𝑨𝑫ሬሬሬሬሬሬ⃗ | 

 

𝐄𝐥 𝐀𝐫𝐞𝐚 𝐝𝐞𝐥 𝐭𝐫𝐢𝐚𝐧𝐠𝐮𝐥𝐨 𝐀𝐁𝐃 =
𝟏

𝟐
𝐚𝐫𝐞𝐚 𝐝𝐞𝐥 𝐩𝐚𝐫𝐚𝐥𝐞𝐥𝐨𝐠𝐫𝐚𝐦𝐨𝐬 𝐀𝐁𝐂𝐃 =

𝟏

𝟐
|𝑨𝑩ሬሬሬሬሬሬ⃗  𝒙 𝑨𝑫ሬሬሬሬሬሬ⃗ | 

36. Ejercicio 

Hallar el area del paralelogramo de vertices A(1,0,2), B(2, −1,0), C(1,2,1) y D(0,3,3)  

Solución 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = B(2, −1,0) − A(1,0,2) = (1, −1, −2) 

𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ = D(0,3,3) − A(1,0,2) = (−1,3,1) 

El Area del paralelogramo = ห 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ 𝑥𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ ห =  

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ∗ 𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ =  อ
𝑖 𝑗 𝑘
1 −1 −2

−1 3 1

อ =  −𝑖 + 3𝑘 + 2𝑗 − 𝑘 − 𝑗 + 6𝑖 = 5𝑖 + 𝑗 + 2𝑘;  

ห 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ∗ 𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ ห =  ඥ5ଶ + 1ଶ + 2ଶ = √30 𝑢ଶ  

 

37. Ejercicio 

Hallar el area del triangulo de vertices A(0,0,0), B(−2,1,1) y C(−2, −2, −2) 

Solución 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = B(−2,1,1) − A(0,0,0) = (−2,1,1) 

𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = C(−2, −2, −2) − A(0,0,0) = (−2, −2, −2) 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ 𝑥𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ =  อ
𝑖 𝑗 𝑘

−2 1 1
−2 −2 −2

อ =  −2𝑖 + 4𝑘 − 2𝑗 + 2𝑘 − 4𝑗 + 2𝑖 = −6𝑗 + 6𝑘; 

area del triangulo =
1

2
ห 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ 𝑥𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ห =

1

2
 ඥ(−6)ଶ + 6ଶ =

1

2
√36 + 36 =

1

2
√2 ∗ 36 = 3√2 𝑢ଶ  

38. Ejercicio 

Hallar el area del paralelogramo de vertices A(6,1,2), B(4,2,2), C(4,6,2) y D(6,8,2) 

Solución 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = B(4,2,2) − A(6,1,2) = (−2,1,0) 

𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ = D(6,8,2) − A(6,1,2) = (0,7,0) 

El Area del paralelogramo = ห 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ 𝑥𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ ห =  

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ∗ 𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ =  อ
𝑖 𝑗 𝑘

−2 1 0
0 7 0

อ =  0𝑖 − 14𝑘 + 0𝑗 − 0𝑘 + 0𝑗 − 0𝑖 = −14𝑘;  

area del paralelogramo = ห 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ 𝑥𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ ห =  ඥ(−14)ଶ = 14𝑢ଶ  
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39. Ejercicio 

Determinar la ecuacion del plano que pasa por los puntos A(0,2,0) y B(0,0,2) y corta al eje X en el  

punto C, tal que el area del triangulo ABC es igual a 4 

Solución 

El punto C al estar sobre el eje X , sera C(a, 0,0) 

Area del triangulo ABC =
1

2
ห 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ 𝑥𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ห 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = B(0,0,2) − A(0,2,0) = (0, −2,2) 

𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = C(a, 0,0) − A(0,2,0) = (a, −2,0) 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ∗ 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ =  อ
𝑖 𝑗 𝑘
0 −2 2
𝑎 −2 0

อ =  2𝑎𝑗 + 2𝑎𝑘 + 4𝑖; 

area del triangulo =
1

2
ห 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ∗ 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ห =

1

2
ඥ2ଶ𝑎ଶ + 2ଶ𝑎ଶ + 4ଶ = 4;

1

4
(4𝑎ଶ + 4𝑎ଶ + 16) = 16; 8𝑎ଶ + 16 = 64; 

 8𝑎ଶ + 16 = 64; 𝑎ଶ = 6;  𝑎 = ±√6 

El punto C al estar sobre el eje X , sera C(a, 0,0); sustituyo => 𝐶(±√6, 0,0) 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = B(0,0,2) − A(0,2,0) = (0, −2,2)     

𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = C൫±√6, 0,0൯ − A(0,2,0) = ൫±√6, −2,0൯   

𝐸𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛 𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 ቐ

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = B(0,0,2) − A(0,2,0) = (0, −2,2)

𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = C൫±√6, 0,0൯ − A(0,2,0) = ൫±√6, −2,0൯

B(0,0,2)

     อ

𝑥 − 0 𝑦 − 0 𝑧 − 2
0 −2 2

±√6 −2 0

อ 

=  อ

𝑥 𝑦 𝑧 − 2
0 −2 2

±√6 −2 0

อ = 2൫±√6൯𝑦 + 2൫±√6൯𝑧 − 4൫±√6൯ + 4𝑥 = ±2√6𝑦 ± 2√6𝑧 − 4൫±√6൯ + 4𝑥 = 0    

Ecuacion del plano = 4x ± 2√6(𝑦 + 𝑧 − 2) = 0; ቊ
4x + 2√6(𝑦 + 𝑧 − 2) = 0

4x − 2√6(𝑦 + 𝑧 − 2) = 0
  

 

40. Ejercicio 

Sean los puntos A(1,2,1) B(2,3,1) C(−1,4,3) D (0,5,3)  

a) Demuestra que los puntos estan en el mismo plano . 

Da la ecuación del plano 

b) Veriϐica que el poligono que tiene como vertices estos  

cuatro es un rectangulo 

c) Calcula el area de ese rectangulo. 

Solución 

a) Demuestra que los puntos estan en el mismo plano . Da la ecuación del plano 

ABሬሬሬሬሬ⃗ = B(2,3,1) − A(1,2,1) = (1,1,0)  

ADሬሬሬሬሬ⃗ = D (0,5,3) − A(1,2,1) = (−1,3,2) 

BCሬሬሬሬሬ⃗ = C(−1,4,3) − B(2,3,1) = (−3,1,2) 

อ
1 1 0

−1 3 2
−3 1 2

อ = 6 − 6 + 2 − 2 = 0; los puntos son coplanarios 

vector director ABሬሬሬሬሬ⃗   y ADሬሬሬሬሬ⃗  y punto  C(−1,4,3)     อ
𝑥 + 1 𝑦 − 4 𝑧 − 3

1 1 0
−1 3 2

อ = 

2𝑥 + 2 + 3𝑧 − 9 + 𝑧 − 3 − 2𝑦 + 8 = 2𝑥 − 2𝑦 + 4𝑧 − 2 = 0; 
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𝑃𝑙𝑎𝑛𝑜 2𝑥 − 2𝑦 + 4𝑧 − 2 = 0 

b) Veriϐica que el poligono que tiene como vertices estos cuatro es un rectangulo 

ABሬሬሬሬሬ⃗ = B(2,3,1) − A(1,2,1) = (1,1,0);  d = ඥ1ଶ + 1ଶ + 0ଶ = √2 

ADሬሬሬሬሬ⃗ = D (0,5,3) − A(1,2,1) = (−1,3,2); 𝑑 =  ඥ(−1)ଶ + 3ଶ + 2ଶ = √14 

BCሬሬሬሬሬ⃗ = C(−1,4,3) − B(2,3,1) = (−3,1,2); 𝑑 =  ඥ(−3)ଶ + 1ଶ + 2ଶ = √14 

CDሬሬሬሬሬ⃗ = D (0,5,3) − C(−1,4,3) = (1, −1,0); 𝑑 =  ඥ1ଶ + (−1)ଶ = √2 

Es un paralelogramo 

c) Calcula el area de ese rectangulo 

ABሬሬሬሬሬ⃗  x ADሬሬሬሬሬሬ⃗  = อ
i j k
1 1 0

−1 3 2

อ = 2𝑖 + 3𝑘 + 𝑘 − 2𝑗 = 2𝑖 + 4𝑘 − 2𝑗 = 0; 

 area = ඥ2ଶ + 4ଶ + (−2)ଶ =  √4 + 16 + 4 = √24𝑢ଶ   

area = หABሬሬሬሬሬ⃗ หxหADሬሬሬሬሬ⃗ ห = √2𝑥√14 = √28  𝑛𝑜 𝑒𝑠 𝑢𝑛 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜. 𝑠𝑒𝑟á 𝑢𝑛 𝑟𝑜𝑚𝑏𝑜 

 

 

41. Ejercicio 

a) Determinar el plano η que pasa por los puntos A(0,0,3), B(2,0, −3), C(2, −2,0) 

b) Calcula el area del triangulo que forman los puntos en que el plano η corta a los ejes de coordenadas. 

Solución 

a) Determinar el plano η que pasa por los puntos A(0,0,3), B(2,0, −3), C(2, −2,0) 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = B(2,0, −3) − A(0,0,3) = (2,0, −6)     

𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = C(2, −2,0) − A(0,0,3) = (2, −2, −3)   

𝐸𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛 𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 ቐ
𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = B(2,0, −3) − A(0,0,3) = (2,0, −6)

𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = C(2, −2,0) − A(0,0,3) = (2, −2, −3)

A(0,0,3)

     อ
𝑥 − 0 𝑦 − 0 𝑧 − 3

2 0 −6
2 −2 −3

อ 

 อ
𝑥 𝑦 𝑧 − 3
2 0 −6
2 −2 −3

อ = −12𝑦 − 4𝑧 + 12 + 6𝑦 − 12𝑥 = 0; −12𝑥 − 6𝑦 − 4𝑧 + 12 = 0; 12𝑥 − 6𝑦 + 4𝑧 − 12 = 0 

𝐸𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛 𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 η: 6𝑥 − 3𝑦 + 2𝑧 − 6 = 0 

b) Calcula el area del triangulo que forman los puntos en que el plano η corta a los ejes de coordenadas. 

Puntos de corte de los ejes η: 6𝑥 − 3𝑦 + 2𝑧 − 6 = 0; ൝𝐸

𝐷 𝑐𝑜𝑟𝑡𝑒 𝑥; 𝑦 = 𝑧 = 0;  6𝑥 − 6 = 0; 𝑥 = 1;

𝑐𝑜𝑟𝑡𝑒 𝑦; 𝑥 = 𝑧 = 0;  2𝑦 − 6 = 0; 𝑦 = 2;

𝐹 𝑐𝑜𝑟𝑡𝑒 𝑧; 𝑥 = 𝑦 = 0; 2𝑧 − 6 = 0; 𝑧 = 3;

  

𝐷𝐸ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝐸(0,2,0) − D(1,0,0) = (−1,2,0)     

𝐷𝐹ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝐹(0,0,3) − D(1,0,0) = (−1,0,3)   

𝐷𝐸ሬሬሬሬሬ⃗ 𝑥𝐷𝐹ሬሬሬሬሬ⃗ =  อ
𝑖 𝑗 𝑘

−1 2 0
−1 0 3

อ = 6𝑖 + 2𝑘 + 3𝑗; 

area del triangulo =
1

2
ห 𝐷𝐸ሬሬሬሬሬ⃗ 𝑥𝐷𝐹ሬሬሬሬሬ⃗ ห =

1

2
ඥ6ଶ + 2ଶ + 3ଶ =

1

2
√49 =

7

2
 𝑢ଶ 

 

 

 

 

42. Ejercicio 
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Sean A(−3,4,0), B(3,6,3)y C(−1,2,1) los tres vertices del triangulo 

a) Calcula la ecuacion del plano que contiene al triangulo 

b)Calcula el coseno de cada uno de los vertices del triangulo. 

c) Calcula el area del triangulo. 

Solución 

a) Calcula la ecuacion del plano que contiene al triangulo 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = B(3,6,3) − A(−3,4,0) = (6,2,3)     

𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = C(−1,2,1) − A(−3,4,0) = (2, −2,1)   

𝐸𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛 𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 ቐ
𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = B(3,6,3) − A(−3,4,0) = (6,2,3)

𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = C(−1,2,1) − A(−3,4,0) = (2, −2,1)

C(−1,2,1)

     อ
𝑥 + 1 𝑦 − 2 𝑧 − 1

6 2 3
2 −2 1

อ = 

2𝑥 + 2 − 12𝑧 + 12 + 6𝑦 − 12 − 4𝑧 + 4 − 6𝑦 + 12 + 6𝑥 + 6 = 0; 8𝑥 − 16𝑧 + 24 = 0; 𝑥 − 2𝑧 + 3 = 0 

b) Calcula el coseno de cada uno de los vertices del triangulo.  

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = B(3,6,3) − A(−3,4,0) = (6,2,3)     

𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = C(−1,2,1) − A(−3,4,0) = (2, −2,1)   

𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = C(−1,2,1) − B(3,6,3) = (−4, −4 − 2) 

𝐶𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ = A(−3,4,0) − C(−1,2,1) = (−2,2, −1)   

Cos ൫𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  , 𝐴𝐶ሬሬሬሬ⃗ ൯ =
ห𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ∗  𝐴𝐶ሬሬሬሬ⃗ ห

ห𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ หห𝐴𝐶ሬሬሬሬ⃗ ห
=

|12 − 4 + 3|

ඥ62 + 22 + 32 ඥ22 + (−2)2 + 12
=  

|11|

√49 √9
=

11

21
 

Cos ൫𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  , 𝐵𝐶ሬሬሬሬ⃗ ൯ =
ห𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ∗  𝐵𝐶ሬሬሬሬ⃗ ห

ห𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ หห𝐵𝐶ሬሬሬሬ⃗ ห
=

|−24 − 8 − 6|

ඥ62 + 22 + 32 ඥ(−4)2 + (−4)2 + (−2)2
=  

|−38|

√49 √36
=

38

42
 

Cos ൫𝐵𝐶ሬሬሬሬ⃗  , 𝐶𝐴ሬሬሬሬ⃗ ൯ =
ห𝐵𝐶ሬሬሬሬ⃗ ∗  𝐶𝐴ሬሬሬሬ⃗ ห

ห𝐵𝐶ሬሬሬሬ⃗ หห𝐶𝐴ሬሬሬሬ⃗ ห
=

|8 − 8 + 2|

ඥ(−4)2 + (−4)2 + (−2)2 ඥ(−2)2 + (2)2 + (−1)2
=  

|2|

√36 √9
=

2

18
 

c) Calcula el area del triangulo. 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = B(3,6,3) − A(−3,4,0) = (6,2,3)     

𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = C(−1,2,1) − A(−3,4,0) = (2, −2,1)   

 area del triangulo =
1

2
ห 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ 𝑥𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ห =

1

2
อ
𝑖 𝑗 𝑘
6 2 3
2 −2 1

อ = 2𝑖 + 6𝑗 − 12𝑘 − 4𝑘 − 6𝑗 + 6𝑖 = 8𝑖 − 16𝑘; 

1

2
ඥ8ଶ + (−16)ଶ =

1

2
√320 =  

8

2
√5 𝑢ଶ = 4 √5 𝑢ଶ;  

 

43. Ejercicio 

Dados los puntos  A(1,5, −2), B(4,0,1)y C(−3,2,0) 

 los tres vertices del triangulo 

a) Prueba que los vertices son de un triangulo 

b) Halla la longitud del segmento que determina el  

punto B y su proyeccion sobre el lado AC 

Solución 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ =  B(4,0,1) − A(1,5, −2) = (3, −5,3)     

𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ =  C(−3,2,0) − A(1,5, −2) = (−4, −3,2)   

𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ =  C(−3,2,0) −  B(4,0,1) = (−7,2 − 1). Los vectores no son proporcionales => 𝑛𝑜 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑜𝑠 
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ver si son coplanarios อ
3 −5 3

−4 −3 2
−7 2 −1

อ = 9 + 70 − 24 − 63 + 20 − 12 = 0; son coplanarios. 

ABሬሬሬሬሬ⃗  x ACሬሬሬሬሬሬ⃗  = อ
i j k
3 −5 3

−4 −3 2

อ = −10𝑖 − 12𝑗 − 9𝑘 − 20𝑘 + 9𝑖 − 6𝑗 = 𝑖 − 18𝑗 − 29𝑘 = 

 area =
ଵ

ଶ
ඥ1ଶ + (−18)ଶ + (−29)ଶ =

ଵ

ଶ
 √1 + 324 + 841 =

ଵ

ଶ
√1166 𝑢ଶ  

base𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = ඥ(−4)ଶ + (−3)ଶ + 2ଶ = √29 u  

area del triangulo =
base ∗  h

2
 ;  

1

2
√1166 =

√29 ∗  h

2
;  h(BP) =

1

2
√1166 ∗

2

√29
=

√1166

√29
 𝑢 

13 Volúmenes de paralelepípedos y tetraedros  
 

Volumen del paralelepipedo = Area de la base x altura 

Area de la base = area paralelogramo AHGD =  𝑢ሬሬ⃗  𝑥 𝑣ሬሬ⃗  

producto vectorial = ห 𝐴𝐻ሬሬሬሬሬሬ⃗  𝑥 𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ ห 

h =  𝑤ሬሬሬ⃗ ∗ cos AB, h෣ ; Coseno del angulo formado por  𝑤ሬሬሬ⃗  y h  

𝐕𝐨𝐥𝐮𝐦𝐞𝐧 𝐝𝐞𝐥 𝐩𝐚𝐫𝐚𝐥𝐞𝐥𝐞𝐩𝐢𝐩𝐞𝐝𝐨 = ห 𝑨𝑯ሬሬሬሬሬሬ⃗  𝒙 𝑨𝑫ሬሬሬሬሬሬ⃗ ห ∗ |𝒘ሬሬሬሬ⃗ 𝐜𝐨𝐬 𝐀𝐁, 𝐡|෣  

𝐕𝐨𝐥𝐮𝐦𝐞𝐧 𝐝𝐞𝐥 𝐩𝐚𝐫𝐚𝐥𝐞𝐥𝐞𝐩𝐢𝐩𝐞𝐝𝐨 = 𝐩𝐫𝐨𝐝𝐮𝐜𝐭𝐨 𝐦𝐢𝐱𝐭𝐨หൣ 𝑨𝑯ሬሬሬሬሬሬ⃗  , 𝑨𝑫ሬሬሬሬሬሬ⃗  , 𝑨𝑩ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൧ห 

 

Tetraedro 

Volumen del tetraedro =
1

3
Area de la base x altura 

Area de la base =
1

2
ADC =  𝑢ሬ⃗  𝑥 𝑣⃗ 

producto vectorial =
1

2
ห 𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃗  𝑥 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ห 

h =  𝑤ሬሬሬ⃗ ∗ cos AB, h෣ ; Coseno del angulo formado por  𝑤ሬሬሬ⃗  y h  

𝐕𝐨𝐥𝐮𝐦𝐞𝐧 𝐝𝐞𝐥 𝐭𝐞𝐭𝐫𝐚𝐞𝐝𝐫𝐨 =
𝟏

𝟑
(
𝟏

𝟐
ห 𝑨𝑫ሬሬሬሬሬሬ⃗  𝒙 𝑨𝑪ሬሬሬሬሬ⃗ ห) ∗ |𝒘ሬሬሬሬ⃗ 𝐜𝐨𝐬 𝐀𝐁, 𝐡|෣  

𝐕𝐨𝐥𝐮𝐦𝐞𝐧 𝐝𝐞𝐥 𝐭𝐞𝐭𝐫𝐚𝐞𝐝𝐫𝐨 =
𝟏

𝟔
𝐩𝐫𝐨𝐝𝐮𝐜𝐭𝐨 𝐦𝐢𝐱𝐭𝐨 =

𝟏

𝟔
  หൣ 𝑨𝑫ሬሬሬሬሬሬ⃗  , 𝑨𝑪ሬሬሬሬሬ⃗  , 𝑨𝑩ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൧ห 

 

44. Ejercicio 

Suponiendo los vertices de un tetraedro son A(1,1, −2), B(0,2,1), C(3,2, −2) y D(3,0, −6). Calcular el volumen. 

Solución 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ =, B(0,2,1) − A(1,1, −2) = (−1,1,3)     

𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = C(3,2, −2) − A(1,1, −2) = (2,1,0)   

𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ = D(3,0, −6) − A(1,1, −2) = (2, −1, −4) 

Volumen del tetraedro =
1

6
หൣ 𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃗  , 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗  , 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൧ห = อ

−1 1 3
2 1 0
2 −1 −4

อ = 4 − 6 − 6 + 8 = 0 𝑢ଷ; 

Volumen del tetraedro = 0 𝑢ଷ => 𝑙𝑜𝑠 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜𝑠 𝑠𝑜𝑛 𝑐𝑜𝑝𝑙𝑎𝑛𝑎𝑟𝑖𝑜𝑠  

45. Ejercicio 
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los planos μ: x + y + z = 4 , π: x − z = 0;  y β: x + y = 3 tienen un unico punto en comun 

a) Determinar dicho punto 

b)Hallar las rectas en que cada uno de estos planos corta al plano x = 0; 

c) Volumen de tetraedro limitado por estos planos y el plano x = 0. 

Solución 

a) Determinar dicho punto 

൝

μ: x + y + z = 4 
π: x − z = 0
β: x + y = 3

  ൝
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 4

𝑥 − 𝑧 = 0;
𝑥 + 𝑦 = 3;

  ൝
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 4

𝑧 = 𝑥;
𝑦 = 3 − 𝑥; 

  

𝑠𝑢𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑦𝑜 𝑥 + (3 − 𝑥) + 𝑥 = 4; 

𝑥 + 3 − 𝑥 + 𝑥 = 4; 𝑥 = 1; ൝
𝑥 = 1
𝑧 = 1;
𝑦 = 2; 

   (1,2,1) 

b) Hallar las rectas en que cada uno de estos planos corta al plano x = 0; plano y + z = 0 

൝

μ: x + y + z = 4 
π: x − z = 0
β: x + y = 3

  𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑠𝑒𝑐𝑐𝑖𝑜𝑛 ൜
μ: +y + z = 4

𝑥 = 0; 
  ൝

𝑥 = 0
𝑦 = 𝜆

𝑧 = 4 − 𝜆

   

𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑠𝑒𝑐𝑐𝑖𝑜𝑛 ቄ
π: x − z = 0

𝑥 = 0; 
  ൝

𝑥 = 0
𝑦 = 𝛽
𝑧 = 0

  ; 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑠𝑒𝑐𝑐𝑖𝑜𝑛 ൜
β: x + y = 3

𝑥 = 0; 
  ൝

𝑥 = 0
𝑦 = 3
𝑧 = 𝑡

  

c) Volumen de tetraedro limitado por estos planos y el plano x = 0. 

𝐴 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑠𝑒𝑐𝑐𝑖𝑜𝑛 ൝
μ: x + y + z = 4 

π: x − z = 0
𝑥 = 0

  ൝
x + y + z = 4 

x − z = 0
𝑥 = 0

  𝑠𝑢𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑦𝑜 ൝
y = 4 
z = 0
𝑥 = 0

   𝐴(0,4,0) 

𝐵 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑠𝑒𝑐𝑐𝑖𝑜𝑛 ൝
π: x − z = 0 
β: x + y = 3

𝑥 = 0

  ൝
x − z = 0 
x + y = 3

𝑥 = 0

  𝑠𝑢𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑦𝑜 ൝
y = 3 
z = 0
𝑥 = 0

   𝐵(0,3,0) 

𝐶 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑠𝑒𝑐𝑐𝑖𝑜𝑛 ൝
μ: x + y + z = 4 

β: x + y = 3
𝑥 = 0

  ൝
x + y + z = 4 

x + y = 3
𝑥 = 0

  𝑠𝑢𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑦𝑜 ൝
y = 3 
z = 1
𝑥 = 0

   𝐶(0,3,1) 

𝐷 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑠𝑒𝑐𝑐𝑖𝑜𝑛 ൝

μ: x + y + z = 4 
π: x − z = 0
β: x + y = 3

  ൝

x + y + z = 4 
x − z = 0
𝑥 + 𝑦 = 3

  𝑠𝑢𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑦𝑜 ൝
y = 2 
z = 1
𝑥 = 1

   𝐷(1,2,1) 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝐵(0,3,0) − 𝐴(0,4,0) = (0, −1,0)     

𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝐶(0,3,1) − 𝐴(0,4,0) = (0, −1,1)   

𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝐷(1,2,1) − 𝐴(0,4,0) = (1, −2,1) 

Volumen del tetraedro =
1

6
หൣ 𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃗  , 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗  , 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൧ห =

1

6
อ
0 −1 0
0 −1 1
1 −2 1

อ =
1

6
|−1| =

1

6
 𝑢ଷ;  

 

 


