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1 Lugares geométricos en el plano 
Lugar geometrico en el plano es el formado por el conjunto 

 de puntos que cumplen una propiedad. 

1.1 Mediatriz 
Lugar geometrico en el plano es el conjunto 

 de puntos P que equidistan de los extremos A y B 

 de un segmento. 

𝐝(𝐀, 𝐁) = |𝐀𝐁ሬሬሬሬሬ⃗  | =  ඥ(𝐚𝟏 − 𝐛𝟏)𝟐 + (𝐚𝟐 − 𝐛𝟐)𝟐 

d(A, P) = |ABሬሬሬሬሬ⃗  | =  ඥ(x−aଵ)ଶ + (y − aଶ)ଶ 

d(B, P) = |BPሬሬሬሬሬ⃗  | =  ඥ(x−bଵ)ଶ + (y − bଶ)ଶ 

Mediatriz   d(A, P) = |ABሬሬሬሬሬ⃗  | =  ඥ(x−aଵ)ଶ + (y − aଶ)ଶ = d(B, P) = |BPሬሬሬሬሬ⃗  | =  ඥ(x−bଵ)ଶ + (y − bଶ)ଶ 

1.2 Circunferencia 
La circunferencia es el lugar geometrico de los puntos del plano que equidistan de un punto 

 ϐijo llamado centro. 

(𝐱−𝐚𝟏)𝟐 + (𝐲 − 𝐚𝟐)𝟐 = 𝒓𝟐 ; 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝑨𝒙 + 𝑩𝒚 + 𝑪 = 𝟎; 

 

1.3 Elipse 
Es el lugar geométrico de los puntos del plano tales que la suma de su distancia a dos puntos fijos 
llamados focos es constante. 

𝑪(𝒙𝟎, 𝐲𝟎) Coordenadas centro de la elipse 

𝒂 𝑆𝑒𝑚𝑖𝑒𝑗𝑒 𝑚𝑎𝑦𝑜𝑟 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑒𝑙𝑖𝑝𝑠𝑒 

𝒃 𝑆𝑒𝑚𝑖𝑒𝑗𝑒 𝑚𝑒𝑛𝑜𝑟𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑒𝑙𝑖𝑝𝑠𝑒 

𝑪 𝑠𝑒𝑚𝑖 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑓𝑜𝑐𝑎𝑙 

Focos: son los puntos fijos F y F’ La suma 

de las distancias desde un punto 

cualquiera de la elipse hasta cada foco es 

constante para todos los puntos de la 

elipse. 

Relaciones de la elipse 

Si tomo el punto A se ha de cumplir 
AF+AF´= 2a 

Si tomo el punto B se ha de cumplir 
BF=BF´=> 2BF = 2a ; BF = a; 

a² = b² + c² 

Excentricidad de la elipse 

e =
c

a
; Cuanto mas pequeño es, mas se parece a una circunferencia 

Ecuacion general de la elipse 

(x − x଴)ଶ

aଶ
+

(y − y଴)ଶ

bଶ
= 1; 

Ecuacion reducida de la elipse 

xଶ

aଶ
+

yଶ

bଶ
= 1; 
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1.4 Hipérbola 
La hipérbola es el lugar geométrico de los puntos del plano cuya diferencia de distancias a dos puntos 
fijos llamados focos es constante en valor absoluto. 

𝑪(𝒙𝟎, 𝐲𝟎) Coordenadas centro de la hiperbola 

𝒂 𝑆𝑒𝑚𝑖𝑒𝑗𝑒 𝑟𝑒𝑎𝑙 

𝒃 𝑆𝑒𝑚𝑖𝑒𝑗𝑒 𝑖𝑚𝑎𝑔𝑖𝑛𝑎𝑟𝑖𝑜 

𝑪 𝑠𝑒𝑚𝑖 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑓𝑜𝑐𝑎𝑙 

Focos: son los puntos fijos F y F’ La diferencia de las distancias desde un punto cualquiera de la hipérbola 

hasta cada foco es constante. 

Relaciones de la hipérbola 

Si tomo el punto A se ha de cumplir |AF-AF´|= 2a 

Si tomo el punto B, al ser una diagonal de rectángulo, se ha de cumplir AB=c; 

c² = a² + b² 

Excentricidad de la hipérbola 

e =
c

a
; Cuanto mas proximo a 1 sea 

 el valor mas cerradas  seran 

 las ramas 

Ecuacion general de la hipérbola 

(x − x଴)ଶ

aଶ
−

(y − y଴)ଶ

bଶ
= 1; 

Ecuacion reducida de la hipérbola 

xଶ

aଶ
+

yଶ

bଶ
= 1; 

Asintotas de la hiperbola 

r:  y =
b

a
𝑥;  𝑠: 𝑦 = −

𝑏

𝑎
𝑥; 

1.5 Parábola 
La parábola es el lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de un punto fijo llamado foco F 
y una recta fija llamada directriz d 

𝐷(𝐹, 𝑃) = 𝑑(𝑃, 𝑑) distancia del foco al punto = distancia del punto a la recta 

2𝑝:  distancia ente el foco y la directriz. 

𝐸𝑗𝑒 𝑑𝑒 𝑠𝑖𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑎 es la recta perpendicular a la directriz y que pasa por el foco 

𝑉𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑒: Punto de interseccion de la parabola con su eje . 

𝑅𝑎𝑑𝑖𝑜 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟:  Es un segmento que une un punto cualquiera de la parábola con el foco. 

𝐄𝐜𝐮𝐚𝐜𝐢𝐨𝐧 𝐫𝐞𝐝𝐮𝐜𝐢𝐝𝐚:  𝐱𝟐 = 4py 

Ecuacion general de la Parabola 

  (x − 𝑥଴)ଶ = 4p(y − 𝑦଴)       

𝐄𝐜𝐮𝐚𝐜𝐢𝐨𝐧 𝐫𝐞𝐝𝐮𝐜𝐢𝐝𝐚:  𝐱𝟐 = 4py  

Posiciones de la parábola 

xଶ = 4py ramas hacia arriba 

𝑥ଶ = −4𝑝𝑦 𝑟𝑎mas hacia abajo 

yଶ = 4px ramas hacia la derecha 

yଶ = −4px ramas hacia a izquierda 
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1. Ejercicio 

Hallar la mediatriz del segmento A(1,4) y B(5,0) 

Solución 

Mediatriz ∶ será una recta ඥ(x−aଵ)ଶ + (y − aଶ)ଶ =  ඥ(x−bଵ)ଶ + (y − bଶ)ଶ 

 ඥ(x − 1)ଶ + (y − 4)ଶ =  ඥ(x − 5)ଶ + (y − 0)ଶ; (x − 1)ଶ + (y − 4)ଶ = (x − 5)ଶ + (y − 0)ଶ   

𝑥ଶ + 1 − 2𝑥 + 𝑦ଶ + 16 − 8𝑦 = 𝑥ଶ + 25 − 10𝑥 + 𝑦ଶ; 

mediatriz   8x − 8y − 8 = 0; 

 

2. Ejercicio 

Calcular las ecuaciones de los distintos lugares geometricos e identiϐicarlos. 

a) Puntos del plano que equidistan de A(3, −1) y B (−5,3) 

b) Puntos del plano que equidistan de las rectas r: x − y = 0 y s: 2x + y = 0; 

c) Puntos del plano  tales que la distancia al eje de abscisas es el doble que la distancia al origen  

d) Puntos del plano cuya distancia al eje de coordenadas es la mitad de su distancia a A(0,2) 

Solución 

a) Puntos del plano que equidistan de A(3, −1) y B (−5,3) 

Mediatriz ∶ será una recta ඥ(x−aଵ)ଶ + (y − aଶ)ଶ =  ඥ(x−bଵ)ଶ + (y − bଶ)ଶ 

 ඥ(x − 3)ଶ + (y − (−1))ଶ =  ඥ(x − (−5)ଶ + (y − 3)ଶ;  (x − 3)ଶ + (y + 1)ଶ = (x + 5)ଶ + (y − 3)ଶ 

𝑥ଶ + 9 − 6𝑥 + 𝑦ଶ + 1 + 2𝑦 = 𝑥ଶ + 25 + 10𝑥 + 𝑦ଶ + 9 − 6𝑦, 

mediatriz   16x − 8y + 24 = 0;  2x − y + 3 = 0 

b) Puntos del plano que equidistan de las rectas 

 r: x − y = 0 y s: 2x + y = 0; 

d(P, r) =
Ax + By + C

√Aଶ + Bଶ
; 

d(P, s) =
A´x + B´y + C

√A´ଶ + B´ଶ
; 

Bisectriz d(P, r) =
Ax + By + C

√Aଶ + Bଶ
=  d(P, s) =

A´x + B´y + C

√A´ଶ + B´ଶ
 

x − y

ඥ1ଶ + (−1)ଶ
=

2x + y

√2ଶ + 1ଶ
;
x − y

√2
=

2x + y

√5
;  √5(x − y) = √2(2x + y); √5x − √5y = 2√2x + √2y 

൫√5 − 2√2൯x − ൫√5 + √2൯y = 0 

Bisectriz1 ൫√5 − 2√2൯x − ൫√5 + √2൯y = 0 ;  Bisectriz 2 ൫√5 + 2√2൯x − ൫√5 − √2൯y = 0 

 

c) Puntos del plano  tales que la distancia al eje de abscisas es el doble que la distancia al origen 

Eje de abscisas: y = 0;  Origen de coordenadas O(0,0)  

d(P, ejeX) =
Ax + By + C

√Aଶ + Bଶ
; d(P, Eje X) =

x + B ∗ 0

√1ଶ + 0ଶ
=

x

√1
= x; 

d(P, O) = ඥ(x − 0)ଶ + (y − 0)ଶ = ඥxଶ + yଶ  

lugar geometrico x = 2ඥxଶ + yଶ;  xଶ = 4(xଶ + yଶ); xଶ = 4xଶ + 4yଶ;   3xଶ + 4yଶ = 0; 

3xଶ + 4yଶ = 0; yଶ =  −
3xଶ

4
;   y =  ඨ−

3xଶ

4
 No existe ningun punto 
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d) Puntos del plano cuya distancia al origen de coordenadas 

 es la mitad de su distancia a A(0,2) 

distancia al origen de coordenadas 

 d(P, O) = ඥ(x − 0)ଶ + (y − 0)ଶ = ඥxଶ + yଶ 

distancia a A(0,2);  d(P, A) = ඥ(x − 0)ଶ + (y − 2)ଶ 

= ඥxଶ + (y − 2)ଶ 

2ඥxଶ + yଶ = ඥxଶ + (y − 2)ଶ; 4xଶ + 4yଶ 

=  xଶ + (y − 2)ଶ; 4 xଶ + 4yଶ =  xଶ + yଶ + 4 − 4y 

xଶ + 3yଶ + 4y − 4 = 0;  xଶ + yଶ +
4

3
y −

4

3
= 0; 

circunferencia centro ൬0 , −
2

3
൰ ; r = ඨ0ଶ + (

2

3
)ଶ +

4

3
= ඨ

16

9
=

4

3
 

 

3. Ejercicio 

Calcular las ecuaciones de las siguientes conicas, identiϐicalas , indicando sus elemenos mas imortantes 

a) Puntos del plano que que distan 3 unidades del punto C(2,2) 

b) Puntos del plano cuya diferencia de distancia a F(0,4)y F´(0, −4)es 2; 

c) Puntos del plano  que equidistan de la recta y = 2 y del punto (0, −2).  

d) Puntos del plano cuya suma de distancia a F(3,0)y F´(−3,0)es 10 

Solución 

a) Puntos del plano que que distan 3 unidades del punto P(2,2) 

d(P, C) = ඥ(x − 0)ଶ + (y − 2)ଶ = 3; xଶ + yଶ + 4 − 2y = 9; xଶ + yଶ − 2y − 5 = 9  

Circunferencia; de Centro C(2,2)yradio 3; 

b) Puntos del plano cuya diferencia distancia a F(0,4)y F´(0, −4)es 2; 

d(P, F) = ඥ(x − 0)ଶ + (y − 4)ଶ =  ඥxଶ + yଶ + 16 − 8y 

d(P, F´) = ඥ(x − 0)ଶ + (y − (−4)ଶ =  ඥxଶ + yଶ + 16 + 8y  

d(P, F) − d(P, F´) = ඥxଶ + yଶ + 16 − 8y − ඥxଶ + yଶ + 16 + 8y = 2; 

ඥxଶ + yଶ + 16 − 8y = 2 ± ඥxଶ + yଶ + 16 + 8y elevo los dos terminos al cuadrado 

xଶ + yଶ + 16 − 8y = 4 + xଶ + yଶ + 16 + 8y ± 4ඥxଶ + yଶ + 16 + 8y 

−16y − 4 = ±4ඥxଶ + yଶ + 16 + 8y;     256yଶ + 16 + 128y = 16(xଶ + yଶ + 16 + 8y);  

256yଶ + 16 + 128y = 16xଶ + 16yଶ + 256 + 128y;  240yଶ − 16xଶ − 240 = 0; 

240yଶ

240
−

16xଶ

240
−

240

240
= 0;  

yଶ

1
−

xଶ

15
= 1; 

  
yଶ

1
−

xଶ

15
= 1 Hiperbola: centro (0,0)  a = √15, b = 1;   

c) Puntos del plano  que equidistan de la recta y = 2 y del punto A (0, −2). 

d(P, r) =
y − 2

√1
= y − 2; 

d(P, A) = ඥ(x − 0)ଶ + (y − (−2)ଶ =  ඥxଶ + yଶ + 4 + 4y 

d(P, r) = d(P, A);  y − 2 = ඥxଶ + yଶ + 4 + 4y  
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yଶ + 4 − 4y = xଶ + yଶ + 4 + 4y; =>  xଶ + 8y = 0; 𝑦 =  −
xଶ

8
 

𝑦 =  −
xଶ

8
 Parabola; F(0, −2) directriz y = 2; 

 

d) Puntos del plano cuya suma de distancia a F(3,0)y F´(−3,0)es 10 

d(P, F) = ඥ(x − ´3)ଶ + (y − 0)ଶ =  ඥxଶ + 9 − 6x + yଶ 

d(P, F´) = ඥ(x − (−3))ଶ + (y − 0)ଶ =  ඥxଶ + 9 + 6x + yଶ 

d(P, F) +  d(P, F´) = 10; ඥxଶ + 9 − 6x + yଶ + ඥxଶ + 9 + 6x + yଶ = 10 

ඥxଶ + 9 − 6x + yଶ = 10 − ඥxଶ + 9 + 6x + yଶ; elevamos al cuadrado los dos terminos 

xଶ + 9 − 6x + yଶ = 100 + xଶ + 9 + 6x + yଶ − 20ඥxଶ + 9 + 6x + yଶ;  

−12x = 100 − 20ඥxଶ + 9 + 6x + yଶ;  −12x − 100 = −20ඥxଶ + 9 + 6x + yଶ;  

12x + 100 = 20ඥxଶ + 9 + 6x + yଶ elevamos al cuadrado  

144x2 + 10000 + 2400x = 400(xଶ + 9 + 6x + yଶ);  

144x2 + 10000 + 2400x = 400xଶ + 3600 + 2400x + 400 yଶ; 256xଶ − 6400 + 400 yଶ = 0 

256xଶ

6400
+

400yଶ

6400
=

6400

6400
;     Elipse  centrada en el origen  de coordenadas  

xଶ

25
+

yଶ

16
= 1; 

 

4. Ejercicio 

Halla la ecuacion de las bisectrices de las rectas r: x − 2y = 0;   s: x + 3y = 0 

Representalas y comprueba que son perpendiculares. 

Solución 

Bisectriz es el conjunto de puntos  del plano  que equidistan de las dos  rectas 

d(P, r) =
|Ax + By + C|

√Aଶ + Bଶ
; 

d(P, r) =
|x − 2y|

√1ଶ + 2ଶ
=

|x − 2y|

√5
;   d(P, s) =

|x + 3y|

√1ଶ + 3ଶ
=

|x + 3y|

√10
;  

d(P, r) = d(P, s);
|x − 2y|

√5
=

|x + 3y|

√10
;
√10|x − 2y|

√5
=

√10|x + 3y|

√10
 ;

√10|x − 2y|

√5
=

√10|x + 3y|

√10
 

√2|x − 2y| = |x + 3y|; ห√2x − 2√2yห =  |x + 3y| 

ห√2x − 2√2yห =  |x + 3y| del valor absoluto, tendremos las ecuacion lineales ; ቊ
√2x − 2√2y = x + 3y

√2x − 2√2y = −(x + 3y)
  

√2x − 2√2y = x + 3y; √2x − x = 2√2y + 3y; ൫√2 − 1൯x = ൫2√2 + 3൯y; y =
൫√2 − 1൯x

൫2√2 + 3൯
 

√2x − 2√2y = −(x + 3y); √2x + x = 2√2y − 3y; ൫√2 + 1൯x = ൫2√2 − 3൯𝑦; 𝑦 =
൫√ଶାଵ൯୶

൫ଶ√ଶିଷ൯
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Representalas y comprueba que son perpendiculares. 

Las rectas son perpendiculares si se cumple mୱ (pendiente de s ) = −
1

m୰

(pendiente de r ) 

mୱ ∗ m୰ = −1; 
൫√2 − 1൯

൫2√2 + 3൯
∗

൫√2 + 1൯

൫2√2 − 3൯
=  

(2 − 1)

(8 ∗ 2 − 9)
=

1

−1
= −1;   

5. Ejercicio 

Halla el lugar geometrico de los puntos  del plano que equidistan de la bisectriz del  primero 

y tercer cuadrante y del punto C (0,4) 

Solución 

Bisectriz del primer cuadrante: y − x = 0; Pendiente = 1  

El lugar geométrico corresponde a una parábola de foco C(0,4) y recta directriz  

Hallo una recta s: perpendicular a la bisectriz por el punto C(0,4) dicha recta será el eje de la parábola. 

 Como s es perpendicular a la bisectriz su pendiente m = −1; s: (y − 4) = m(x − 0); 𝑦 − 4 = (−1)𝑥; 

 𝒚 = −𝒙 + 𝟒; 

Hallamos el punto A de cruce entre la bisectriz 

 y s, ቄ
y = x

y = −x + 4
  ; 𝑥 = −𝑥 + 4; 

2𝑥 = 4; 𝑥 = 2; 𝑦 = 2; 𝐴(2,2) 

Hallo el punto medio del segmento AF ; 

൬
2 + 0

2
,
2 + 4

2
൰ ; 𝑽(𝟏, 𝟑)  

Trazo la recta r paralela a s por el punto M(1,3) 

 ( y − 3) = m(x − 1)siendo m =  1; 

y − 3 = 1(x − 1) 

y − 3 = x − 1; 𝐲 = 𝐱 + 𝟐 

Hallo el lugar geometrico que equidistan 

 de la bisectriz y el punto C(0,4) 

d(P, r) =
|y − x|

√1ଶ + 1ଶ
=

|y − x|

√2
;  

 d(P, C) = ඥ(x − 0)ଶ + (y − 4)ଶ = ඥxଶ + yଶ + 16 − 8y; 

|y − x|

√2
= ඥxଶ + yଶ + 16 − 8y ; (y − x)ଶ =  √2ඥxଶ + yଶ + 16 − 8y; 

 xଶ + yଶ − 2xy = 2(xଶ + yଶ + 16 − 8y); xଶ + yଶ + 2xy − 16y − 2xy + 32 = 0 

xଶ + yଶ + 2xy − 16y + 32 = 0; parabola inclinada pues tiene termino xy 

Para x = 0;  xଶ + yଶ + 2xy − 16y + 32 = 0; => yଶ − 16y + 32 = 0; y =
16 ± 11,314

2
൜
y = 13,657
y = 2,343

  

Para x = −2;  xଶ + yଶ + 2xy − 16y + 32 = 0; => yଶ − 20y + 36 = 0; y =
20 ± 16

2
൜
y = 18
y = 2,

  

Para x = −10;  xଶ + yଶ + 2xy − 16y + 32 = 0; => yଶ − 36y + 132 = 0; y =
36 ± 27,7

2
൜
y = 31,86
y = 4,15,
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6. Ejercicio 

Halla el lugar geometrico de los puntos  del plano cuya suma de distancia  los ejes de coordenadas  

coincida con el cuadrado de su distancia al al origen 

Solución 

ejes de coordenadas r: x = 0; s: y = 0; 

Distancia de P (x, y)a la (recta x = 0)es igual a y; 

Distancia de P (x, y)a la recta y = 0 es igual a x; 

Distancia de P (x, y) al origen (0,0) 

= ඥ(x − 0)ଶ + (y − 0)ଶ = ඥxଶ + yଶ  

x + y =  ቀඥxଶ + yଶቁ
ଶ

; 

x + y =  xଶ + yଶ;  xଶ + yଶ − x − y = 0  

 xଶ + yଶ − x − y = 0;  C ൬
1

2
 , −

1

2
൰ ; 

 r =  ඨ
(−1)ଶ

4
+

(−1)ଶ

4
=

√2

2
; 

 

7. Ejercicio 

Halla el lugar geometrico de los puntos de los puntos del plano tales que su minima distancia a la  

circunferencia de centro el origen de coordenadas y de radio 2 sea igual a una unidad 

Solución 

El lugar geometrico serán circunferencias  

concentricas de radio r = 2 ± 1 

Distancia de P (x, y) al origen (0,0);  

 d(P, C) = ඥ(x − 0)ଶ + (y − 0)ଶ = 2; ඥxଶ + yଶ = 2; 

 xଶ + yଶ = 4; xଶ + yଶ − 4 = 0; 

ඥxଶ + yଶ = 3;  xଶ + yଶ = 4; xଶ + yଶ − 9 = 0; 

ඥxଶ + yଶ = 1;  xଶ + yଶ = 1; xଶ + yଶ − 1 = 0; 

8. Ejercicio 

Halla el lugar geometrico de los puntos de los puntos 

 del plano cuya suma de distancia  al punto A(1,0) 

 es el triple de su distancia a la recta x = 2. 

Solución 

d(A, r) =
|x − 2|

√1ଶ + 0ଶ
=

|x − 2|

1
; 

d(P, A) = ඥ(x − 1)ଶ + (y − 0)ଶ = ඥxଶ + 1 − 2x + yଶ; 

Lugar geometrico 3d(A, r) = d(P, A); 

 3
|x − 2|

1
= ඥxଶ + 1 − 2x + yଶ; 

3 ∗ |x − 2| = ඥxଶ + 1 − 2x + yଶ 

9(x2 + 4 − 4x) = x2 + 1 − 2x + y2; 

 9xଶ + 36 − 36x = xଶ + 1 − 2x + yଶ;      8xଶ − yଶ − 34x + 35 = 0 
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2 Ecuacion de una curva en el plano 
 

𝐄𝐜𝐮𝐚𝐜𝐢𝐨𝐧𝐞𝐬 𝐩𝐚𝐫𝐚𝐦𝐞𝐭𝐫𝐢𝐜𝐚𝐬 

Parametrizar una curva es hallar los valores de x  e y en fucnion de una tercera variable t (𝑝𝑎𝑟á𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜)  

𝑒𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛 𝑒𝑥𝑝𝑙𝑖𝑐𝑖𝑡𝑎 𝑠𝑒𝑟á 𝑦 = 𝑓(𝑥) 

𝐸𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑐𝑎 ൜
𝑦 = 𝑓(𝑡)
𝑥 = 𝑔(𝑡)

  

 

9. Ejercicio 

Escribe la ecuacion parametrica de la circunferencia con centro en el origen de coordenadas y radio r; 

Solución 

൜
𝑥 = 𝑎 + 𝑟𝑐𝑜𝑠(𝑡)
𝑦 = 𝑏 + 𝑟𝑠𝑒𝑛 𝑡)

  

 

10. Ejercicio 

Comprueba que unas posibles ecuaciones parametricas para la elipse
xଶ

aଶ
+

yଶ

bଶ
= 1; 

 puede ser  ൜
𝑥 = 𝑎𝑐𝑜𝑠(𝑡)
𝑦 = 𝑏𝑠𝑒𝑛( 𝑡)

  ; 

Solución 

Sustituimos (x, y)por su valor 
xଶ

aଶ
+

yଶ

bଶ
= 1 =

(acos 𝑡)ଶ

aଶ
+

(𝑏𝑠𝑒𝑛 𝑡)ଶ

bଶ
=

aଶ(cos 𝑡)ଶ

aଶ
+

bଶ(sen 𝑡)ଶ

bଶ
= 

(cos 𝑡)ଶ + (sen 𝑡)ଶ = 1  ;   se cumple; 

 

11. Ejercicio 

Para la curva de ecuaciones parametricas ቄ
𝑥 = 𝑡

𝑦 = 1 − tଶ;
  Completa la tabla y dibuja de forma aproximada 

 su graϐica 

Solución 
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12. Ejercicio 

Excribe la ecuacion implicita y explicita de las curvas cuya ecuaciones parametricas son: 

a) ൞
𝑥 =

2

𝑡

𝑦 =
1

2
+ 2𝑡;

   b) ൜
𝑥 = 𝑡 + tଷ

𝑦 = 1 + tଶ
  

Solución 

a) ൞
x =

2

t

y =
1

2
+ 2t;

    ൞
t =

2

x

t =
y

2
−

1

4
;

  ;  
2

x
=

y

2
−

1

4
 ;

y

2
=

2

x
+

1

4
;  

explicita  y =
4

x
+

1

2
;  implicita  y −

4

x
−

1

2
= 0; 

 

b) ൜
𝑥 = 𝑡 + tଷ

𝑦 = 1 + tଶ
  ; ൜

𝑑𝑒𝑠𝑝𝑒𝑗𝑜 𝑡

𝑦 − 1 = tଶ
   ;  ቊ

𝑑𝑒𝑠𝑝𝑒𝑗𝑜 𝑡

ඥ𝑦 − 1 = t
 𝑠𝑢𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑦𝑜 𝑒𝑛 𝑥 = 𝑡 + tଷ; x = ඥ𝑦 − 1 + (ඥ𝑦 − 1)ଷ    

x = ඥ𝑦 − 1 + (𝑦 − 1)ඥ𝑦 − 1 = ඥ𝑦 − 1(1 − 𝑦 − 1) =  ඥ𝑦 − 1(−𝑦) = −𝑦ඥ𝑦 − 1 

𝑥 = −𝑦ඥ𝑦 − 1; 𝑜𝑡𝑟𝑎 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑎 𝑒𝑙𝑒𝑣𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑎𝑙 𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑑𝑜 =>  xଶ = yଶ (y − 1); xଶ = yଷ − yଶ;  

Implicita  yଷ −  yଶ − xଶ = 0; 

 

 

13. Ejercicio 

Escribe las ecuaciones parametricas de las siguientes curvas 

a) 2x − 3y + 4 = 0;     b) xଶ + 2yଶ − 2 = 0;   c) x + y − xy = 0; 

Solución 

a) 2x − 3y + 4 = 0; 

ቄ
x = t;

2t + 4 = 3y;
  ൝

x = t;

y =  
2t + 4

3
;
  

DANDO VALORES A X Es una recta 

 

 

 

 

b) xଶ + 2yଶ − 2 = 0; 
𝐱𝟐

𝟐
+ 𝐲𝟐 = 𝟏 

൜
x = t;

tଶ + 2yଶ − 2 = 0;
  ൞

x = t;

y = ඨ
−tଶ + 2

2

  

Dando valores a x Es una Elipse 
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c) x + y − xy = 0; 𝑥 + 𝑦(1 − 𝑥) = 0; 

𝑦 =  −
𝑥

(1 − 𝑥)
;   𝐷𝐴𝑁𝐷𝑂 𝑉𝐴𝐿𝑂𝑅𝐸𝑆 𝐴 𝑋 𝐹𝑈𝑁𝐶𝐼𝑂𝑁 𝐻𝐼𝑃𝐸𝑅𝐵𝑂𝐿𝐴 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3 Curvas en coordenadas polares 
 

Las cordenadas cartesianas de P (3,4) 

Las coordenadas polares de P (r, α) 

r = a la distancia de P al origen de coordenadas 

α = angulo en radianes que forma 

 el segmento OP con la parte ositiva del eje X 

 

3.1 Conversion de coordenadas cartesianas a polares 
 

𝐱 = 𝐫 𝐜𝐨𝐬 𝛂 ;  𝐲 = 𝐫 𝐬𝐞𝐧 𝛂;  

𝐫𝟐 =  𝐱𝟐 + 𝐲𝟐; 𝐫 =  ඥ𝐱𝟐 + 𝐲𝟐; 

𝛂 = 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐠
𝐲

𝐱
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14. Ejercicio 

Pasar a coordenadas polares los puntos dados en coordenadas cartesianas. a) (3,3); b)൫− √2, √2൯; c) (−1,0); 

d(3 , − √3) 

Solución 

a) (3,3);  ቐ
r =  ඥ3ଶ + 3ଶ = √18

α = arc tag
3

3
; α = 45º =

π

4
 rad 

  = P(√18,
π

4
); 

b)൫− √2, √2൯;  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ r =  ට(− √2)ଶ + (√2)ଶ = √4 = 2

β = arc tag
 √2

− √2
= 45º; α = 180º − 45º =

3π

4

  = P(2,
3π

4
); 

c)(−1,0);  ቐ
r =  ඥ(− 1)ଶ + (0)ଶ = √1 = 1

β = arc tag
 0

− 1
; α = 180º = π

  = P(1, π); 

d(3 , − √3);  

⎩
⎨

⎧ r =  ට(3)ଶ + ൫− √3൯
ଶ

= √9 + 3 = √12 = 2√3

β = arc tag
 – √3

3
= 30º; α = 360º − 30º = 330º =

11

6
π

  = P(2√3,
11

6
π); 

15. Ejercicio 

Hallar los coordenadas cartesianas  de los puntos expresados en coordenadas polares 

a) (2, π); b) ቀ1,
ଶ

ଷ
πቁ ; c) (0,0);  d(3 ,

ଷ

ଶ
π) 

Solución 

a) (2, π) ൜
x = 2 ∗ cos π
y = 2 ∗ sen π

  ;  ൜
x = 2 ∗ (−1) = −2

y = 2 ∗ 0 = 0; 
  P(−2,0) 

b) ൬1,
2

3
π൰ ൞

x = 1 ∗ cos
2

3
π

y = 1 ∗ sen 
2

3
π

  ;  ൜
x = 1 ∗ (−0,5) = −0,5
y = 1 ∗ 0,866 = 0,866; 

  P(−0,5 , 0,866) 

c) (0,0) ൜
x = 0 ∗ cos 0
y = 0 ∗ sen 0

  ;  ൜
x = 0

y = 0; 
  P(0,0) 

d ൬3 ,
3

2
π൰ ൞

x = 3 ∗ cos
3

2
π

y = 3 ∗ sen 
3

2
π

  ;  ൜
x = 3 ∗ 0 = 0

y = 3 ∗ (−1) = −3; 
  P(0, −3) 

 

16. Ejercicio 

 La ecuacion implicita en coordenadas polares de: a) recta que pasa por el origen y por el punto(−1, −1) 

b) circunferencia que pasa por los puntos A(2,0)B(−2,0) y C(0, −2) 

Solución 

a) recta que pasa por el origen y por el punto(−1, −1); y = mx + n; m =
y − y଴

x − x଴
=  

−1 − 0

−1 − 0
=

1

1
= 1 

y = mx + n como m = 1 y pasa por (0,0)la ecuacion de la recta sera y = x; 

y − x = 0; sustituyo => r senα − r cosα = 0  

 

b)Circunferencia que pasa por los puntos A(2,0)B(−2,0) y C(0, −2) 

Ecuacion de la circunferencia x2 + y2 + Ax + By + C = 0; 
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Pasa por ቐ

punto A(2,0) =>  2ଶ + 0ଶ + A2 + B ∗ 0 + C = 0 => 4 + 2𝐴 +  C = 0

Punto B(−2,0) => (−2)ଶ + 0ଶ + A(−2) + B ∗ 0 + C = 0 => 4 − 2𝐴 + 𝐶 = 0

Punto C(0, −2) => 0ଶ + (−2)ଶ + A ∗ 0 + B ∗ (−2) + C = 0 => 4 − 2𝐵 + 𝐶 = 0  

  

ቄ
4 + 2A +  C = 0
4 − 2A + C = 0

    sumo  8 + 2C = 0; C =  −4; 

Sustituyo 4 + 2A +  C = 0; 4 + 2A − 4 = 0 ; A = 0;    

Sustituyo 4 − 2B + C = 0  ; 4 − 2B − 4 = 0;  B = 0; 

Sustituyo en la Ecuacion de la curva xଶ + yଶ + Ax + By + C = 0;     xଶ + yଶ − 4 = 0 

   Paso la curva a polar   xଶ + yଶ − 4 = 0;  (r cosα)ଶ +  (r senα)ଶ  − 4 = 0; 

 r2 (cosα) 
2

+ r2 (senα) 
2

− 4 = 0; r2൫ (cosα)2 +  (senα)2൯ − 4 = 0;  

dado que  (cosα)ଶ +  (senα)ଶ = 1; rଶ ∗ 1 − 4 = 0; r = √4;   r = 2; 

 

17. Ejercicio 

Determinar la ecuacion implicita de la curva cuya ecuacion en coordenadas polares es 

 r(cos α + senα) − 3 = 0 

Solución 

r(cos α + senα) − 3 = 0;  r cos α + rsenα − 3 = 0; x + y − 3 = 0; 

 

18. Ejercicio 

Determinar la ecuacion implicita de la curva cuya ecuacion en coordenadas polares es 

 r =
3

1 − cosα
 

Solución 

r =
3

1 − cosα
;   𝑟 − 𝑟cosα = 3; r − x = 3; ටy2 + x2 = 3 + x; y2 + x2 = 9 + x2 + 6x;   

yଶ = 9 + 6x ; y = √9 + 6x  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

19. Ejercicio 

Determinar la ecuacion implicita de la curva  

cuya ecuacion en coordenadas polares es 

 r = 3 sen 2α 
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Solución 

r = 3 sen 2α 

r = 3 sen 2α = 3sen α cos α 

multiplico por rଶ; r = 3 sen 2α = 3sen α cos α 

 rଷ =  rଶ3sen α cos α = 3 r sen α ∗ r cos α ;  

rଷ = 3yx; ට(y2 + x2)
ଷ

= 3yx; 

 (y
2

+ x2)ට(y2 + x2) = 3yx 

𝑆𝑖 𝑜𝑝𝑒𝑟𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑛𝑜𝑠 𝑑𝑎 𝑙𝑎 𝑒𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛 𝑖𝑚𝑝𝑙𝑖𝑐𝑖𝑡𝑎  

𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑐𝑢𝑟𝑣𝑎  

 

4 Lugares geometricos en el espacio 
 

Es el conjunto de puntos del espacio que cumplen una condición 

 

4.1 Plano mediador de un segmento 
 

Plano mediador de un segmento AB es el lugar geometrico de los puntos del plano que equidistan de A y B 

 

4.2 Plano bisector  
 

Plano bisector es el lugar geometrico de los puntos del plano que equidistan de dos planos  

 

 

20. Ejercicio 

Hallar el plano mediador del segemento de extremos A(1, −2,3)y B(5,0,3) 

Solución 

Plano mediador es el lugar geometrico de los puntos del plano que equidistan de A y B 

Distancia entre dos puntos ඥ(x − 1)ଶ + (y + 2)ଶ + (z − 3)ଶ = ඥ(x − 5)ଶ + (y − 0)ଶ + (z − 3)ଶ 

(x − 1)ଶ + (y + 2)ଶ + (z − 3)ଶ = (x − 5)ଶ + (y − 0)ଶ + (z − 3)ଶ; 

xଶ + 1 − 2x + yଶ + 4 + 4y + zଶ + 9 − 6z = xଶ + 25 − 10x + yଶ + zଶ + 9 − 6z 

8x + 4y − 20 = 0;   2𝑥 + 𝑦 − 5 = 0  𝑈𝑛 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 

 

21. Ejercicio 

Hallar las ecuaciones de los planos bisectores de los planos π que pasa por los puntos A(1,1,2) 

B(2,2,0) y C(−1,3,2) y el plano μ de ecuación 2x + 2y − z + 5 = 0 

Solución 

Distancia de un punto a un plano =
|𝐴𝑥଴ + 𝐵𝑦଴+𝐶𝑧଴ + 𝐷|

√Aଶ + Bଶ + Cଶ
; 

π Ax + By + Cz + D = 0 que pasa por los puntos A(1,1,2)B(2,2,0) y C(−1,3,2); 
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Un plano viene deϐinido por dos vectores directores y un punto 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = ((2 − 1), (2 − 1), (0 − 2)) = (1,1, −2) 

𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = ((−1) − 1), (3 − 1), (2 − 2)) = (−2,2,0) 

P( 2,2,0)un punto del plano 

𝐿𝑎 𝑒𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛 𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝑠𝑒𝑟á 𝑠𝑒𝑔𝑢𝑛 𝑣𝑖𝑚𝑜𝑠 𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑎𝑛𝑡𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟 π อ
𝑥 − 2 𝑦 − 2 𝑧 − 0

1 1 −2
−2 2 0

อ = 

อ
𝑥 − 2 𝑦 − 2 𝑧

1 1 −2
−2 2 0

อ ; π =     2z + 4y − 8 + 2z + 4x − 8 = 0; 4y + 4x + 4z − 16 = 0;  

 π = y + x + z − 4 = 0 

൜
π: x + y + z − 4 = 0

μ: 2x + 2y − z + 5 = 0
  

Los puntos del Plano que equidistan de los planos  

Distancia al plano π: x + y − z − 4 = 0; 
|1x + 1y + 1z − 4|

√1ଶ + 1ଶ + 1ଶ
=

|x + y + z − 4|

√3
 ; 

Distancia al plano μ: 2x + 2y − z + 5 = 0; 
|2x + 2y − z + 5|

ඥ2ଶ + 2ଶ + (−1)ଶ
=

|2x + 2y − z + 5|

√9
=

|2x + 2y − z + 5|

3
; 

lugar geometrico 
|x + y + z − 4|

√3
=

|2x + 2y − z + 5|

3
;
x + y + z − 4

√3
= ±

2x + 2y − z + 5

3
 

3x + 3y + 3z − 12 = 2√3x + 2√3y − √3z + 5√3 

3x − 2√3x + 3y − 2√3y + 3z + √3z − 12 − 5√3 = 0; 

൫3 − 2√3൯x + ൫3 − 2√3൯y + ൫3 + √3൯z − (12 + 5√3) = 0; 

൫3 + 2√3൯x + ൫3 + 2√3൯y + ൫3 − √3൯z − (12 + 5√3) = 0; 

Los planos son perpendiculares. 

 

22. Ejercicio 

Calcula los siguientes lugares geometricos 

a) puntos del espacio que distan 3 unidades de la recta  

r ቄ
y = 0
z = 0

  

b) puntos del espacio que distan 3 unidades del plano 

  μ: x + y = 0 

Solución 

a) puntos del espacio que distan 3 unidades  

de la recta r ቄ
y = 0
z = 0

  

La ϐigura será un cilindro de eje X y radio de la base 3; 

La ecuacion del plano OZY será x = 0; 

൝
x = 0
y = π
z = μ

    dado que este plano será perpendicular  

a la recta x = 0 

la distancia de cualquier punto del plano al O(0,0,0) que pertenece a la recta será x = 0; 

ඥ(x − 0)ଶ + (y − 0)ଶ + (z − 0)ଶ = r;  

(x − 0)ଶ + (y − 0)ଶ + (z − 0)ଶ = rଶ ; para x = 0; => yଶ + zଶ = rଶ 
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b) puntos del espacio que distan 3 unidades del plano   

μ: x + y = 0 

Seran dos planos paralelos al plano μ: x + y = 0; 

 que separados 3 unidades 

Un plano paralelo a μ: x + y = 0; tendra el mimo  

vector director , será π: x + y + D = 0  

Hallo un punto del plano μ: x + y = 0,  

que sería para x = 0; (0,0,0) 

Distancia del punto (0,0,0)al plano π: x + y + D = 0  

será 𝐷௣,஠, =  
|0x + 0y + 0z + D|

√1ଶ + 1ଶ + 0ଶ
=

|D|

√2
  

Si ha de cumplirse que la distancia entre los planos  

ha de ser = 3; 
|D|

√2
= 3; D =  ±3√2; 

 π: x + y + D = 0 => ቊ
x + y + 3√2 = 0

x + y − 3√2 = 0
  

 

5 Ecuaciones de superficies y curvas en el espacio 
 

Superϐicies en el espacio son elementos geometricos de de dimension dos 

𝐄𝐜𝐮𝐚𝐜𝐢𝐨𝐧 𝐩𝐚𝐫𝐚𝐦𝐞𝐭𝐫𝐢𝐜𝐚 ቐ

𝐱 = 𝐟(𝐭, 𝐬)

𝐲 = 𝐠(𝐭, 𝐬)
𝐳 = 𝐡(𝐭, 𝐬)

      𝐄𝐜𝐮𝐚𝐜𝐢𝐨𝐧 𝐈𝐦𝐩𝐥𝐢𝐜𝐢𝐭𝐚 𝐜 = 𝐅(𝐱, 𝐲, 𝐳)        

Curvas en el espacio son elementos geometricos de de dimension uno 

𝐄𝐜𝐮𝐚𝐜𝐢𝐨𝐧 𝐩𝐚𝐫𝐚𝐦𝐞𝐭𝐫𝐢𝐜𝐚 ቐ

𝐱 = 𝐟(𝐭)

𝐲 = 𝐠(𝐭)

𝐳 = 𝐡(𝐭)

      𝐄𝐜𝐮𝐚𝐜𝐢𝐨𝐧 𝐈𝐦𝐩𝐥𝐢𝐜𝐢𝐭𝐚 ൜
𝐂𝟏 = 𝐅(𝐱, 𝐲, 𝐳)

𝐂𝟐 = 𝐆(𝐱, 𝐲, 𝐳)
   

 

23. Ejercicio 

Determina cuales de las sigientes expresiones determinan una superϐicie y en caso aϐirmativo 

 cuales representan un plano 

a) ൝
x = 2t + ts
y = t − s
z = t + 2

    b) x + 2y +
z

2
= 3;    c)  ൞

x = 2(t − 1) +
s + 2

2
y = t + 1
z = s + 1

    d) y + z + sen x = 0 

Solución 

a) ൝
x = 2t + ts
y = t − s
z = t + 2

     t = z − 2; y = (z − 2) − s; s = z − 2 − y; sustituyo en   x = 2t + ts 

x = 2(z − 2) + (z − 2)(z − 2 − y); x − 2z + 4 + zଶ − 4z − zy + 2y + 4 = 0 

x + zଶ − 6z − zy + 2y + 8 = 0; No es un plano 

 

b) x + 2y +
z

2
= 3;  2x + 4y + z − 6 = 0;  Es un Plano 
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c)  ൞
x = 2(t − 1) +

s + 2

2
y = t + 1
z = s + 1

  ቄ
t = y − 1
s = z − 1

    Sustituyo en x = 2(t − 1) +
s + 2

2
=> 𝑥 = 2(y − 1 − 1) +

z − 1 + 2

2
 

x = 2y − 4 +
z + 1

2
; 2x = 4y − 8 + z + 1 = 0; 2x − 4y − z + 7 = 0; es  un plano 

d) y + z + sen x = 0; no es un plano 

 

24. Ejercicio 

Hallar dos puntos y la ecuacion implicita de  la superϐicie  ൝
x = 2 + s

y = tଶ + sଶ

z = 1 + t

  

Solución 

൝
x = 2 + s

y = tଶ + sଶ

z = 1 + t

   para s = 0, y t = 0; ൝
x = 2
y = 0
z = 1

    Pଵ(2,0,1) 

൝
x = 2 + s

y = tଶ + sଶ

z = 1 + t

   para s = 1, y t = 1; ൝
x = 3
y = 2
z = 2

    Pଶ(3,2,2) 

൝
x = 2 + s

y = tଶ + sଶ

z = 1 + t

    ൝
s = x − 2

y = tଶ + sଶ

t = z − 1

   ; 𝑠𝑢𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑦𝑜  y = (z − 1)ଶ + (x − 2)ଶ; 𝑦 = zଶ + 1 − 2z + xଶ + 4 − 4x; 

xଶ − y + zଶ − 2z − 4x + 5 = 0; ecuacion Implicita  

 

25. Ejercicio 

Di que tipo de curva representan las siguientes ecuaciones  ൜
xଶ + yଶ + zଶ = 4

xଶ + yଶ + zଶ − 4z = 0;
  

Hallar ecuaciones parametricas 

Solución 

ቐ

xଶ + yଶ + zଶ = 4

xଶ + yଶ + zଶ − 4z = 0;
Es una circunferenia xଶ + yଶ + zଶ = 4 con centro en (0,0,0) y radio 2

        cortada por una superϐicie xଶ + yଶ + zଶ − 4z = 0  

  

൜
xଶ + yଶ + zଶ = 4

xଶ + yଶ + zଶ − 4z = 0;
  restamos  4z = 4; z = 1; sustituyo  xଶ + yଶ = 3; 

xଶ + yଶ = 3 será una circunferencia de centro (0,0,1)y radio √3 

 ቐ
x = √3 cos t

y = √3 sen t 
z = 1

  

6 Superficie esférica 
 

Una esfera o superϐice esferica es el lugar geometrico de los puntos de espacio P(x, y, z)que equidistan, radio de la esfera, 

de uno punto ϐijo C(a, b, c) que es el centro de la esfera. 

𝐝(𝐏, 𝐂) = ඥ(𝐱 − 𝐚)𝟐 + (𝐲 − 𝐛)𝟐 + (𝐳 − 𝐜)𝟐 = 𝐫;  (𝐱 − 𝐚)𝟐 + (𝐲 − 𝐛)𝟐 + (𝐳 − 𝐜)𝟐 = 𝒓𝟐 

Si desarrollamos la ecuacion (x − a)ଶ + (y − b)ଶ + (z − c)ଶ = 𝑟ଶ 

𝐱𝟐 + 𝐲𝟐 + 𝐳𝟐 + 𝑫𝒙 + 𝑬𝒚 + 𝑭𝒛 + 𝑮 = 𝟎;   

𝐄𝐜𝐮𝐚𝐜𝐢𝐨𝐧 𝐏𝐚𝐫𝐚𝐦𝐞𝐭𝐫𝐢𝐜𝐚 ൝
𝐱 = 𝐚 + 𝐫 𝐜𝐨𝐬 𝛂 𝐬𝐞𝐧𝛃
𝐲 = 𝐛 + 𝐫 𝐜𝐨𝐬 𝛂 𝐜𝐨𝐬 𝛃 

𝐳 = 𝐜 + 𝐫 𝐬𝐞𝐧𝛂         
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26. Ejercicio 

Escribir la ecuacion de las superϐices esfericas cuyas caracteristicas son: 

a) De centro (−2,1,2) y radio 4; 

b) Uno de sus diametros es el semento de extremos A(2, −1,3) y B(4, −1,1) 

Solución 

a) Esfera de centro (−2,1,2) y radio 4; 

 (x − a)ଶ + (y − b)ଶ + (z − c)ଶ = 𝑟ଶ;  (x − (−2))ଶ + (y − 1)ଶ + (z − 2)ଶ = 16;  

xଶ + 4 + 4x + yଶ + 1 − 2y + zଶ + 4 − 4𝑧 = 16; xଶ + yଶ + zଶ + 4x − 2y − 4z − 7 = 0; 

b) Esfera donde uno de sus diametros es el semento de extremos A(2, −1,3) y B(4, −1,1) 

punto central del diametro = (
2 + 4

2
,
−1 + (−1)

2
,
3 + 1

2
) = Centro (  3, −1,2) 

𝑅𝑎𝑑𝑖𝑜 = 𝑟 =
𝑑𝑖𝑎𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜

2
; 𝑑𝑖𝑎𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜 = ඥ(4 − 2)ଶ + (−1 − (−1)ଶ + (1 − 3)ଶ = ඥ2ଶ + 0ଶ + (−2)ଶ = √8 

𝑟𝑎𝑑𝑖𝑜 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑒𝑠𝑓𝑒𝑟𝑎
√8

2
 ; centro de la esfera (3, −1,2) 

Ecuacion de la esfera  (x − a)ଶ + (y − b)ଶ + (z − c)ଶ = 𝑟ଶ;  (x − 3)ଶ + ൫y − (−1)൯
ଶ

+ (z − 2)ଶ = (
√8

2
)ଶ;  

xଶ + 9 − 6x + yଶ + 1 + 2y + zଶ + 4 − 4𝑧 = 2; xଶ + yଶ + zଶ − 6x + 2y − 4z + 12 = 0 

 

27. Ejercicio 

Escribir las ecuaciones parametricas para la superϐicie esferque tiene por ecuacion  

ica  ecuacion de las superϐices esfericas cuyas caracteristicas son: 

xଶ + yଶ + zଶ − 2x + 4y − 6z + 11 = 0 

Solución 

xଶ + yଶ + zଶ − 2x + 4y − 6z + 11 = 0 será (x − 1)ଶ + (y + 2)ଶ + (z − 3)ଶ = √3
ଶ

  

Radio; r = √3, centro de la circunferencia  (1, −2,3) 

Ecuacion Parametrica ൝
x = a + r cos α senβ
y = b + r cos α cos β 
z = c + r senα         

  ; ቐ

x = 1 + √3 cos α senβ

y = −2 + √3 cos α cos β 

z = 3 + √3 senα         

   

 

28. Ejercicio 

Halla la ecuacion de la superϐicie esferica cuyo centro es P(2, −2,0) y el plano que pasa por los 

 puntos A(0,1, −1), B(−1,0, −1) C(1,1,1) es tangente a ella. 

Calcular el punto de tangencia 

Solución 

La ecuacion del plano se deϐine por dos vectores  directores 

 ABሬሬሬሬሬ⃗ = B(−1,0, −1) − A(0,1, −1) = (−1, −1,0) 

ACሬሬሬሬሬ⃗ = C(1,1,1) − A(0,1, −1) = (1,0,2) 𝑦 un punto P(0,1, −1) 

Ecuacion del plano π อ
x − 0 y − 1 z − (−1)

−1 −1 0
1 0 2

อ = อ
x y − 1 z + 1

−1 −1 0
1 0 2

อ 

−2x + z + 1 + 2y − 2 = 0;  2x − 2y − z + 1 = 0 
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Vector normal del planoሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = (2, −2, −1)con este punto deϐino la recta que pasa por el centro 

y por el punto de tangencia 

 Vd୰
ሬሬሬሬሬሬ⃗ = (2, −2, −1); Punto de paso P(2, −2,0) ൝

𝑥 = 2 + 2𝜆
𝑦 = −2 − 2𝜆

𝑧 = 0 − 𝜆

  ; ൝
𝑥 = 2 + 2𝜆

𝑦 = −2 − 2𝜆
𝑧 = −𝜆

  

Punto de interseccion del plano y la recta ൞

 2x − 2y − z + 1 = 0

൝
𝑥 = 2 + 2𝜆

𝑦 = −2 − 2𝜆
𝑧 = −𝜆

 
  2(2 + 2𝜆) − 2(−2 − 2𝜆) − (−𝜆) + 1 = 0; 

4 + 4λ + 4 + 4λ + λ + 1 = 0;  9λ = −9;  λ = −1; Punto de interseccion ቐ

x = 2 + 2(−1)

y = −2 − 2(−1)
z = −(−1)

  = (0,0,1) 

Punto de interseccion I  (0,0,1) 

Radio de la esfera = Distancia ୔୍ = ඥ(0 − 2)ଶ + (0 − (−2)ଶ + (1 − 0)ଶ =  √4 + 4 + 1 = √9 = 3; 

 

Ecuacion de la esfera  (x − 2)ଶ + (y − (−2))ଶ + (z − 0)ଶ = 3ଶ; xଶ + 4 − 4x + yଶ + 4 + 4y + zଶ = 9 

  xଶ + yଶ + zଶ − 4x + 4y − 1 = 0 

 

29. Ejercicio 

Halla la ecuacion de la superϐicie esferica de radio 

 r = 4, tangente a los planos XY e YZ y  

que pasa por el punto A൫1,2,4 + √7൯. 

Calcular los puntos de tangencia 

Solución 

Siendo r el radio = 4; 

El punto de tangencia con el plano XY será (4, a, 0) 

El punto de tangencia con el plano YZ será (0, a, 4) 

La ecuacion de la esfera será ∶ ൜
r = 4

Centro C(4, a, 4)
  

(x − 4)ଶ + (y − a)ଶ + (z − 4)ଶ = 4ଶ 

 xଶ + 16 − 8x + yଶ + aଶ − 2ay + zଶ + 16 − 8z − 16 = 0; 

xଶ + yଶ + zଶ+aଶ − 8x − 2ay − 8z + 16 = 0; 

Como a de pasar por A൫1,2,4 + √7൯ se cumplira: 

1 + 4 + (4 + √7)ଶ + aଶ − 8 − 4a − 8൫4 + √7൯ + 16 = 0; aଶ − 4a + 16 + 7 + 8√7 −  32 − 8√7 + 13 = 0 

aଶ − 4a + 4 = 0; a =  
4 ± √16 − 16

2
= 2; a = 2; 

 El punto de tangencia con el plano XY será (4,2,0) 

El punto de tangencia con el plano YZ será (0,2,4) 

Centro C(4,2,4 
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7 Posicion relativa de una esfera con una recta y con un plano 
 

La recta puede ser respecto a la esfera ∶ ൝

exterior ningun punto comun
tangente un punto comun

secante se cortan en dos puntos

   

 

Posicion de un plano y una esfera ∶ ൝

exterior ningun punto comun
tangente un punto comun

secante se cortan en mas de dos puntos

  

 

30. Ejercicio 

Estudiar la posicion relativa de la esfera y el plano: 

a) xଶ + yଶ + zଶ + 2x − 8 = 0; y el plano π: x + 2y + 2z − 8 = 0; 

b) xଶ + yଶ + zଶ − 2y + 4z − 4 = 0; y el plano y − 3 = 0; 

c) Esfera de centro el origen de coordenadas y radio  r = 3 y el plano x + 2y + 2z + 10 = 0;  

Solución 

a) xଶ + yଶ + zଶ + 2x − 8 = 0; y el plano  π: x + 2y + 2z − 8 = 0 

xଶ + yଶ + zଶ + 2x − 8 = 0 => (x + 1)ଶ + (y − 0)ଶ + (z − 0)ଶ = 3;ଶ; 𝐶(−1,0,0);  𝑟 = 3 

Distancia de plano π: x + 2y + 2z − 8 = 0al centro 𝐶(1,0,0)  

  𝐷஼,஠, =  
|Ax + By + Cz + D|

√Aଶ + Bଶ + Cଶ
=> 𝐷஼,஠, =  

|1 ∗ (−1) + 2 ∗ 0 + 2 ∗ 0 + (−8)|

√1ଶ + 2ଶ + 2ଶ
=

|−1 − 8|

√9
=

9

3
= 3; 

Dେ,஠,

7

√3
= r = 3 Plano tangente a la esfera 

b) xଶ + yଶ + zଶ − 2y + 4z − 4 = 0; y el plano y − 3 = 0; 

xଶ + yଶ + zଶ − 2y + 4z − 4 = 0; = > (x − 0)ଶ + (y − 1)ଶ + (z − 2)ଶ = 3ଶ; 𝐶(0,1,2)𝑟 = 3; 

Distancia de plano π: y − 3 = 0 al centro 𝐶(0,1,2)  

  𝐷஼,஠, =  
|Ax + By + Cz + D|

√Aଶ + Bଶ + Cଶ
=> 𝐷஼,஠, =  

|0 ∗ 0 + 1 ∗ 1 + 0 ∗ 2 + (−3)|

√0ଶ + 1ଶ + 0ଶ
=

|1 − 3|; 

√1
= 2  

Dେ,஠, = 2 < 𝑟𝑎𝑑𝑖𝑜 r = 3 el plano corta a la esfera 

c) Esfera de centro el origen de coordenadas y radio  r = 3 y el plano x + 2y + 2z + 10 = 0; 

(x − 0)ଶ + (y − 0)ଶ + (z − 0)ଶ = 3ଶ;  xଶ + yଶ + zଶ − 9 = 0;  

Distancia de plano π: x + 2y + 2z + 10 = 0 al centro 𝐶(0,0,0) 

  𝐷஼,஠, =  
|Ax + By + Cz + D|

√Aଶ + Bଶ + Cଶ
=> 𝐷஼,஠, =  

|1 ∗ 0 + 2 ∗ 0 + 2 ∗ 0 + 10|

√1ଶ + 2ଶ + 2ଶ
=

|10|; 

√9
=

10

3
 

Dେ,஠, =
10

3
> 𝑟𝑎𝑑𝑖𝑜 r = 3 el plano es exterior a la esfera 

 

31. Ejercicio 

Estudiar la posicion relativa de la esfera y la recta: 

a) Esfera de centro C(0,0,0)y radio r = 6; y la recta  s: ቄ
x + 2y = −18

z = 0
  ; 

b) xଶ + yଶ + zଶ + 2x − 35 = 0; y la recta  s: ቄ
x + z = 7

z = 4
  ; 

Solución 

a) Esfera de centro C(0,0,0)y radio r = 6; y la recta  s: ቄ
x + 2y = −18

z = 0
  ; 



 

21(23) 
 

 

Esfera de centro C(0,0,0)y radio r = 6 => (x − 0)ଶ + (y − 0)ଶ + (z − 0)ଶ = 6ଶ => xଶ + yଶ + zଶ − 36 = 0  

s: ቄ
x + 2y = −18

z = 0
  ൞

x = λ

y =
−18 − λ

2
z = 0

    s: ൞

x = λ

y = −9 −
λ

2
z = 0

  

Comprobamos donde corta la recta s: ൞

x = λ

y = −9 −
λ

2
z = 0

   a la esfera xଶ + yଶ + zଶ − 36 = 0 

sustituimos en xଶ + yଶ + zଶ − 36 = 0 => λଶ + (9 −
λ

2
 )ଶ + 0ଶ = 36; λଶ + 81 +

λଶ

4
− 9λ = 36   

4λଶ + 324 + λଶ − 36λ = 144;  5λଶ − 36λ + 180 = 0; 

λ =  
36 ± √36ଶ − 4 ∗ 5 ∗ 180

2
=

36 ± √1296 − 3600

2
   

No tiene solucion la recta no corta a la esfera 

b) xଶ + yଶ + zଶ + 2x − 35 = 0; y la recta  s: ቄ
x + z = 7

z = 4
  ; 

s: ቄ
x + z = 7

z = 4
    ൝

x = 7 − 4
y = λ
z = 4

      ൝
x = 3
y = λ
z = 4

   

Sustituimos en la ecuacion  xଶ + yଶ + zଶ + 2x − 35 = 0; 3ଶ + λଶ + 4ଶ + 2 ∗ 3 − 35 = 0  

λଶ = 35 − 9 − 16 − 6;  λ = √4 = ±2; 

Puntos de corte  ൝
x = 3
y = 2
z = 4

    (3,2,4)  y  ൝
x = 3

y = −2
z = 4

    (3, −2,4) Larecta es secante a la esfera 

 

 

32. Ejercicio 

Dada la esfera x2 + y2 + z2 − 2z − 3 = 0;  

a) calcular su centro y radio 

b) Calcula la ecuacion del plano tangente 

 a la esfera en el punto P(0,0,3); 

Solución 

xଶ + yଶ + zଶ − 2z − 3 = 0; 

=> (x − 0)ଶ + (y − 0)ଶ + (z − 1)ଶ = √4
ଶ

; 

C(0,0,1) Radio r = √4 = 2; 

 

 

 

b) Calcula la ecuacion del plano Ax + By + Cz + D = 0, 

 tangente a la esfera en el punto P(0,0,3); 

El vector normal al plano que pasa por P(0,0,3)sera 

PCሬሬሬሬ⃗ = C(0,0,1) − P(0,0,3) = (0,0, −2)  

Ax + By + Cz + D = 0; =>   0𝑥 + 0𝑦 − 2𝑧 + 𝐷 = 0,, 

−2z + D = 0 si ha de pasar por (0,0,3); D = 6; 

−2z + 6 = 0; −z + 3 = 0;  z = 3 
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33. Ejercicio 

Determina la posicion relativa de los planos  

π: 3y + 5z = 22;    μ: y + 2z = 3;  η: z = 4, respecto a la superϐicie esferica 

 x2 + y2 + z2 − 4x + 2y − 4z + 5 = 0; 

Solución 

x ଶ + yଶ + zଶ − 4x + 2y − 4z + 5 = 0; (x − 2)ଶ + (y + 1)ଶ + (z − 2)ଶ − 4 = 0; 

(x − 2)ଶ + (y + 1)ଶ + (z − 2)ଶ = 2ଶ  Centro C(2, −1,2) ; Radio = r = 2; 

𝐷஼,஠, =  
|3y + 5z − 22|

√0ଶ + 3ଶ + 5ଶ
; distancia al centro; 

|3(−1) + 5 ∗ 2 − 22|

√0ଶ + 3ଶ + 5ଶ
=

|−3 + 10 − 22|

√34
=

15

√34
 

Dେ,஠, =
15

√34
> 𝑟𝑎𝑑𝑖𝑜 r = 2 el plano es exterior a la esfera 

 μ: y + 2z = 3 

𝐷஼,μ, =  
|0(2) + 1(−1) + 2(2) − 3|

√0ଶ + 1ଶ + 2ଶ
=

|−1 + 4 − 3|

√5
=

0

√5
= 0; 

Dେ,஠, = 0 < 𝑟𝑎𝑑𝑖𝑜 r = 2 el plano es secante  a la esfera y contiene al centro (2, −1,2) 

η: z = 4 

𝐷஼,η, =  
|0(2) + 0(−1) + 1(2) − 4|

√0ଶ + 0ଶ + 2ଶ
=

|2 − 4|

√4
=

2

2
= 1; 

Dେ,஠, = 1 < 𝑟𝑎𝑑𝑖𝑜 r = 2 el plano es secante  a la esfera 

 

34. Ejercicio 

Calcular la ecuacion de la suerϐicie esferica que tiene por diametro los extremos A(−2,0,3) 

y B (0,2,1). 

Calcula el valor de λ para que la recta ൝
x = k + t

y = t
z = t

  sea tangente . 

Solución 

El centro de la esfera sera C =   
B (0,2,1) +  A(−2,0,3)

2
=

(−2,2,4)

2
; C(−1,1,2) 

Radio de la esfera =
Diametro(distancia entre AB)

2
; r =

ඥ(0 − (−2))ଶ + (2 − 0)ଶ + (1 − 3)ଶ

2
 

r =
ඥ2ଶ + 2ଶ + (−2)ଶ

2
=

√12

2
=  

2√3

2
= √3 

൝
x = k + t

y = t
z = t

  Punto de paso P(k, 0,0);  vector directorሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  (1,1,1) 

Si la recta es tangente a la circunferencia. La distancia entre el punto de la recta donde es tangente a la  

circunferencia sera igual al radio. 

distancia I(k, 0,0) y C(−1,1,2) = r = ට൫(−1) − k൯
ଶ

+ (1 − 0)ଶ + (2 − 0)ଶ = ඥ(−1 − k)ଶ  = √3; 

kଶ + 2k + 1 = 3; kଶ + 2k − 2 = 0; k =  
−2 ± ඥ2ଶ − 4 ∗ 1 ∗ (−2)

2
=  

−2 ± √12

2
=

−2 ± 2√3

2
= 

k =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧−2 ± 2√3

2
=  −1 + √3

−2 ± 2√3

2
=  −1 − √3
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35. Ejercicio 

Se considera la esfera de centro C(1,1,1) y tangente al plano de ecuacion 9x − 2y + 6z = 2; 

a) Calcula el radio de la esfera 

b) Halla la ecuacion de la esfera 

c) Escreibe la ecuacion del plano tangente a la esfera y que pasa por P(1,2,1) 

Solución 

a) Calcula el radio de la esfera 

Distancia entre el plano 9x − 2y + 6z = 2 y el centro C(1,1,1); 

𝐷஼,஠, =  
|9 ∗ 1 + (−2)1 + 6 ∗ 1 − 2|

ඥ9ଶ + (−2)ଶ + 6ଶ
=

|9 − 2 + 6 − 2|

√121
=

|9 − 2 + 6 − 2|

√121
=

11

11
= 1; 

 

b) Halla la ecuacion de la esfera 

(x − 1)ଶ + (y − 1)ଶ + (z − 1)ଶ = 1ଶ  Centro C(1,1,1) ; Radio = r = 1 

xଶ + yଶ + zଶ − 2x − 2y − 2z + 2 = 0 

 

c) Escribe la ecuacion del plano tangente a la esfera y que pasa por P(1,2,1) 

Comprobamos si el punto P(1,2,1)pertenece a la esfera x2 + y2 + z2 − 2x − 2y − 2z + 2 = 0 

1ଶ + 2ଶ + 1ଶ − 2 ∗ 1 − 2 ∗ 2 − 2 ∗ 1 + 2 = 0; 1 + 4 + 1 − 2 − 4 − 2 + 2 = 0 pertenece. 

Si el punto  P(1,2,1) pertenece al plano y a la esfera , será el punto de interseccion 

vector dırector ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ de la recta que pasa por C y P será el vector normal del plano P(1,2,1) − C(1,1,1) =  o 

vector normal del plano ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = ((1 − 1), (1 − 2), (1 − 1) = (0, −1,0) 

Ecuacion del plano Ax + By + Cz + D = 0 = > 0𝑥 + (−1)y + 0z + D = 0; −y + D = 0 

Dେ,஠, =  
|0 ∗ 1 + (−1)1 + 0 ∗ 1 + D|

ඥ0ଶ + (−1)ଶ + 0ଶ
=

|−1 + D|

√1
= radio = 1; ,

−1 + D

1
= −1 + D = 1; D = 2; 

−y + 2 = 0; 


