Lugares geométricos en el espacio
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1.1

1.2

1.3

Lugares geométricos en el plano

Lugar geometrico en el plano es el formado por el conjunto
de puntos que cumplen una propiedad.

Mediatriz i
Lugar geometrico en el plano es el conjunto

de puntos P que equidistan de los extremos Ay B

de un segmento. A M B

d(A,B) = [AB| = y/(a; — by)? + (az — by)?

d(A,P) = |AB | = /(x—2;)% + (y — a,)?

d(B,P) = [BP | = /(x—by)2 + (y — b,)?

Mediatriz d(A,P) = |AB | = /(x—a;)% + (y —a,)? = d(B,P) = |BP | = /(x—b;)? + (y — b,)?
Circunferencia

La circunferencia es el lugar geometrico de los puntos del plano que equidistan de un punto

fijo llamado centro.

(x—a)?+(y—a)2=1r2;x2+y>+Ax+By +C = 0;

Elipse
Es el lugar geométrico de los puntos del plano tales que la suma de su distancia a dos puntos fijos
llamados focos es constante.

C(x9,yo) Coordenadas centro de la elipse
a Semieje mayor de la elipse

b Semieje menorde la elipse

C semi distancia focal

Focos: son los puntos fijos F y F' La suma

de las distancias desde un punto

cualquiera de la elipse hasta cada foco es

constante para todos los puntos de la

elipse. o(b,0)
Relaciones de la elipse

Si tomo el punto A se ha de cumplir
AF+AF’=2a

Si tomo el punto B se ha de cumplir
BF=BF'=> 2BF = 2a; BF = a;

'

a® = b? + ¢?

Excentricidad de la elipse

0(p,0)

C
e = —; Cuanto mas pequeno es, mas Se parece a una circunferencia
a

Ecuacion general de la elipse

x—x%0)? (y—yo)?
a2 + b2 =L

Ecuacion reducida de la elipse

2 2

L

2tpr=h
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1.4 Hipérbola
La hipérbola es el lugar geométrico de los puntos del plano cuya diferencia de distancias a dos puntos
fijos llamados focos es constante en valor absoluto.

C(xg,yo) Coordenadas centro de la hiperbola
a Semieje real
b Semieje imaginario
C semi distancia focal
Focos: son los puntos fijos F y F’ La diferencia de las distancias desde un punto cualquiera de la hipérbola
hasta cada foco es constante.
Relaciones de la hipérbola
Si tomo el punto A se ha de cumplir |AF-AF’|= 2a
Si tomo el punto B, al ser una diagonal de rectangulo, se ha de cumplir AB=c;
c? =a%+b? |

Excentricidad de la hipérbola

c \
e = —; Cuanto mas proximo a 1 sea \

a )’ \ r -
i B
el valor mas cerradas seran
las ramas \ il i C{
(2 '

,.
I
I
e
T
.

Ecuacion general de la hipérbola

x=x0)* G-y HARNARIARaR JARARRAMELSLCARRARYARNR: D REARNRRAN
2z bz b c(olo

Ecuacion reducida de la hipérbola / ol ?I L] \ \\

X2 y? \

@t A TN
| 1 KN

Asintotas de la hiperbola
. — b . . — b .
my=cX sty =-ox

1.5 Parabola
La parabola es el lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de un punto fijo llamado foco F
y una recta fija llamada directriz d

D(F,P) = d(P, d) distancia del foco al punto = distancia del punto a la recta

2p: distancia ente el foco y la directriz.

Eje de simetria es la recta perpendicular a la directriz y que pasa por el foco

Vertice: Punto de interseccion de la parabola con su eje .

Radio vector: Es un segmento que une un punto cualquiera de la parébola con el foco.

Ecuacion reducida: x? = 4py

Ecuacion general de la Parabola
(x = x0)? = 4p(y — o)

Ecuacion reducida: x? = 4py

Posiciones de la parabola

x? = 4py ramas hacia arriba

x“ = —4py ramas hacia abajo

y? = 4px ramas hacia la derecha
y

2 = —4px ramas hacia a izquierda
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1. Ejercicio
Hallar la mediatriz del segmento A(1,4) y B(5,0)

Solucion

Mediatriz : sera una recta y/(x—a;)2 + (y — a5)2 = +/(x=b;)2 + (y — b)?

VE-12+ (G -4)2= JE&-52+F - 0% & -1+ —4)? = (x— 5%+ (y - 0)?
x2+1-2x+y?+16 -8y =x2+25—10x + y?;

mediatriz 8x— 8y —8 = 0;

2. Ejercicio
Calcular las ecuaciones de los distintos lugares geometricos e identificarlos.
a) Puntos del plano que equidistan de A(3,—1) y B (—5,3)
b) Puntos del plano que equidistan de lasrectasr:x —y =0y s:2x+y = 0;
¢) Puntos del plano tales que la distancia al eje de abscisas es el doble que la distancia al origen
d) Puntos del plano cuya distancia al eje de coordenadas es la mitad de su distancia a A(0,2)
Solucién

a) Puntos del plano que equidistan de A(3,—1) y B (—5,3)

Mediatriz : sera una recta y/(x—a;)2 + (y — a,)2 = +/(x=b;)2 + (y — b,)?

VE=32+ G- (1) = JE&—- (=52 +-3)% =3+ (y+1)? = (x+5)?+ (y - 3)?
x2+9—6x+y?+1+2y=x?+25+10x +y? +9— 6y,

mediatriz 16x—8y+24=0; 2x—y+3=0 v~y =
b) Puntos del plano que equidistan de las rectas

rx—y=0ys:2x+y=0;

Ax+ By +C =,
d(P,r) = ————; Bisectriz 1
VA? + B2
A’x+By+C
A(ps) = ———2;
VA? + B” s:2x+y =0
Ax+ By +C Ax+By+C
Bisectrizd(P,r) = ———— = d(P,s) = ——— Bisefctriz 2
A% + B2 VA? +B”
X—y 2x+y x-y 2x+y

Tt VERTE E s VT S VR@e By = 2 2y

(V5-2v2)x= (V5 +V2)y =0
Bisectrizl (V5 — 2v2)x — (V5 +V2)y = 0; Bisectriz 2 (V5 + 2v2)x — (V5 = V2)y = 0

¢) Puntos del plano tales que la distancia al eje de abscisas es el doble que la distancia al origen

Eje de abscisas: y = 0; Origen de coordenadas 0(0,0)

AP, ejeX) Ax+ By +C d(P,Eje X) x+B*0 X
,ejeX) = —————=;d(P,EjeX) = ——==—==x;
: VAZ + B? : 12402 V1

d(P,0) = /(x— 0)2 + (y — 0)2 = /x2 + y2

lugar geometrico x = 24/x% + y?; x2 = 4(x? + y2);x% = 4x% + 4y?; 3x% + 4y? = 0;

5 5 5 3x? 3x2 ) )
3x° + 4y =0;y° = 3 y= T No existe ningun punto
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d) Puntos del plano cuya distancia al origen de coordenadas

es la mitad de su distancia a A(0,2)

distancia al origen de coordenadas

d(P,0) =/ (x— 0)2 + (y — 0)% = x? +y?

distancia a A(0,2); d(P,A) = /(x — 0)% + (y — 2)2

—
/
15( 1 o5 F
N

24/x2 +y2 = /x2 + (y — 2)2; 4x2 + 4y?
=x2+(y—2)%4x>+4y? = x> +y® + 4 — 4y

4 4
x%+3y*+4y —4=0; x> +y? +3y———

4
circunferencia centro (0 , ) 02+ ( )2 + — =3

3. Ejercicio
Calcular las ecuaciones de las siguientes conicas, identificalas , indicando sus elemenos mas imortantes
a) Puntos del plano que que distan 3 unidades del punto C(2,2)
b) Puntos del plano cuya diferencia de distancia a F(0,4)y F'(0, —4)es 2;
¢) Puntos del plano que equidistan de la rectay = 2 y del punto (0, —2).
d) Puntos del plano cuya suma de distancia a F(3,0)y F'(—3,0)es 10
Solucién

a) Puntos del plano que que distan 3 unidades del punto P(2,2)

dP,0) =J/(x—-0)2+(y—-2)2=3;x2+y2+4—-2y=9;x2+y2—2y—5=9
Circunferencia; de Centro C(2,2)yradio 3;

b) Puntos del plano cuya diferencia distancia a F(0,4)y F'(0, —4)es 2;

d(P,F) =/(x—0)2+ (y—4)? = /x2+y2+16 — 8y

d(P,F) =V (x =02 + (y = (—4)? = /x> +y2 + 16 + 8y

d(P,F) — d(P,F) = /x> +y2 + 16 — 8y — /x% + y2 + 16 + 8y = 2;

\/m =2+ +/x% +y? + 16 + 8y elevo los dos terminos al cuadrado

x2+y2+16—8y=4+x>+y*>+ 16+ 8y + 4/x2 +y2 + 16 + 8y

=16y — 4 = +4/x* +y2 + 16 + 8y; 256y? + 16 + 128y = 16(x? +y? + 16 + 8y);

256y2 + 16 + 128y = 16x2 + 16y2 + 256 + 128y; 240y2 — 16x2 — 240 = 0;

240y?  16x% 240 ﬁ 2
1

X
220 240 240 O T s b

v2 X2

T 1= 1 Hiperbola: centro (0,0) a = V15,b = 1;

¢) Puntos del plano que equidistan de la rectay = 2 y del punto A (0, —2).

-2
d@m)=%ﬁ—=y—&

d(P,A) =y (x =02+ (y— (=2)2 = {x2+y2 + 4 +4y

d(P,r) =d(P,A); y—2=+/x24+y%2+4+4y
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2

X
y24+4—4dy=x*+y?+4+4y;=> x2+8y=0;y = ry

2
X
y=ow Parabola; F(0, —2) directriz y = 2;

d) Puntos del plano cuya suma de distancia a F(3,0)y F'(—3,0)es 10

d(P,F) = Y(x="3)2+ (y = 0)% = {/x? + 9 — 6x +y?

dP,F) = (&x—(=3))2+ ([ —0)2 = /x2+9 + 6x+y?

d(P,F) + d(P,F) = 10; x2 + 9 — 6x+ y2 +/x2 + 9 + 6x+ y2 = 10
\/m =10- \/m; elevamos al cuadrado los dos terminos
X2 +9—6x+y2=100+x%+9+6x+y2 —20/x2 + 9 + 6x + y?;

—12x =100 — 20y/x? + 9 + 6x + y?; —12x — 100 = —20y/x% + 9 + 6x + y?;

12x + 100 = 20+/x% + 9 + 6x + y? elevamos al cuadrado

144x2 + 10000 + 2400x = 400(x% + 9 + 6x + y2);

144%2 + 10000 + 2400x = 400x? + 3600 + 2400x + 400 y?; 256x> — 6400 + 400 y> = 0

256x°  400y* 6400 - oo deai i e X2 +y2 1
5200 T 5100 = 200’ Elipse centradaen el origen de coordenadas - ;

4. Ejercicio
Halla la ecuacion de las bisectrices delasrectasr:x — 2y = 0; s:x+3y =10
Representalas y comprueba que son perpendiculares.
Soluciéon

Bisectriz es el conjunto de puntos del plano que equidistan de las dos rectas

|Ax + By + C|
d(P,r) = ———;
JAZ 1 B2
-2 -2 +3 +3
ap,) = 2o Kyl o XYL xSyl
V12 422 V5 V12 + 32 V10
[x — 2y| N\ lx+3y|l\/E|x—2y| _\/Elx+3y| _\/ﬁlx—ZyI _\/EIX+3yI

d(P,r) = d(P,s);

N T V5 T N - V1o
V2I|x — 2yl = |x + 3yl; [V2x — 2v2y| = |x + 3yl

\/EX—Z\/Ey=x+3y

V2x — 24/2y| = |x + 3y| del valor absoluto, tendremos las ecuacion lineales ;{
| Y| Y V2x — 2V2y = —(x + 3y)

V2x — 22y = x +3y; V2x —x = 2V2y + 3y; (V2 = 1)x = (22 + 3)y;y = gjf_:g))(
V2x = 2v2y = —(x + 3y);V2x + x = 2V2y — 3y; (V2 + D)x = (2v2 - 3)y; 5 = gj;g))(
\.'f+l|\
|'|‘_\_‘_‘!I




Representalas y comprueba que son perpendiculares.

1
Las rectas son perpendiculares si se cumple mg (pendiente des ) = — o (pendiente der)
r

N (V2-1) (V2+1)  @2-1 1l
"(2v2+3) (242-3) (Bx2-9 -1 7

mg * My = —

5. Ejercicio
Halla el lugar geometrico de los puntos del plano que equidistan de la bisectriz del primero
y tercer cuadrante y del punto C (0,4)
Solucién
Bisectriz del primer cuadrante: y — x = 0; Pendiente = 1
El lugar geométrico corresponde a una parabola de foco C(0,4) y recta directriz
Hallo una recta s: perpendicular a la bisectriz por el punto C(0,4) dicha recta serd el eje de la parabola.
Como s es perpendicular a la bisectriz su pendiente m = —1;s: (y — 4) = m(x — 0); y — 4 = (—1)x;
y=-x+4;

Hallamos el punto A de cruce entre la bisectriz

y=x 4 xz+yz+21q.r—1ﬁy+32.\5-
ys,{yz_x+4,x——x+ H

=

L et
pae

2x =4;x =2;y = 2;A(2,2)

Hallo el punto medio del segmento AF ; N E e 4
Fi5[C
2+0 2+4 z
ER vy

Trazo la recta r paralela a s por el punto M(1,3)

(y—3) =m(x—1)siendom = 1;
y—3=1x-1)
y—3=x—Ly=x+2

Hallo el lugar geometrico que equidistan

de la bisectriz y el punto C(0,4)

ly=xI _ly—xI
ViZ+1z V2
d(P,0) =/(x— 0)2 + (y — 4)2 = \/x2 + y2 + 16 — 8y;

—x
%= x2 +y2+16 — 8y; (y —x)? = V2/x2 +y2 + 16 — 8y;

x2+y?—2xy=2(x?+y?+16—8y); x> +y? +2xy— 16y —2xy +32 =10

d(P,r) =

x2 4+ y% + 2xy — 16y + 32 = 0; parabola inclinada pues tiene termino xy

16 £+ 11,314 (y =
Parax=0; x?+y?+2xy—16y+32=0;=>y?> - 16y+32=0;y = ———— {y 13,657

2 y = 2,343
20+ 16(y =
Parax=-2; x> +y?+2xy—16y+32=0;=>y? —20y+ 36 =0;y = ; {3;2128
36 +£27,7(y = 31,86
Parax = —10; x% +y? + 2xy — 16y + 32 = 0;=> y? — 36y + 132=0;y=T{};=415
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6. Ejercicio

Halla el lugar geometrico de los puntos del plano cuya suma de distancia los ejes de coordenadas

coincida con el cuadrado de su distancia al al origen
Solucién
ejes de coordenadasr: x = 0;s:y = 0;

Distancia de P (x,y)ala (rectax = 0)es igual ay;

Distancia de P (x,y)alarectay = 0 es igual a x;

Distancia de P (x,y) al origen (0,0) T

=J(x =02+ (- 0)2=x?+y?

[ ]

X+y= (\/m)z:

x+y=x2+y% x2+y?—x—-y=0 1

1 1
2 2 _w_v=0-C[= —Z2).
X“t+y —x—-y O,C(Z, 2), i
(-2 (-1 2
r= + =—;
4 4 2

7. Ejercicio

Halla el lugar geometrico de los puntos de los puntos del plano tales que su minima distancia a la

circunferencia de centro el origen de coordenadas y de radio 2 sea igual a una unidad

Solucion

El lugar geometrico seran circunferencias

concentricasderadior=2+1

Distancia de P (x,y) al origen (0,0);

d(P,C) =/(x—0)2+ (y—0)2 = 2; x2 +y2 = 2;
x2+y2=4; x> +y? —4=0;

Vx24y2=3; x2+y? =4, x> +y?-9=0;

VX2 +y2=1; x24+y?2=1;x>+y?>-1=0;

8. Ejercicio

Halla el lugar geometrico de los puntos de los puntos

del plano cuya suma de distancia al punto A(1,0)

es el triple de su distancia a la recta x = 2.

Solucion
X—2 X—2
dA) = I I _| I;
V12 + 02 1

d(P,A) =V - 1D?+ (y— 02 = /x2 + 1 - 2x+y% -

-5 5 10
Lugar geometrico 3d(A,r) = d(P, A);
X—2 c
3| I |=\/x2+1—2x+y2; &l )
3x|x—2| =yx2+1—-2x+y? ik
9> +4—4x) =x* +1 - 2x +y* ¥ \

9x2 4+ 36 —36x=x2+1-2x+y%] 8x2—y2—34x+35=0
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2 Ecuacion de una curva en el plano

Ecuaciones parametricas
Parametrizar una curva es hallar los valores de x e y en fucnion de una tercera variable t (parametro)

ecuacion explicita seray = f(x)

y=f@®
x=g()

Ecuacion parametrica {
9. Ejercicio

Escribe la ecuacion parametrica de la circunferencia con centro en el origen de coordenadas y radio r;

Solucién

{x =a +rcos(t)
y=D>b+rsent)

10. Ejercicio

¥2 2
Comprueba que unas posibles ecuaciones parametricas para la elipsea—2 + bz = 1;
x = acos(t)
puede ser {y — bsen(t)’
Solucién
o x? y? (acost)? (bsent)? a?(cost)?> b?(sent)?
Sustituimos (x, y)por su valor = + b= 1= " + b2 = = + b2 =

(cost)? + (sent)? =1 ; se cumple;

11. Ejercicio

x=t
Para la curva de ecuaciones parametricas { —1—t2 Completa la tabla y dibuja de forma aproximada

y
su grafica
Soluciéon
2 Y
-2 -2 -3
-1 = 3 0 T T T T T & T T
-0,5 -0,5| 0,75 '5'5““'3'2/1fi\23‘

=
M~
-

&~
[¥5]
L=
(¥, ]
=
o
\q..“
(4 0] A
"1

™)
=]
i
L
I
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12. Ejercicio

Excribe la ecuacion implicita y explicita de las curvas cuya ecuaciones parametricas son:

2
X =— _ 3
t x=t+t
2 1 b){y=1+t2
y=-+2t
2
Solucién
2 ¢ 2
Xx=x< =3 2 1
a) t X ;—=X——:X=—+—'
T P A
Y=ot =7y
licit: —4+1-' licit: 1—0-
exp1c1ay—X 2,1mp1c1ay < 7=0

x=t+1t3 (despejot (despejot ,
b) {y= 1+t2;{y—1=t2 ; {\/ﬁztsustltuyoenxzt+t3;x=,/y—1+(,/y—1)3

x=\y-1+@-DJy-1=y-10-y-1D = Jy-1(-y») = -y Jy—1
x = —y /vy — 1; otra forma elevando al cuadrado => x? =y? (y — 1);x%? = y3 — y?;

Implicita y3 — y2 — x2 = 0;

13. Ejercicio
Escribe las ecuaciones parametricas de las siguientes curvas

a)2x—3y+4=0; b)x?+2y?—-2=0; 0)x+y—-xy=0;

Solucién
a)2x—3y+4=0; L -
X=t /
X=t

m
=]
L
.
@

DANDO VALORES A X Es una recta

u

2
b)x2+2y2—2=0;"7+y2=1

X=t

{ X=1t 242
2 2 — 0N
T +2y°=2=0;)y = > .

Dando valores a x Es una Elipse
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Ox+y—xy=0x+y(1l—x)=0;

X
y= —m; DANDO VALORES A X FUNCION HIPERBOLA

x ¥ Y

-3 0,75 -0,75

H
n

0,1| -0,111111( 0,111111
0,2 -0,25 0,25
0,3| -0,428571( 0,428571

M
aa}

0,4| -0,666667| 0,666667

0,5 -1 1

0,6 -1,5 1,5 5

0,7| -2,333333| 2,333333

0,8 -4 4

0,9 -9 9 | T— ! |
1 -4 -2 { 2 4
1,1 11

1,2 ] -6 5

1,3| 4,3333333| -4,333333

1,4 3,5 -3,5

15 3 -3 10

1,6| 2,6666667| -2,666667
1,7| 2,4285714| -2,428571

3 Curvasen coordenadas polares

Las cordenadas cartesianas de P (3,4)
Cordenadas cartesianas (| 3,4)
Las coordenadas polares de P (r, a)

l-——————a P
r = ala distancia de P al origen de coordenadas L !
o = angulo en radianes que forma Cordenadas polares (r,a)
'\._.{I :
el segmento OP con la parte ositiva del eje X 1
0] X

3.1 Conversion de coordenadas cartesianas a polares

X=TCOSW; y=Tsen
r2= x%2+y%r=x2%+y%

o= arctagX
X
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14. Ejercicio

Pasar a coordenadas polares los puntos dados en coordenadas cartesianas. a) (3,3); b)(— V2, \/5); c) (—1,0);

d3,-v3)
Solucién
- (T =TB
a) (33); Y x  =PWIBo);
a =arctag-;a =452 =—rad 4
3 4
(
! r=/eﬁyﬂﬁy=ﬂ=z 3
b)(- V2,V2); 7 2 = PR
lB = arc tag =45%a = 1802 — 452 = —
-2 4
r=JD2+(0)2=V1=1
c)(—1,0); 0 =P(1,m);
B= arctag_—l;a =1802=n
r= |32+ (-V3) =Vo+3=VI2=2V3
d@3,-V3); ) ) = P(Z‘/g'%“)?

3
B = arctag = 30% a =3602—302= 3302 =ZT[

15. Ejercicio

Hallar los coordenadas cartesianas de los puntos expresados en coordenadas polares

2) (2,m;b) (L37);0) (0,0); d(3,5m)

Solucién
Xx=2xcosm_ (x=2%(—-1)=-2
a)(z‘n){y=2*senn‘{ y=2%0=0; P(=2,0)
1 2
2 \JXTREOOSIT (v = 14%(=0,5)=-05
b) (1,§n) 2 ;{y=1*0,866=0,866; P(-0,5,0,866)
y=1%*sen -T
3
x=0xcos0 (x=0
OO0 20 seno’ by = 0 POO

3
= * =
X CoOS-T

3 Xx=3%0=0
d(3.57) 2 05 U2t PO
y=3*sen§1't

16. Ejercicio
La ecuacion implicita en coordenadas polares de: a) recta que pasa por el origen y por el punto(—1,—1)
b) circunferencia que pasa por los puntos A(2,0)B(—2,0) y C(0,—2)
Solucién

Y=y _~1-0
Xx—Xy —1-0

1
a) recta que pasa por el origen y por el punto(—1,—1);y = mx + n;m = =1= 1

y = mx + ncomo m = 1y pasa por (0,0)la ecuacion de la recta seray = x;

y — x = 0; sustituyo => rsena — r cosa = 0

b)Circunferencia que pasa por los puntos A(2,0)B(—2,0) y C(0,—2)

Ecuacion de la circunferencia x* + y? + Ax + By + C = 0;
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17.

18.

punto A(2,0) => 22+ 02 +A2+B*0+C=0=>4+24+ C=0
Pasa por { PuntoB(—2,0) => (—2)2+ 02 +A(-2)+B*0+C=0=>4—-24+C=0
Punto C(0,-2) => 0% + (—2)2+A*0+B*(-2)+C=0=>4—-2B+C=0
{4+2A+ C=0
4—2A+C=0
Sustituyo 4 +2A+ C=0;4+2A—4=0;A=0;

sumo 8+ 2C=0;C= —4;

Sustituyo 4 - 2B+C=0;4—2B—-4=0; B=0;

Sustituyo en la Ecuacion dela curvax? + y2 + Ax+By +C=0; x?+y?>—-4=0
Paso la curva a polar x2 +y? —4 = 0; (r cosa)? + (rsena)? — 4 = 0;

r2 (cosa) 2 + 12 (sena) > — 4 = 0; r?( (cosa)? + (sena)?) —4 = 0;

dado que (cosa)? + (sena)®? =1; r2*1—4=0;r =V4; r=2;

Ejercicio

Determinar la ecuacion implicita de la curva cuya ecuacion en coordenadas polares es
r(coso+senat) —3 =0

Soluciéon

r(cosa+sena) —3 =0; rcosa+rsena—3 =0;Xx+y—3 =0;

Ejercicio

Determinar la ecuacion implicita de la curva cuya ecuacion en coordenadas polares es

_ 3
r_1—(:osoc
Solucion
3
r=———— r—rcosa=3;r—x=3; [y2+x2=3+% y*+x* =9+ x*+ 6x;
1 — cosa

y2 =9+ 6x;y =19 + 6x

5 ft T iu
/ s
a9 50
40 L —
| 3 30 f_______.ﬂ—-—'—_r
/ 17 ¥ o o AT Y= 1vVO9 £ 6x
> | | | | 10 rd
26 -20 _-"""|--._____
\ -30 —-—..'__-_-__-__
=4 -40 ——
\ =50
-60
-6 \ L

19. Ejercicio

Determinar la ecuacion implicita de la curva
cuya ecuacion en coordenadas polares es

r = 3 sen 2a
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Solucién r=3

/__.._\\ sen Za /__.._.\

r = 3 sen2a
r =3 sen2ua = 3senacosa

3

= r23sen acosa = 3 rsen o * cos a;

multiplico por r?;r = 3 sen 2a = 3sen a cos a
r
3

r* =3yx [(y*+x%) =3yx

O +3) [ +32) = 3yx ( /

Si operamos nos da la ecuacion implicita \___‘/ \-_—-/

de la curva

4 Lugares geometricos en el espacio

Es el conjunto de puntos del espacio que cumplen una condicion

4.1 Plano mediador de un segmento

Plano mediador de un segmento AB es el lugar geometrico de los puntos del plano que equidistan de Ay B

4.2 Plano bisector

Plano bisector es el lugar geometrico de los puntos del plano que equidistan de dos planos

20. Ejercicio
Hallar el plano mediador del segemento de extremos A(1,—2,3)y B(5,0,3)
Solucién

Plano mediador es el lugar geometrico de los puntos del plano que equidistan de Ay B

Distancia entre dos puntos/(x — 1)2 + (y + 2)2 + (z— 3)2 = /(x = 5)2 + (y — 0)2 + (z — 3)?
=124+ F+2)2+z—-32==-5?2?+F—-0)2+(z-3)%
x24+1—-2x+y?+4+4y+z2+9—-6z2=x>+25—10x+y? +22+9 - 62

8x + 4y — 20 = OfZEEI=ISE=I0 Un plano

21. Ejercicio
Hallar las ecuaciones de los planos bisectores de los planos T que pasa por los puntos A(1,1,2)
B(2,2,0) y C(—1,3,2) y el plano p de ecuaciéon 2x +2y —z+5 =10

Solucién

|Ax0 + By0+CZO + Dl .
Nyn e A
T Ax + By + Cz + D = 0 que pasa por los puntos A(1,1,2)B(2,2,0) y C(—1,3,2);

Distancia de un punto a un plano =
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22.

Un plano viene definido por dos vectores directores y un punto
4B =((2-1),2-1),(0-2) = (1,1,-2)
AC = (D -1,B-1,2-2) = (-2.20)
P(2,2,0)un punto del plano
x—2 y—2 z—-0

La ecuacion del plano sera segun vimos en el tema anterior m | 1 1 -2 |=
-2 2 0
x—2 y—2 z
1 1 —2)m= 2z+4y—-8+22+4x—8=0;4y+4x+4z2—-16 =0;
-2 2 0

m=y+x+z—4=0
{ mx+y+z—4=0
w2x+2y—z+5=0
Los puntos del Plano que equidistan de los planos
. . [Ix+1y+1z—4] |x+y+z—4|
Distancia al planom: x+y—z—4 = 0; = ;
12+ 12+ 12 V3
[2x + 2y —z + 5| _|2x+2y—z+5| X |2x+2y—z+5|_
J22 122 4 (-1)? V9 3 '
|x+y+z—4|_|2x+2y—z+5|lx+y+z—4_+2x+2y—z+5

V3 3 ' V3 3
3x+ 3y +3z— 12 = 2V3x+ 2V3y —V3z + 5V3

Distancia al plano p: 2x+ 2y —z+5 = 0;

lugar geometrico

3x — 2V3x + 3y — 2V3y + 3z +V3z — 12 — 5V3 = 0;
(3-2V3)x+(3-2V3)y+ (3+V3)z— (12+5V3) = 0;
(3+2v3)x+(3+2V3)y+ (3-V3)z—(12+5V3) = 0;

Los planos son perpendiculares.

Ejercicio
Calcula los siguientes lugares geometricos

a) puntos del espacio que distan 3 unidades de la recta

0

b) puntos del espacio que distan 3 unidades del plano
wx+y=20

Solucion

a) puntos del espacio que distan 3 unidades

=0
=0

La figura serd un cilindro de eje X y radio de la base 3;

delarectar {Z

La ecuacion del plano OZY sera x = 0;

x=0
y = 1 dado que este plano sera perpendicular
z=4

alarectax=0

la distancia de cualquier punto del plano al 0(0,0,0) que pertenece a la recta serd x = 0;

VE=02+ (-0 +(z—0)* =
x—0)2+(y—-0)2+(z—0)? =r?;parax = 0; =>y? + z% = r?
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b) puntos del espacio que distan 3 unidades del plano

pwx+y=20
P~ ]
Seran dos planos paralelos al plano p:x +y = 0;

que separados 3 unidades

Un plano paralelo a p: x + y = 0; tendra el mimo

S
vector director ,,serdm:x+y+D =0 Il _

[ed x+y+3¢2=0;
Hallo un punto del plano p:x +y = 0, =
que serfa para x = 0; (0,0,0) L
Distancia del punto (0,0,0)al planom:x+y+D =0 ;

i |0x+ 0y +0z+D| [D|
sera Dy = =—

VIZ+ 12402 2
Si ha de cumplirse que la distancia entre los planos

D
hadeser=3;u=3;D= i3\/5;

V2

X+y+3v2=0

mx+y+D=0=>
y {x+y—3\/§=0

5 Ecuaciones de superficies y curvas en el espacio

Superficies en el espacio son elementos geometricos de de dimension dos

x = f(t,s)
Ecuacion parametrica {y = g(t,s) Ecuacion Implicita c = F(x,y,z)
z = h(t,s)

Curvas en el espacio son elementos geometricos de de dimension uno

x = f(t)
Ecuacion parametrica {y = g(t) Ecuacion Implicita {
z = h(t)

C; =Fxy,2)
CZ = G(Xr VA z)

23. Ejercicio
Determina cuales de las sigientes expresiones determinan una superficie y en caso afirmativo

cuales representan un plano

s+2
X=2t+ts 2 x=20t—1)+22
a) _Z:tt;; b)x+2y+-=3; yotr1 2 d)y+z+senx=0
z=s+1
Solucién
X=2t+ts
a)jy=t—s t=z-2y=(z—2)—s;s=z—2—y;sustituyoen x=2t+ts
z=t+2

x=2z-2)4+@z-2)z—-2-yhx—2z+4+2>—4z—zy+2y+4=0

X +2? — 6z —zy + 2y + 8 = 0; No es un plano

z
b)x+2y+5=3; 2x+ 4y +z— 6 = 0; Es un Plano

16(23)



24.

25.

s+ 2

2 t=y-—1 . _ _ s+ _ _ 4 Z +
) y=t+1 {s ——1 Sustituyo en x = 2(t 1)+—2 >x=2(y—-1 1)+—2
z=s+1

z+1
x=2y—4+T;2X=4y—8+z+1=0;2x—4y—z+7=0;es un plano

d) y +z + sen x = 0; no es un plano

Ejercicio
x=2+s
Hallar dos puntos y la ecuacion implicita de la superficie jy = t2 + s?
z=1+t
Solucién
x=2+s X=2
y=t?+s? paras=0,yt=0; {y =0 P;(2,0,1)
z=1+t z=1
x=2+s x =3
y=ft2+s? paras=1,yt=1; iy =2 P,(3,2,2)
z=1+t zZ=2
x=2+s s=x—2
y=t?+s? jy=t2 +s?;sustituyo y=(z—1)?+ (x—2)%y =22 +1-2z+ x>+ 4 — 4x;
z=1+t t=z-1

x? —y+2?—2z—4x + 5 = 0; ecuacion Implicita

Ejercicio
i i L ) x2+y2+z2=4
Di que tipo de curva representan las siguientes ecuaciones § , = ,°
X‘+y +zc—4z2=0;
Hallar ecuaciones parametricas
Solucién
x> +y?>+z2=4

Es una circunferenia x> + y? + z? = 4 con centro en (0,0,0) y radio 2
x2+y?2+72—472=0; y (0.00)y

cortada por una superficie x> + y2 + z2 —4z = 0

{ x> +y?>+z2=4

restamos 4z = 4;z = 1; sustituyo x? +y? = 3;
x2+y%+2z22—4z2=0; Y y

x? +y? = 3 ser4 una circunferencia de centro (0,0,1)y radio v3

x = V3 cost
y=\/§sent
z=1

Superficie esférica

Una esfera o superfice esferica es el lugar geometrico de los puntos de espacio P(x,y, z)que equidistan, radio de la esfera,

de uno punto fijo C(a, b, c) que es el centro de la esfera.

d(P,0)=y(x-a)2+(y-b2+(z—-02=r1 x-a?+({y-b2+(@z—-c?=1r2
Si desarrollamos la ecuacion (x — a)? + (y — b)? + (z — ¢)? = r?
x*+y?+22+Dx+Ey+Fz+ G =0;

X =a+rcosasenf
Ecuacion Parametricajy = b + r cos a cos 8
Z = C+rsena
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26.

27.

28.

Ejercicio
Escribir la ecuacion de las superfices esfericas cuyas caracteristicas son:
a) De centro (—2,1,2) y radio 4;
b) Uno de sus diametros es el semento de extremos A(2,—1,3) y B(4,—1,1)
Solucién
a) Esfera de centro (—2,1,2) y radio 4;
x—a)+@F-b2+z—-0c)?=1% x—(-2))?+F-1)2?+(z—2)* =16
x24+4+4x+y24+1-2y+z2+4—4z=16;x2+y2+ 22 +4x— 2y —42—7 = 0;
b) Esfera donde uno de sus diametros es el semento de extremos A(2,—1,3) y B(4,—1,1)

244 -1+ (1) 3+1
2 2 2

punto central del diametro = ( ) = Centro ( 3,—1,2)

diametro
Radio = r = ————; diametro = J@=2)2+(-1-(-1)2+(1-3)2=22+02+(-2)2 =8

V8
radio de la esferaT ; centro de la esfera (3,—1,2)

Ecuacion delaesfera (x—a)?2 + (y—b)?2+(z—c)? =713 (x=3)*+ (y — (—1))2 +(z-2)?= (‘/Z_g)z;

x24+9—6x+y2+1+2y+z2+4—4z=2;x2+y?’+z°—6x+2y—4z+12=0

Ejercicio

Escribir las ecuaciones parametricas para la superficie esferque tiene por ecuacion
ica ecuacion de las superfices esfericas cuyas caracteristicas son:

x2+y2 422 —2x+4y—62+11=0

Solucién

x> +y?2+22—2x+4y—6z+11 =0serd (x—1)? + (y + 2)%? + (z — 3)? =\/§2
Radio;r = \/§, centro de la circunferencia (1,-2,3)

x=a+rcosasenf [ X= 1+ V3 cosasenf
Ecuacion Parametricajy = b + rcosacosf ; y=—2+\/§cosacos[3

z=c+rsena z =3+ V3 sena

Ejercicio
Halla la ecuacion de la superficie esferica cuyo centro es P(2,—2,0) y el plano que pasa por los
puntos A(0,1,—1),B(—1,0,—1) C(1,1,1) es tangente a ella.
Calcular el punto de tangencia

Solucién

La ecuacion del plano se define por dos vectores directores
AB = B(-1,0,—1) - A(0,1,-1) = (-1,-1,0)

AC = c(1,1,1) — A(0,1,—1) = (1,0,2) y un punto P(0,1,—1)

x—0 y—1 z—(-1) x y—1 z+1
Ecuacion del planom | —1 -1 0 =[-1 -1 0
1 0 2 1 0 2

—2x+z+1+2y—-2=0;2x—2y—z+1=0
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29.

Vector normal del plano = (2, —2, —1)con este punto defino la recta que pasa por el centro

y por el punto de tangencia

. x=2+21 x=2+21
Vd, = (2,—-2,—1); Punto de paso P(2,—2,0) {y =-2- 2/1;{31 =-2-22
z=0-1 z=-1
2x—2y—z+1=0

. . x=2+21 — 0.

Punto de interseccion del plano y la recta {y = o 22420 -2(-2-20) - () +1=0;
z=-A1
x=2+2(-1)
4+42X+4+42+21+1=0; 9L = —9; A = —1; Punto de interseccion {y = —2 — 2(—=1) = (0,0,1)
z=—(-1)

Punto de interseccion I (0,0,1)

Radio de la esfera = Distanciap; = /(0 —2)24+ (0 — (=2)2+ (1 -0)2 = V4 +4+1 =9 = 3;

Ecuaciondelaesfera (x—2)2 + (y — (-2))?2+ (z—0)2=3%4x2+4 —4x+y? +4+4y+2z2=9
x2+y?+z2—4x+4y—1=0

Ejercicio

Halla la ecuacion de la superficie esferica de radio

r = 4, tangente a los planos XY e YZy
YZ
que pasa por el punto A(1,2,4 + \/7)

Calcular los puntos de tangencia

\
) ANE
Solucion r/_’ 1,(02.%)
Siendo r el radio = 4; *c (41a,4)

I

I
: . | | 1
El punto de tangencia con el plano XY sera (4,a, 0) 1

El punto de tangencia con el plano YZ seré (0, a, 4)

r=4
Centro C(4,a,4)

x—4)2+(y—a)3+(z—4)? =42
x2+16—8x+y2+a?—2ay+z2+16—8z— 16 = 0; /:-:
x? +y?+z%+a? — 8x — 2ay — 8z + 16 = 0;

La ecuacion de la esfera sera : {

Como a de pasar por A(1,2,4 + \/7) se cumplira:

1+4+@+V7)?+a2—-8—4a—8(4+V7)+16=0;a®? —4a+16+7+8V7 — 32-8V7+13 =0

4++16 —-16
a?—4a+4=0;a= f=2;a=2;

El punto de tangencia con el plano XY sera (4,2,0)
El punto de tangencia con el plano YZ sera (0,2,4)
Centro C(4,2,4

19(23)



7 Posicion relativa de una esfera con una recta y con un plano

exterior ningun punto comun
La recta puede ser respecto a la esfera : tangente un punto comun
secante se cortan en dos puntos

exterior ningun punto comun
Posicion de un plano y una esfera : tangente un punto comun
secante se cortan en mas de dos puntos

30. Ejercicio
Estudiar la posicion relativa de la esfera y el plano:
a)x?+y?+2z24+2x—8=0;yelplanom:x + 2y + 2z — 8 = 0;
b)x2+y?+2z2—-2y+4z—4=0;yelplanoy — 3 = 0;
¢) Esfera de centro el origen de coordenadas y radio r = 3 y el plano x + 2y + 2z + 10 = 0;
Solucién
a)x?+y?+2z2+2x—8=0;yelplano m:x+2y+2z—8=0
x> +y2+2242x-8=0=>(x+1)>+(y—-0)?+(z—-0)?> =3?2,C(-1,00); r=3
Distancia de plano m: x + 2y + 2z — 8 = 0al centro €(1,0,0)

|Ax 4+ By + Cz + D| [1+x(-1)+2+x0+2%0+(-8)] [-1-8 9
DC,T[,= =>DC,T[,= = :—:3;
VA1 B2+ C2 V2t 22+ 22 N
7
D¢ — = r = 3 Plano tangente a la esfera
C,T[,\/g g

b)x?+y?+22—2y+4z—4=0;yelplanoy —3 = 0;
x2+y2+22-2y+4z—-4=0;=>x—-0)2+ (y—-1)2+(z—2)? =3%C(0,1,2)r = 3;
Distancia de plano m:y — 3 = 0 al centro €(0,1,2)
|Ax + By + Cz + D 0x0+1%1+0%2+(=3) |1-3[;
DC,T[, = => D(;,-,-[, v = =2
VB A O T 0 Vi

D¢n, = 2 <radior = 3 el plano corta a la esfera

¢) Esfera de centro el origen de coordenadas y radio r = 3 y el plano x + 2y + 2z + 10 = 0;

x—024+F-02+(@z—-02=3%x2+y2+2z2-9=0;

Distancia de plano m: x + 2y + 2z + 10 = 0 al centro €(0,0,0)

\ IAX+BY+CZ+D|=>DCT[ _ |1*0+2>!<0+2>!<0+10|= |10]; =E
VAL + B2+ C2 ~ NSy 75

D c,

10
Deq, = 3> radio r = 3 el plano es exterior a la esfera

31. Ejercicio

Estudiar la posicion relativa de la esfera y la recta:

a) Esfera de centro C(0,0,0)y radio r = 6;y larecta s: {X " iy==0—18;
b) x? + y% + 2% + 2x — 35 = 0;y larecta S{X;—iz 7:

Solucién

a) Esfera de centro C(0,0,0)y radio r = 6;y larecta s: {X " iy==0—18;
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32.

Esfera de centro C(0,0,0)yradior=6 => (x—0)>+ (y—0)?+(z—-0)?=62=>x>+y?+2°-36 =0

X=A x=2
{x+2y=—18 _—18—-A _ 9 A
z=0 T2 )
7= 7 =
X=2A
Comprobamos donde corta la recta s: y:—9—%alaesferax2+y2+zz—36=0
z=0

o A A2
sustituimos en x% + y? +z? — 36 = 0 => A? +(9_E)2 + 0% =36;2% + 81 +Z—9)\= 36
42% + 324 + A% — 361 = 144; 5)* — 361+ 180 = 0;

e 36 + V367 —4+5+180 36+ /1296 — 3600
- 2 - 2

No tiene solucion la recta no corta a la esfera

x+z=7,

b) x2 + y? + z2 + 2x — 35 = 0;y larecta s:{ pea

Xtz =7 x=7—4 (x=3

s:{ s =4 y=2A y=A
z=4 z=4

Sustituimos en la ecuacion x? +y? + 2%+ 2x—35=0;324+2%2 +42+2%x3-35=0

A2=35-9-16—6; A=V4 = +2;

x =3 x=3

Puntos de corte {y =2 (324) y {y = —2 (3,—2,4) Larecta es secante a la esfera
zZ=4 z=4

Ejercicio Z

Dada la esfera x* + y? + z2 — 2z — 3 = 0;

a) calcular su centro y radio P(0,0,3)

b) Calcula la ecuacion del plano tangente
a la esfera en el punto P(0,0,3);

Solucion

x> +y?+22-22-3=0;

=> (x= 02+ =0+ (z— 12 = V& ;

€(0,0,1) Radior = V4 = 2;

b) Calcula la ecuacion del plano Ax + By + Cz + D = 0,
tangente a la esfera en el punto P(0,0,3);

El vector normal al plano que pasa por P(0,0,3)sera
PC = €(0,0,1) — P(0,0,3) = (0,0, —2)
Ax+By+Cz+D=0;=> 0x+0y—2z+D =0,
—2z + D = 0 si ha de pasar por (0,0,3); D = 6;
-2z2+6=0; —z+3=0;z2=3
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33. Ejercicio
Determina la posicion relativa de los planos
m:3y + 5z = 22; wy+ 2z = 3; n:z = 4, respecto a la superficie esferica
X2 +y*+2% —4x+ 2y — 4z + 5 = 0;
Solucién
x24+y242z2—4x+2y—4z+5=0; ®x—2)2+ [+ 1)?+(z—2)2-4=0;
x—2)24+(y+1)2+ (z—2)% =22 Centro C(2,—1,2) ;Radio =1 = 2;

D = M; distancia al centro; 3CED+5+2 —22] = =3+ 10 — 22| = i
D¢q, = \/% > radio r = 2 el plano es exterior a la esfera
pwy+2z=3
Doy = [0(2) +1(—1) + 2(2) — 3] _ |[—1+4— 3] =£= 0:

" VT2t 22 5 V5
D¢n, = 0 <radior = 2 el plano es secante a la esferay contiene al centro (2,—1,2)
nz=4

[02)+0(-1)+1(2)—4| [|2—4] 2

Dep, = = ==-=1;

V0% + 02 + 22 N 2

D¢n, = 1 <radior = 2 el plano es secante a la esfera

34. Ejercicio
Calcular la ecuacion de la suerficie esferica que tiene por diametro los extremos A(—2,0,3)

y B (0,2,1).

x=k+t
Calcula el valor de A paraquelarecta { y =t seatangente.
Zz=t

Solucion

B (0,2,1) + A(=2,03) (~2.24)

El centro de la esfera sera C = ;C(—1,1,2)

2 2

] Diametro(distancia entre AB) \/(0 —(-2)2+2-0)2+ (1 —3)2

Radio de la esfera = ;T =
2 2

22422+ (-2)2 12 2v3

r= v+ 224 (2)° £ = i =3
2 2 2

x=k+t

y =t Punto de paso P(k, 0,0); vector director (1,1,1)

z=t

Sila recta es tangente a la circunferencia. La distancia entre el punto de la recta donde es tangente a la

circunferencia sera igual al radio.

distancia I(k,0,0) y C(-1,1,2) =r = \/((—1) k) 4+ (1-02+@2-0)2={/(-1-K? =V3;

K4 2k 4123 k2 +2k—2 = O k= 2N 4x1x(Z2) —24V12_-2£2V3 _

2 2 2
—2+2V3
—=-1+V3
k:
—2+2V3
= =1
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35. Ejercicio
Se considera la esfera de centro C(1,1,1) y tangente al plano de ecuacion 9x — 2y + 6z = 2;
a) Calcula el radio de la esfera
b) Halla la ecuacion de la esfera
c) Escreibe la ecuacion del plano tangente a la esfera y que pasa por P(1,2,1)
Solucién
a) Calcula el radio de la esfera

Distancia entre el plano 9x — 2y + 6z = 2y el centro C(1,1,1);

D 91+ (-2)1+6*x1-2] [9-24+6-2] [9-2+6-2| 11 1
cm, = = = = — ;

JZ+ (=2)? + 62 V21 Vizi 11

b) Halla la ecuacion de la esfera
x—1)%?+(y-1)?+(z—1)*> =12 CentroC(1,1,1) ;Radio=r=1
x24+y2+22—2x—2y—2z+2=0

c) Escribe la ecuacion del plano tangente a la esfera y que pasa por P(1,2,1)
Comprobamos si el punto P(1,2,1)pertenece a la esfera x*> + y? + z2 —2x — 2y — 2z + 2 = 0
12422412-2%1—-2%2—-2%x1+2=0;1+4+1—2—4—2+2 = 0 pertenece.

Si el punto P(1,2,1) pertenece al plano y a la esfera , sera el punto de interseccion

vector director de la recta que pasa por Cy P serd el vector normal del plano P(1,2,1) — C(1,1,1) = o

vector normal del plano = ((1 —1),(1 —2),(1—1) =(0,—1,0)
Ecuacion del plano Ax+By+ Cz+D=0=>0x+(—1)y+0z+D=0; =y+D =0

01+ (-1)1+0*x1+D| [-1+D| ) -1+D
Der = = =radio=1;,,———=-1+D=1;D=2;
J02 + (—1)2 + 02 Vi 1
—-y+2=0;

23(23)



