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1 Numeros complejos
El conjunto de los nimeros complejos contiene a todos los nimeros reales e imaginarios

N
c Maturales
CUmPIEjC'E' B 0123
V=2 Reales

= B

1.1 Numeros imaginarios
Laraiz cuadrada de — 1 se conoce como la unidad imaginaria i = v—1

Los nimeros imaginarios forman parte de los nimeros complejos y son el producto de un
numero real por la unidad imaginaria i

Los nimeros complejos se escriben Z
= a + bi;ay b son numeros reales e i la parte imaginaria

Z = a + bi;si a = 0,tendremos el conjunto de numeros imaginarios puros;

si b = 0 tendremos los numeros reales

Ejemplo de numeros complejos x = 4+ 4i; x; = —/3+i

1.2 Representacion Grafica de los numeros complejos

Los nimeros complejos representan como

vectores en el plano complejo Y
z=a+bi
Afijo de z es el punto P del plano T W ;:?,—:P{E’b}
cuyas coordenadas son (a, b) Z =/gz+/ bii
Modulo de |Z| = \[a? + b? i f’a |
a b

Argumento de z es el angulo a medido en sentido

antihorario

Numero conjugado y opuesto
El nimero conjugado de z = a + biserd z' = b + ai

Elnumero opuesto de z = a + biserda z° = —a — bi

2(12)



1. Ejercicio

Representa graficamente los siguientes 2
numeros y halla su modulo y argumento b

Zl=_2_21; Zz=4'l; Z3=_6

Soluciéon

2= =2 =2i;| 7] = /(=2)2 + (-2)2 =8 z'é 'Tj/«: S

= 22 B /
-2 e ————

Argz; = a = arctg_—2 z

= 225%e¢n el 32 cuadrante

zy = 4i;| 2, = (0)* + (4)* = 4;

0
Argz, = a = arctgz =909

23 = —6;| 23] =/(6)2 + (0)2 = 6; Argz; = a = 180°

2. Ejercicio
Representa graficamente los siguientes nimeros y halla su modulo y argumento

Soluciéon

=143 7] = (-2 + (VB) = Va = 2;

3
Argz; =a = arctg_—1 = 1202 en el 22 cuadrante

z, =V3+i;|z,| = ’(\/§)Z+(1)2=\/Z=2;

1
Arg z, = a = arctg— = 302 en el 19 cuadrante

V3

Operaciones con numeros complejos

Suma de nliimeros complejos
Para sumar numeros complejos se suma la parte real y la parte imaginaria

Sean dos numeros complejos z; = a+ biy z, = c+di

Lasumaorestade z; + z, = (a+c) + (b £ d)i;
Multiplicacién de un niimeros complejos por un numero real

Sean un numero complejo z; = a + bi y un numero real K

7z, * K = Ka + Kbi;

El nimero opuesto de z = a + bi serd z'" = —a — bi
Multiplicacion de dos niimeros complejos

Sean dos numeros complejos z; = a+ biy z, = c+di
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La multiplicacion de z; * z, = ac + adi + cbi + bdi?;
2= (V=1)%2=—1; z, * 2z, = ac + adi + cbi — bd; z, * z, = (ac — bd) + (ad + ch)i
Potencia de un niimeros complejo
Sean un numero complejo z; = a + bi
La potencia de z, serd (z;)" = (a + bi)™;
Division de dos nlimeros complejos

Sean dos numeros complejos z; = a+ biy z, = c+di

o z, a+bi
La division de — = -
z, c+di

Potencias de i
=1 it=pit=(V-D2=-1Li*=-i,i*=1
ac + adi + chi + bdi?;
2= (V=1)%2=-1; z, * 2, = ac + adi + cbi — bd; z, * z, = (ac — bd) + (ad + ch)i

3. Ejercicio

Halla el modulo y argumento de los niimeros
z

2= —14+V3i; 2, =V3+1i; a)zz,;b)=; ¢)z2 d) z,7*
Z2

Solucién
a) 77, = (-1 +V3i)(V3+1i) = —V3—i+ (V3)%i+V3i? = —V3—i+3i—V3;
212, = —2V3 + 2i;

modulo | z,z,| = /(—2\/5)2 +(2)2=V12+4=+V16=4

1
= arctg — — = 1502 en el 22 cuadrante

2
-2v3 V3
—1+V3i_ (-1+vV3i)(V3-i) —V3+i+3i+V3 4i

Z
b)— = H_i

2, N3+i  (VB+i)(V3-i) (V3)’ - () T4

Arg (z,z;) = a = arctg

/
Modulo Z—1 =1; Arg(z,z,) = a =90°
2

Oz2=(-1+V3) =1+3()2—-2V3i=1—-3-2V3i=—2— 2V3i

modulo |z,2| = \/(—2)2 + (—2\/5)2 =V4+12=V16=4

-2 1
Arg (z,%) = o = arct = arctg— = 2102 en el 3° cuadrante
g (%) 8573 873
O 2 ,_1_ 1 1(vV3 - ') (\/_ i) £—11
’ Z, 3+i (\/_-i-l)((\/_ 3+1 4"

modulo |z,7! —— / \/E ==

Arg(z, ) =a= arctg

= arctg — — = 3302 en el 42 cuadrante

g @
4
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Forma Polar y Trigonométrica

Forma Polar
La expresion z = r,se denomina forma polar,donde r = |z|y a = Arg z
Forma trigonométrica
Sea un nimero complejoz = a+ bi; yr = |z|; z=r*cosa + (r * sena)i
expresion forma trigonometricasion z = r * cosa + (r * sena)i
Multiplicacién
Seaz; =ry =r(cosa +isena); y z, = sg = s(cosf + isen B)
Zy % Zy = Ty % Sp = TS(gq4p)
z, %z, = r(cosa + isen a) * s(cosB + isen B) = rs(cos(a + B) + isen(a + B))
(z)" = ()" = "nq
(z)" = (r(cosa + isen @))* = r™(cosna + isenna)
Division
Seaz; =ry =r(cosa+isena); y z, = sg = s(cosP + isen )

Z7 Ta

P 5 =(/5) (a-p)

4. Ejercicio
Expresa en todas la formas posibles los nimeros complejos
@) A+)" b)z; )7+ )1 +DA+i™
Solucién

a) (1+1)%
1
z=1+i;|z| =V2 ;tagazI;Argz = 4597 = \/545;2 = v2co0s45 + i V2sen45

binémica (1 + i)", Polar \/Enm%; Trigonometrica; V2" cos (n = 459) + i\/fnsen(n *45) ;
1x(=0) i

iv(-p 1

1
b) 5 multilico por el cojugado =

Binomica —i, Polar 1,,4; Trigonometrica; 1 cos(270) + i sen(270)

i’ +i%i7 = —i; i =i 7 +i7 =0

4

1 ) . . 1 1 ) 1 ) .
d)§(1+1)(1+1_4); i === 1=>1+i")=2 5(1 +)2=1+i;

1 . 4 . . .
3 (1+i1)(@+i*) =1+1i; Binomical+i; Polar\/Zs ;

Trigonometrica V2(cos 45 + isen45),
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5.

Ejercicio
Resuelve las operaciones indicadas
Zy = 2603 22 = —1+1i; z3 = 2(cos 210 + i sen210)

Z1Z3

a) zy *Z; * 23 b) ) zz *d)z,”?

z3 '
Soluciéon
2y =20 3 Zp=—1+10= V2315; 23 =2(cos210 +isen210) = 2,,,
a)zyx 2y %23 = (2% V2 2) 6041354210 = (4\/5) 45
Z1Z,

b)_; Z_Z = +1—l: \/5315
Z3

717 = 260 * V2315 = (2V2) 604315 = (2V2)15
Z12; _ (2‘/7)15

Z3 2310

= \/5165

C) Z3 *= (2210 )4 = 16439

d)z, ? = (\/5315)_2 = (\/E_2> = (1/2)_630 = (1/2)gpe

315%(—2)

Ejercicio
Expresa en forma polar todos los complejos z que cumplen
z
a) (2z+3)(zi+5)=0; b)2+3zi=4zi+9; c¢)(1+2i)z=3-5i d)m=1+i

Solucién
a) (2z+3)(zi+5)=0seaz =a+ bi
(2(a+bi)+3)((a+bid)i+5)=0;2a+2bi+3=0;0ai+bi*xi+5=0;

2a + 2bi + 3 = 0 para que sea el modulo = 0 se ha de cumplir 2a+3 =0y 2b = 0;
3 ) 3
az—E;bZO;a‘l'bl: (5)1309

ai +bi*i+5=0;(5—-b)+ai =0sehadecumplir5—b=0;b=5;a=0;
a+bi=5909

b)2 + 3zi = 4zi+9; seaz = a+ bi;2 + 3i(a + bi) = 4i(a+ bi) +9;
2+ 3ai —3b =4ai —4b +9; (2 —3b) + 3ai = —4b + 4ai si dos complejos son iguales

(2-3b) =—4b;b = -2

Se cumple{ 30 = 4q => q = 0

a+bi= -2i= 21809

¢)(1+2i)z=3—-5iseaz=a+bi =>(1+2i)(a+bi) =3-5i;
a+ bi+ 2ai —2b = 3 —5i;(a — 2b) + (b + 2a)i = 3 — 5i para que sean iguales

(a—2b)=3;a=3+2b

b+2a=-5 sustltuyob+2(3+2b)=_5;

Se cumple {
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11
b+6+4b=—-55b=—-11;b = ——;

5‘
22 7 7 7 11 170
a—3+2b—3—?——§,a——§,z——g—?l—(T)ZBB
a + bi . a + bi

Z i _ .
D5 =10 e - YT i

a+bi=A+id)a+B-2))=a+ai+b-2)i—-b-2)=(a—-b+2)+(a+b—2)i

, . .(a=a—-b+2;b= 2
dos complejos son iguales si {b —a+b-2Zia=2

a+bi=2+2i=2V2)s

Ejercicio
1 V3
Calcula la raiz quinta de 5 + 71
Solucién
1 V3 60 + 360k
E+7i=1609; 51,1609; r = W;Arg=a=f
5
Parak =0 (ﬁ)%*soe =145
60 + 3601
Para k = 1,a=f=84; 1g40
60 + 360 * 2
Parak=2,a = — =% = 156; 14560
60 + 360+ 3
Para k = 3,a = B — = 228; 1,550
60 + 360 * 4
Parak = 4,a = — % = 300; 13900
Ejercicio
Calcula y representa las raices cuadradas de — 4i A
Solucié z
oluciéon 24
V=4 = V4 =1 = +2i; la solucion sera 2i y — 2i
O X
=> 2o y -
. W —2i
Ejercicio
Un vertice de un octogono regular inscrito en una Y

circunferencia de centro (0,0) es A(12,5)

C
Calcula los dos vertices ayacentes
Solucién i
modulo |z| = /(12)? + (5)? =V169 = 13
E

Arg (z) = a = arctg%
= 68,22 en el 12 cuadrante
A; z=135;620; H = 133373g0; B = 1347420
H = 133373g0; (13 * cos 337,38,13 * sen 337,38) = (12,-5)
B = 1347620 (13 % c05 67,62,13 * sen 67,62) = (5,12)

7(12)



4 Raices de una ecuacion polinémica
En un polinomio de grado n habra n soluciones o raices de ese polinomio

Sila raiz de un polinomio es un nimero complejo también lo sera su conjugado

10. Ejercicio
Factorizar el siguiente polinomio P(x) = x3 — 2x% + 9x — 18;
Solucién
Aplicamos teorema del resto y comprobamos que una solucion es x=2;
Aplicamos ruffini P(x) = x3 — 2x? + 9x — 18 = (x — 2)(x? + 9); las otras raices seran
x2+9=0; x=+V-9x=3i,x=-3i
P(x) = x3— 2x?2+9x—18 = (x — 2)(x + 3i)(x — 3i)

11. Ejercicio
Determina los numeros reales b y ¢, sabiendo que una raiz del polinomio
P(z) = 223 — bz? —4z+cesl—i
Solucién
Si (1 — i)es una raiz, tambien lo sera (1 + i)
a.— P(z) = 223 — bz?Z —4z+ csecumplirda2(1 —-i)3— b (1 —i)2 —4(1 —i) + c = 0;
20— =21 +i2=3i+2i*—-®) =2(1 =3i+ 3i*—-i*) =
2(1-3i—3+1i) =2(-2 — 2i)
(—4—4i)
b(1—10)2=b(1+i%—2i) = —2bi
20— —b(1—-D)2=4(1—-1)4c=0; (—4—4i) —2bi—4+4i+c=0;
—8—2bi+c=0;
b.— P(z) = 2z3 — bz?2 —4z+ csecumplira2(1+i)> - b (1 +i)?—-4(1+i) +c=0;
20+ =201 +i2+3i+2i2+i3) =21 +3i+ 3i2+i3) =
2(1+3i—3+1) = 2(—2 + 4i)
(—4 +8i)
b (1+i)? =b(1+i?+2i) = +2bi
20+ —b(A+1D)2—4(1+1)+c=0; (—4+8i) +2bi—4—4i+c=0;
—8+4+4i+2bi+c=0

{ —8—2bi+c=0

_8+4i+2bi+czOsumamos—16+41+2c=0;c= -84 2i

8
Sustituyo —8 —2bi+c=0=>—-8—-2bi —8+2i=0; —16 4+ 2i = 2bi; b = —T+1
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12. Ejercicio
Determina los numeros reales b y ¢, sabiendo que una raiz del polinomio
P(z)= 223+ bz?—4z+ces1—1i;

Solucién
Pz)=21—-*+b(1-i)*-41-D)+c=0;
20 =3i+ 32—+ b1 +i?2—-20)—4+4i+c=2(-2—-20)+b(-20)—4+4i+g
—4—4i—-2bi—4+4i+c=0; -8—2bi+c=0,c= 8+ 2bi
otraraizseral+i; 2(1+3i+ 3i2+i3)+b(1+i2+2)—4(1+)+c=
=2(-24+20)+b(-20))—4—4i+c=—4+4i+2bi—4—4i+c=0;
—8+4+2bi+c¢c=0,c= 8—2bi

{c= 8 + 2bi
c= 8-—2bi

¢ = 8—2bi, c =8; Solucionb =0,c =8;

igualacion 8 + 2bi = 8 — 2bi; b = 0;

13. Ejercicio
Resuelve los siguientes sistemas
{xi —-(1+d)y=3;
Q+idx+iy=4
Solucién
{ xi — (1 + i)y = 3; multiplicoi: —x — (1 + )iy = 3i
(2 + )x + iy = 4 multiplico (1 +1); 2 +)(A + D)x + (1 + )iy = 4(1 + i);
{ —x— (1 +1)iy = 3i
(1 +3D)x+ (1 + iy = 4(1 +i);
4471 (4+7Di 4i-7 7 4i
X — — — .

yX=0— 5

sumo > —x + (1 + 3i)x = 3i+ 4 + 4i; Bi)x = 4 + 7i;

3i 3ixi -3 3
. N AT 14 8 7 4
Sust1tuyo(2+1)x+1y=4=>(2+1)(§—§1)+1y=4;(?—§1+§1+§)+1y=4;
6 1.
18 1 _ 18 1. 12 18 1 —3+3i —6+i
3 ity =gy S m ot glly = oo gy = S
—6i—1 1
multiplico numerador y denominador pori; y = 3 Yy = 3 + 2i;
_ 7 4i 1
Solucion X=§—§, y=§+21

14. Ejercicio
Determina un polinomio de coeficientes reales cuyas soluciones en C
son —3,2+iy2—i
Solucion
Si son soluciones del polinomio, ha de cumplirse (x + 3) * (x —-(2+ i)) * (x -2- i)) =0
X+3)*+x—2-D*x—-2+)=x+3)x*—4x+5)=x3—x2—7x+15
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15. Ejercicio
Determinar un polinomio de coeficientes reales de 42 grado cuyas soluciones en C
son — 4i,—5 + 2i;
Solucién
Si el polinomio es de cuarto grado las soluciones seran — 4i,4i,—5 + 2i,—5 — 2i;
Si son soluciones se cumplira (x — (—4i)) * (x — (+4i)) = (x — (=5 + 2i))
* (x —(-5- 2i))

(x+4i)«(x—4i)«(x+5—-20)*(x+5+2i)
=x2=-{@i))*(x+5-20)*(x+5+2i)

(x2+16)* (x+5—=20) x(x + 5+ 2i) = (x2 +16) * (x? + 10x + 25 — 4i?) =
(x? +16) * (x? + 10x + 29) =x* + 10x> + 45x2 + 160x + 464
16. Ejercicio
Calcular las raices del siguiente polinomio x* + 3x? — 10
Solucién

x* + 3x%2 — 10 = 0; ecuacion bicuadradax?® = t; t2 + 3t — 10 = 0;

3+ /32— 4(—10) ~3+ /9 +40) —3+7 —3-7
= ;= ;6 = =2t = =-5
2 2 2 2
t, =x%x=V2; %, =V2; x, = —V2
t, = x%x = V=5; x3 = V=5,x; = iV5; x, = —iv5
Las raices son x; = -2, X, = -2, X3 = iv5, Xy = —iv5
17. Ejercicio
Calcular las raices del siguiente polinomio x3 + 5x% + 8x;
Solucion
x3 + 5x? + 8x =,saco actor comun x (x> + 5x + 8) Una solucion x = 0;
—5+V52—4%8 —5++/—7 —54++vV=7 —5+iV7
x> +5x+8=0;x = = ;X = = ;
2 2 2 2
_ S VT 5 VT
R A e R
. , b 5+ 7. 5 VT _ o
asraices sonx; = =5+l X, = —5 =i %3 = 0;

18. Ejercicio
Siendo a, b, c,d numeros reales y z, = a + biy z, = ¢ + di.Calcula el moduo de z,z,
y demuestra que (ac — bd)? + (ad + bc)? = (a® + b?)(c? + d?)
Solucién

2,2, = (a + bi)( ¢ + di) = ac + adi + cbi — bd = (ac — bd) + (ad + cb)i

|zy2,| = \/(ac — bd)?*+ (ad + cb)?;

(ac — bd)?+ (ad + cb)? = (ac)? + (bd)? — 2abcd + (ad)? + (ch)? + 2abcd =
(ac — bd)*+ (ad + cb)? =/(ac)? + (bd)? + (ad)?*+(cb)?;

(a® + b?)(c? + d?) = a’c? + a?d? + b?c? + b?d? = [(ac)?*+(bd)? + (ad)?*+(cb)?
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Se cumple la jgualdad

19. Ejercicio
Demuestra que el polinomio P(z) = 2z* + 3z2 + 3v3z + 9 admite una zaiz del tipo
a(1+ i) siendo a un numero real. Determina el valor de a
Solucion
si a(1 4 i) es una raiz del polinomio P(z) = 2z* + 3z% + 3v3z + 9 se cumplira
21+ D*+3a(1 +)?+3V3a(1+ i) +9=0;
2(a(1 + D)* = —=8a*; 3a(1 + i)? = 6a?i; 3V3a + 3V3ai;
21+ D*+3a(1 + )% +3V3a(1 +i) + 9 = —8a* + 6a2i + 3vV3a + 3V3ai +9 =
(—8or4 +3V3a + 9) + (—8or4 + 3\/§a)i;

|P(2)| = J(—8a4 +3V3a + 9)2+ (6a2 + 3\/§a)2 =0

(—8a* +3v3a+9) =0

3V3 V3 V3
(6a2+3\/§a)2=0;a(6a+3\/§)=0; @=———=—a=——
v3\' V3 9 9
si sustituyo (—8a4+3\/§a+9)2=0;—8(—7) +3\/_(—7)+9— _8*E_§+9
=0;
V3
Se cumple a = -
20. Ejercicio
Escrib binomica el lejoz = -
scribe en forma binomica el complejo z = T
Solucion
4—i 1—ZL 4 —8i—i+2i? 4—9i—2 2—9i_2 9
Ty 12T T 1-az1+4 “5 5"
5 v
2/5)2 9/5)2 =
r =1zl =/ @2/57 + (9/5) = /25 ==
_9
a = arct TS —arctg( 2); cuarto cuadrante; a = 77,472
5
V95
zZ=—
5 77,472
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21. Ejercicio

-1+
Calcula el modulo y argumento de z = m
Solucién
o —1+i (=14 0(+3V3+3i)  —3V3-3i+3V3i-3
‘T 3V3+3i (-3V3+3i)(+3v3+31)  —9-9%3
—3—3v3-3i+3V3i
—36
:__x1+J@+3a—J®:(1+J@+{1—J®i=1+v§+1—Ja
—36 12 12 12
ol \/(1+\/§)2+(1—\/§>2:\/1+3+2\/§+1+3—2\/§ _ |8 2z V2
12 12 144 144 144 12 6’
V2
|z :?
1-+3
o = arct 12/_ = arctg (1 — \/§> = arctg (1 \- \/§> = arctg (2 — \/§>; oa=7,63°
1++3 1++v3 143 2
12
22. Ejercicio
Siz = x + iy. Calcula en terminos de x e y el conjunto de w = 1:_?
Solucion
1-z 1-x+iy) 1-x—-iy (A-x—-iy)Q1—-i) 1l-x—-yi—i+xi+y
I YT T v T 1+ a+va-n 1+1
A-x+y»)+(—y-1+x)i A-x+y) (—y—1+x),
w = > = > + > i
7:(1—§+y)_6yi;+x%

23. Ejercicio
Determina el conjunto M de los afijos de los z = x + iy. tales que
w =iz2 — (1 4+ i)z + 1 es un numero real.
Solucién
w=izZ-(1+dz+1L, w=ix+iy)?— (1 +D)E+iy) + 1;
w=i(x2—y?+2xyi) — (x+yi+xi—y)+1=x%i—y2i—2xy—x—yi—xi+y+1
w=(-2xy—x+y+1)+ (x? —y? —y — x)i ; para que sea un numero real
=y’ —y-x) =0xEx-1D-yy+1) =0
x=0y=0;, x=0y=-1; y=0x=1;, x=1,y=-1;
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