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Contenido
1 FUNCIONES oo e e e ves e v s s sesesesassessssessesessssessesessasessssessssassssessssessasssssessasssaes 2
2 DOMINIO Y RECORRIDO DE ALGUNAS FUNCIONES ELEMENTALES....2

21 FUNCIONES POLINOMICAS ..ot ees s eees e ssessesssess e sseeseesssnses s seesone 2
2.2 FUNCIONES RACIONALES. ..ooe oo eeeseeeseseeseeeessessseess e eseeessesestsessessssseesseseessesssesssnens 3
2.3 FUNCIONES TRRACIONALES ..o e eeee e eees s tiesseeeseeseees s sessesseessessessene 4
2.4 FUNCIONES EXPONENCIALES ..o eeeeeess e essesseestseessseesesssessseessssssesssnens 5
2.5  FUNCIONES LOGARITIMICAS w.ooooeeeeeeeeeeeeee oot sseees e tsseessees e ssessesesesseessess s seeesens 6
2.6 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS wovoeveeeeeseiesseesseeeeeessseessesesesssesssesssessssesssessssesssnn 7
2.7 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS ..ot sseesseesenene 9
OPERACIONES CON FUNCIONES. ...t iteeeeeteeeteeeeeseeesessseseeesessesssesessesessessesesesens 10
31  SUMA, MULTIPLICACION Y DIVISTON w...oieiereereeeeseeeseeeseeeseeeesseesssesseesesesseneens 10
32 COMPOSICION DE FUNCIONES ....ovooveeeeeeeeseeesseeseeeseesseessesesesssessssssesssesssssseen 12
3.3 FUNCION INVERSA oo stieeeeee e eeeessesssesseessess e sseesseessesssessessesssessseeseeessssessses 13
LIMITE DE UNA FUNCION EN UN PUNTO ..o eeeeese e s ssesseesenns 15
LIMITES DE UNA FUNCION EN EL INFINTITO ..o sreesesenne 17
PROPIEDADES DE LOS TIMITES oot eee oo eeeeeves s seeseeseseses s sessesssesaesenes 22
CALCULO DE LIMITES “INDETERMINACIONES” ... ooeoeeeeteeeeeeeeeeeeeeeeeerseenn 22

1(33)



2

2.1

1.

Funciones
En andlisis matematico, el concepto general de funcion, se refiere a una regla que asigna a cada

elemento de un primer conjunto un tinico Conjunto A Conjunto B

elemento de un segundo.

Y= f(x); ( x son los elementos del conjunto
X e y son los elementos del conjunto Y)
x es la variable independiente

ey es la variable dependiente

Dominio es el conjunto de todos los elementos de X que tienen una tinica imagen en Y. (a,c,fh)
Graficamente son los valores de la funcidn en el eje X eje de abscisas
Recorrido es el conjunto formado por todas las imagenes, son los valores que toma y (variable

dependiente) (1,5,7) . Graficamente son los valores de la funcion en el eje Y eje de ordenadas

Forma de definir las funciones
Mediante un enunciado

Con una tabla que contienen los datos
Una férmula matematica

Representacién grafica

Dominio y recorrido de algunas funciones elementales

Funciones polinémicas

La funcion es un polinomio

y=x>+2x+5
Dominio F(x)=R o /

Recorrido =R . : ; ‘ , ‘
-15 -10 /-v 5 10 15

Ejercicio

Hallar el dominio y recorrido de la siguiente 7

funcion a trozos

f(){B si—2<x<1; [-21] w_q_&qiﬁﬂﬁwm
S VR six > 2; [2.0]

Solucion

Dominio F(x) = [(—2,1)U (3, +0)]
Recorrido = [(—,0) U 3]
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2. Ejercicio
Hallar el dominio y recorrido de la siguiente
funcién a trozos f(x) = |3x — 9| — |x — 2|
Solucion
Hallamos los puntos que anulan la funcién en esta caso seran

{3X—9=0, x=3
x—2=0; X =2

parax < 2, para que el valor absoluto sea positivo (—3x + 9) — (—x + 2)

para 2 < x < 3, para que el valor absoluto sea positivo (—3x + 9) — (x — 2)

para x > 3,para que el valor absoluto sea positivo (3x —9) — (x — 2)
(—3x+9) — (—x+2)parax <2
fx) =3x—9|—|x—=2|s(—3x+9) — (x—2) para2 < x <3
Bx—9)—-(x-2) parax > 3
parax<2; -3x+9+x—-2= —-2x+7

para2 <x<3; -3x+9—-x+2= —4x+11
parax > 3;3x —9—x+2=2x—-7

—2x+7 parax < 2;

f(x) =1|3x—9| - |x—2|; —4x+11 para2<x <3;
2x—7 parax > 3;
Dominio f(x) = [3x — 9| — [x — 2| es todo R \\ :
/
Recorrido f(x) = [3x — 9] — |[x — 2| (=1, +o0) \ /

7

AN
\/

i |4
6-54-3-21 123 4

2.2 Funciones racionales

56 7 8 9101112

Son funciones que tienen como cocientes o I 7
P(x) < . l\//
polinomios f(x) = —= 39
Qe N ®

Para calcular el dominio hallamos los valores

de x que hacen 0 el denominador., sl |

Si hay algunos valores esos no forman

parte del dominio

x3 + 2x

f(x) = esR—{2}

X—2
pues x = 2 hacen 0 el denominador y es indeterminada la funcion;

. y : : x® + 2x

Dominio de la funcién ecorrido de la funcion f(x) = — ,esR — {2}
Para hallar el recorrido hay que dar valores a x.

) x3 + 2x
Recorrido f(x) = — ,es R;
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3. Ejercicio

Hallar el dominio y recorrido de la siguiente

x> +1
funcién f(x) =
Solucion
Para hallar el dominio buscamos valores 3 2
-—-"""F_

que hacen 0 el denominador; x = 0;

2

1
Dominio de la funcién f(x) = ;es R—{0}

2

1
Recorrido de la funcion f(x) = ;es (—oo,—2]U[2, +0)

4. Ejercicio

4
[

un

Hallar el dominio y recorrido de la siguiente

IS

3x—7

funcién f(x) = —

D D D D D

Ll - 5]

Solucion

Para hallar el dominio buscamos valores

que hacen 0 el denominador; x = 6;

[

£ oo
L=

[ax]

-7
Dominio de la funcién f(x) = ;es R— {6}

X—6

3x
Recorrido de la funcién funcién f(x) = ;es R—{3}

X—6

2.3 Funciones irracionales

La funcion polinomica o racional, estd bajo un radica, f(x) = /g(x) ;
El dominio depende del indice de la raiz:
Indice impar Dominio f(x) es R

Indice par g(x) = 0;

5. Ejercicio

Hallar el dominio y recorrido de la siguiente

funciéon f(x) = /x2 —1 o3

Solucién e

b 4 W o @

x2—-120=>x+1)x-1)=0; 5

Dominio f(x) = vx2 —1 ;es (—o,—1)U(1, +0) —_—

M
L)

. ¥

h B d

Recorridof(x) = /x2 +1 ;es (0,+)
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6. Ejercicio

r
[Ny R ]

Hallar el dominio y recorrido de la \

siguiente \

/|

funcién f(x) = \/x2+2x—3

e

Solucion

Pt
kel

(4] "/
N

(o]
un
Y
&
Ha

(4 5]
Y
um

=1 t-" [on TS N & R Y

x> +2x—320;=>(x+3)(x—-1)=0;

Dominio
f(x) = VxZ + 2x — 3 es (—o0, —3)U(1, +0)
Recorrido f(x) = /x2+2x—3 ;es (0, +o)

7. Ejercicio

Hallar el dominio y recorrido de la B

siguiente funcién f(x) = V5x — 20 \

Solucion \

Dominio TR i

f(x) = ¥5x — 20 esR

Recorrido f(x) = ¥5x — 20 ;es [—2,71442, + )

2.4 Funciones exponenciales
La funcion exponencial es del tipo f(x) = Ka*, siendo anumeros reales positivo

Su dominio es R

8. Ejercicio

Hallar el dominio y recorrido de la ':'
siguiente funcién f(x) = 32**1 7
Solucion ;
Dominio f(x) = 32**1 es R ;
Recorrido f(x) = 32**1 es (0, + ) 4
Zo

5(33)



9. Ejercicio

Hallar el dominio y recorrido de la

1
siguiente funcién f(x) = 3x-2

Solucion

Para hallar el dominio buscamos

valores que hacen 0 el denominador;

Jl—" [SET AT ST I T ]

X =2

7

S

M
M
b
iy
iy

i B

1
Dominio f(x) = 3x-2 es R — {2}

1
Recorrido f(x) = 3x-2 es (0,1)U(1 + =)

10. Ejercicio

Hallar el dominio y recorrido de la

siguiente funcién f(x) = 2Vx~1

Solucion

Para hallar el dominio buscamos

Valores que cumplenx — 1 > 0;

x = 1; dado que en R no exixten T

H @ K MW B owl

a
F 3

valores de raices de numeros negativos
Dominio f(x) = 2V* 1 es[1, +)
Recorrido f(x) = 2¥* 1es[1, +)

2.5 Funciones logaritmicas
La funcion logaritmica es del tipo f(x) = log, x

donde a > 0 y distinta de 1
X siempre sera un numeo positivo

11. Ejercicio

Hallar el dominio y recorrido de la

B

siguiente funcién f(x) = log, x

[+]

Solucion 1

[3=]

Como x > 0; por definicion de logaritmo

Dominio f(x) = log, x es (0, +)

&

Recorrido f(x) = log, x esR

()]

oo
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12. Ejercicio

Hallar el dominio y recorrido de la o

siguiente funcién f(x) = log,(x + 3) 5 /’-—"—.'
Solucion ;"___..--

Como( x + 3) > 0; por definicion => / :

x> -3 ; -3/2 —;:ﬂ i ; ;

Dominio f(x) = log,(x + 3) es (-3, +) / 3

Recorrido f(x) = log,(x + 3) esR d’ 5

13. Ejercicio

B

Hallar el dominio y recorrido de la

]

siguiente funcién f(x) = log, /g x

Fa

H

Solucion

[as]

Como x > 0; por definicion

[0y

Dominio f(x) = log;,g x es (0, +o0)

[2+]

Recorrido f(x) = log;/sx esR

2.6 Funciones trigonométricas
Son funciones en las que la variable independiente aparece como argumento de una
funcion logaritmica.

f(x) = senx; f(x) = cosx; f(x) = tagx; f(x) = cotgx; f(x) = secx; f(x) = cosec x

14. Ejercicio

Seno
Hallar el dominio y recorrido de la i
siguiente funcion f(x) = sen x; 5
Solucion 15 /_\
Dominio f(x) = senx; esR 0 \
Recorrido f(x) = senx es [—1,1] L5 \ /
1 bW
tag

15. Ejercicio

Hallar el dominio y recorrido de la

Im‘"""""---.---._.
\""'-..___

siguiente funcién f(x) = tagx;

Solucion

Dominio f(x) = tag x;

R—Ku+1);xezg

[ S T R R R T

Recorrido f(x) = tag x esR
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16. Ejercicio

Hallar el dominio y recorrido de la

- o 1—tgx
siguiente funcién f(x) = T4 Zsenx
Solucion

senx
1-tgx _ 1~ Cosx

Dominio f(x) = =
ominio £ = == = T ¥ 2senx

la funcion no existe para valores que hagan 0 los denominadores

T

cosx = 0; elcosx = 0, para90%y 2702 => §+kﬂ
1
Si (1+ 2senx = 0); el senx = _5;

1 i T
senx = —E,parax=2109y3309 =>x= 7g+21'rk yX = 11€+21Tk

1-—tgx R T[+k 71'[
Grkm7g

m
—_—; 21k, 11—+ 2nk; K € Z;
1+ 2senx +em 6+ r }

Dominio f(x) =

Recorrido f(x) = tagx es R

50
40
30
20
10
0
e 30 & 120 150 180 210 240 2'9’3’?‘9% 360
20
30
40
50

17. Ejercicio

T
Hallar el dominio y recorrido de la siguiente funcién f(x) = tg(2x + 5)

Solucion
fx) =tg (ZX + g) ; § ; ; !;'
: ] ]
m_sen(zx+3) o _sen(2xtg) i
® (ZX " 2) B cos (ZX + g) 160 = cos (ZX + g) g gf j 1 ffé
La funcion f(x)no existe cuando E ; : f’ 5
3n

cos(2x+E)—0' elcosesOenE —_—=>
2) = 2¥ 2 T
Xt = S km2x = - S km x = ok
X Z=3 n,x—z > n,x—z,

b1 i1
Dominio de f(x) =tg(2x+5)es;R—{Ek;k €Z;}

Recorrido f(x) = tagx es R
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2.7 Funciones trigonometricas inversas
Dan el valor del angulo en radianes cuyo sen, cos y tg es igual al valor de la variable
independiente

f(x) = arcsenx; f(x) = arccos x; f(x) = arctag x

18. Ejercicio f(X)=arcsenx

Hallar el dominio y recorrido de la

NS

siguiente funcién f(x) = arcsenx;

ol P

Solucion 9.5
Dominio f(x) = arcsenx;nx; es[—1,1] i y B ! o . R
Para que sean funciones se restringe su / ;
. T =
Recorrido f(x) = arcsenx; es [_E'E g +
19. Ejercicio f(x)=arccosx

Hallar el dominio y recorrido de la

siguiente funcién f(x) = arccosx; \

Solucion \

Dominio f(x) = arccosx; es[—1,1] £5 \

Para que sean funciones se restringe su \

Recorrido f(x) = arccosx; es [0, ] . . —— . \ ;
15 -1 05 0,5 1 15

20. Ejercicio

Hallar el dominio y recorrido de la f(x)=arctgx

siguiente funcién f(x) = arctgx;

b B

Solucion
Dominio f(x) = arctgx; es R 1
Para que sean funciones se restringe su L b 2 5 moa -

_ T T
Recorrido f(x) = arctgx; es [—E,E]

b o w

9(33)



3 Operaciones con funciones

3.1 Suma, multiplicacién y division

Suma, resta multiplicacién y divisiéon de funciones
frgx = f(x)+ gx)

f+g)x) = fx)* gx)

(f/8)x) = f(x)/gx)

Los dominio de la suma, resta, multiplicaciénde funciones = Dominio (f)Dominio (g)
Los dominio de la division de funciones = Dominio (f)NDominio (g),

excluyendo los valores que hacen 0 el denominador

21. Ejercicio
Siendo las funciones f(x) = 3x? + 4x + 1y g(x) = x + 1.
Hallar la funcion:
a) (f+ g)(x) y sudominio
b) (f— g)(x) y sudominio
¢) (f*g)(x)ysudominio
d) (f/g)(x) y sudominio
Solucion
a) f(x) = 3x% 4+ 4x + 1 su dominio es Ry g(x) = x + 1 su dominio es R
f+x)=fx)+ gx)= 3x>+4x+1+x+1=3x%+5x+2
Dominio (f + g)(x) = Dominio (f)NDominio (g) = RNR = R; Dominio (f+ g)(x) =R

b) f(x) = 3x? + 4x + 1 su dominio es Ry g(x) = x + 1 su dominio es R
f-gx=fx)—gx)= 3x2+4x+1—x—1=3x%+3x
Dominio (f — g)(x) = Dominio (f)NDominio (g) = RNR = R; Dominio (f+ g)(x) =R

¢) f(x) = 3x? + 4x + 1 su dominio es Ry g(x) = x + 1 su dominio es R
fxg)x =fx)* gx) =Bx2+4x+1)(x+1) =3x3+7x%+5x+1
Dominio (f * g)(x) = Dominio (f)NDominio (g) = RNR = R; Dominio (f + g)(x) =R

d) f(x) = 3x? + 4x + 1 su dominio es Ry g(x) = x + 1 su dominio es R
(3x%2+4x+1)
fxg)x) = f(x)/gx) = X 1 =3x+1

Dominio (f/g)(x) = R — {—1}
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22. Ejercicio

Siendo las funciones f(x) = Vx yg(x) = x — 2.

Hallar la funcién (f/g)(x) y su dominio

Solucion

(é) ¢ = :r,((—))(()) N x\/—EZ;

Dominio f(x) = v/x = [0, ); Dominio g(x) = R{-2};
Dominio (f/g)(x) = Dominio (f)NDominio (g) = [0,00) — {2}

Dominio (f/g)(x) = [0, ) — {2} que hace nulo el divisor

23. Ejercicio
Siendo las funciones
x*>+3
f(x) =
x) ——1

ygx) =x—1.

Hallar la funcion (f + g)(x)

y su dominio

= o=

1

2 3 45 6 7 B 9 10

Solucion i

(f+2)() = () +g(x) = S 15

x? 43 -
+x—-1)=

x—1

x?+3+(x?-2x+1) 2x*—2x+4

x—1
2

Dominio f(x) = ~—1

x—1

R{+1}; Dominio g(x) = R;

Dominio (f + g)(x) = Dominio (f)NDominio (g) = R — {1}

Dominio (f+ g)(x) = R — {1} que hace nulo el divisor

Recorrido Dominio (f + g)(x) = R

24. Ejercicio

Siendo las funciones f(x) =

y su dominio

Solucion

2

x“+3

2

x—1

x?+3+

f _f(X)_ x—1 .
G R e ey

2

Dominio f(x) = ——1

R{+1}; Dominio g(x) = R;

y g(x) = x — 1. Hallar la funcién (f/g)(x)

Dominio (f + g)(x) = Dominio (f)NDominio (g) = R — {1}

Dominio (f+ g)(x) = R — {1} que hace nulo el divisor

11(33)
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3.2 Composicion de funciones

La composicién de funciones se representa por o y se define como
(f o 9)(x) =f(gx)
Ejemplo
Seaf(x) =5x+3yg(x) =2x—1)
(f o g)(x) = f(g(x)) = exscribo la funcion f y sustituyo la x por g(x)
a) (fog)=fgx)=06BC2x—1)+3)=(10x—5+3) =10x—3;(f o g) = 10x — 2;
b) (g o H=g(fx)) = (2(Gx+3)—1) =(10x+6—1) =10x+5;(ge ) = 10x + 5;
) (f o f) = f(f(x)) = (5(5x+3) +3) = (25x + 15+ 3) = 25x + 18; (f o g) = 25x + 18;

25. Ejercicio

2
Siendo las funciones f(x) = p

7 y g(x) = x — 1. Hallar la funcién (f o g)(x)y (g o f)

y su dominio

Solucion

(f o g)(x); sustit f(x) ); (F )()_(x—1)2+3_x2+1—2x+3
8)(0; sustituyo en f(Ox por g(0; (F ° () = =y =7 = 773

x?—2x+4
£ —E
(feg® =7

Dominio (fe g)(x) = R — {2}
x?+3 _x*+3 x—-1
x—1 T x—-1 x—-1

(g o f)(x); sustituyo en g(x) x por f(x); (g o H(x) =

_x2+3—x+1_x2—x+4
B x—1 Tox—1

x2—x+4
(ge D(X)=?'

Dominio (go f)(x) = R — {1}

26. Ejercicio

+2
);+ 1 y g(x) = +/x.Hallar la funcién (f o g)(x)y (g o f)

Siendo las funciones f(x) = 3

y su dominio
Solucion

VXK+2  (Vx+2)x(2vx —1)
2x +1 (2vx +1)(2vx —1)

(f o g)(x); sustituyo en f(x) x por g(x); (f o g)(x) =

2x — 3Vx — 2
4x — 1
(fo g)(x)zm.

4x—1
Dominio (fe g)(x) = R —{1/4}
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2
(g o H(x); sustituyo en g(x) x por f(x); (g o NH(x) = \/g

X+ 2 _
2x +1°

(g e N =

Dominio (ge )(x) = (-2, —%)

3.3 Funcion inversa
Se define como funcion inversa de f(x) a otra funcion f'(x) que cumple f(x)* f'(x)=x

Sif(a) =b;=> f"1(b) =a
Una funcion y = f(x) tiene inversa siy solo si a cada valor de y le corresponde un

unico valor de x

Ejemplo de célculo de la funcién inversa

S f()—2X+3' hallar la i fx) = A2t
ea f(x) = ———-;para hallar la inversa f(x) =y = ———-;
— Despejamosx; y(x — 1) =2x+3; yx—y =2x+ 3;yx— 2x =y + 3;

y+3
x(y—2)=y+3x y=2

. , Xx+3
Hacemos un cambio de variable f "*(x) =y = —

Se ha de cumplir f(a) = b => f1(b) = a

p _3f8y_h+3_2*3+3_9_45
T T x—-1 3-1 277

x+3 45+3 7,5

parax = 45; f1(4,5) = x—2 45—2 E=3

Se ha de cumplir (f o f~1)(x) = x

( ) 2X+6+3(X—2) 2%+ 6+3x—6 &
(FofHo)=—X=2/T"_ Xx=2 7 x=2 _XFTOTHKZO_>X_,
(X ) x+3 x—-2 Xx+3—x+2 5
Xx—2 x—2
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27. Ejercicio

2x+1
Calcula la funcion inversa de f(x) = 3
(o f YU o f)
Solucion
2x+1 3y—1
f) =y =23y = 2x+1; x = -2
3 2
3x—1
-1 —
W ==
3x—1
Y s L
fof X) = 3 —3—x,
2x+1
-1 3( 3 )_1 2x
f e N = 3 =5 =%

28. Ejercicio

Calcula la funcion inversa de : |
fx) =Vx—1; : }
Solucion :
i )

3 LI L T L T T T T 1
f(X)=y=3VX_1; y3=(3\/x_1); -8-?-5-54-3-2£ 1 7 3ba 50 7 ik 10 =t

yi=x-1; x= y3+1; ’
ffl =x*+1; I
l

29. Ejercicio
Calcula la funcion inversa de f(x) = x% + 1;
Solucion
f)=y=x*+1 x*=y-Lx=+y—Ly=+/x—1
f~1(x) = no tienen funcion inversa

dado que los valores de x que tienen dos valores distintos en y

30. Ejercicio

Calculala funcion inversa de f(x) = 32**1 ,

Solucion t

f(X) — 32x+1; y= 32x+1 / | —
H 1 L I —rw

para hallar la funcién inversa aplico % //

logaritmos

logs y = log; 32**1; logs y = (2x + 1) log; 3 ;
logsy =+ 1)1; x = (logzy) — 1;

hago el cambio de variables y = (logz x) — 1

f71(x) = (logzx) — 1;
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31. Ejercicio
Calcula la funcion inversa de f(x) = logs;(x + 5)
Solucion
de f(x) = logs(x+5); y=Ilog;(x+5);
por definicion de logaritmo 3¥ =x+5; x=3Y -5
hago el cambio de variablesy = 3* — 5

f(x)=3*-5;

Comprobacion

(f of D) = logz(3*—5+5) = logz 3* = x logz 3 = x;

Limite de una funcion en un punto

El limite de una funcién real en un punto a, es el valor L. al que se aproxima la funcién ( la
variable dependiente y) a medida que la variable dependiente x se aproxima a un punto real a.

lim f(x) =L

x—a

Ejemplo:

fx) =x?+1

}(i_r)rzl(x2 +1) = (224 1) = 5; selee, el limite de la funcion x? + 1cuando x tiende a 2 es 5
En este caso es evidente pero en otros muchos casos no se puede obtener de forma tan sencilla
Aunque en este caso el limite de la funcién en el punto a coincide con el valor de la funcién en

ese punto no siempre es asf

32. Ejercicio
Calcula los siguientes limites de las funciones
3
a) 1)1(1_1:10 (X — ); b) 1)1(1_1?0 (cosx—1); ¢ l)l(l‘_l:lo Wx?—=3x+5); d) >1<l—r»r01,1(10g X)

Solucion
y (3 ) _0 3 3
a) lim — parax = 0; 0—2- 2

Xx-0

b)limo(cosx—l); parax=0; (cos0—1)=1-1=0;
X—

) lim (\/x2—3x+5); parax =0; /02 —3%0+5= V5

xX-0

1
d) lirr(}l(logx) parax = 0,1; log0,1 = logﬁ =logl—log1l0=0—-1==1
X—0,
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Limites laterales
En funciones que dan una indeterminacidn se calcula el limite de la funcién por la derecha
y laizquierda.

La funcidn tiene limite siy solo si los limites por la derecha e izquierda coinciden

Ejemplo:
x? —4x+3
fx) =—F7——7—
) 2x—6
ox?P—4x+ )
lim ( ) Podemos ver el valor que toma la funcion en x = 3 como en

x—3 2Xx—6

el ejercicio anterior | |

32-4x3+3 9-12+3 0 x f(x)
2+3-6  6-6 0 2,8 0.3|
es una indeterminacion, no existe 2,933 0,3365|
2,995 0,9975|
Para calcular el limite de la f d 1 — S
it s ‘o L
ara calcular el limite de la funcién damos valores préximos 2,999 0,995
al punto por la derecha y por la izquierda. 3 #DIV/0! I
Como podemos ver a medida que nos acercamos a 3 por la 3,001 1,0005
izquierda en valor se acerca a 1 y a medida que nos 3,003 1,0015
acercamos a 3 por la derecha el valor de la funcién tiende a 1 3,005 1,0025|
i x? —4x+3 i 3,5 L5|
m e 2= a 15|
33. Ejercicio
Calcula los siguientes limites de las funciones
im 222 bylim 222 o :
a) 0 x ) _ x2 '’ ©) ] x—-1)2
Solucion
3 3 o - (x)
X — -1,5 3
a)lim—— parax=0;f(x) = ——= 1 4 o i
x—»OX 0 03 | 433333 ’
0,8 4,75 /
1mi 1 —_ -0,6 |
el limite sera oo con signo + o S —
Calculamos limite por la izquierda de x=0 | 22212925 | = 3 g
hmg _ +oo -O[,JOS 61] 3
X0~ 0,01 -299
0,11 |-26,2727]
Calculamos limite por la derecha de x=0y [ To21 | 13,2857
0,5 -5
hmg = +o0; 2 -0,5
X

x—-0%
Al no coincidir el limite por la derecha y por la izquierda diremos que la funcion no tienen limite

x=0
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b lim > 0f(x) = —>
im arax = X) =——;
x>0 X2 p 0’
. . x ftx
el limite sera oo con signo + o — 5 € )
= 2 2 .1\\“ n/,-(-"f—-_
. s . _ 0,9 -4,81481] £
Calculamos el limite por la izquerda dex = 0 R \\ o I/
0,6 10
x—3 0,55 | -11,7355 \ |
llm = — 0,35 | -27,3469 | |
x=0" X2 0,15 140 l{ li
-0,05 -1220] r ‘
Calculamos el limite por la derecha dex = 0 oo Tz [
0,11 -238,843
Xx—3 0,21 | -63,2653
lim = —Q 0,5 10}
x—0t X2 2 0,25
lim oo
x—-0 X2
x fx)
3 =3 -0,25 3 T
C) llm—z, parax = 0; f(x) = 1/0 0,5 0,5 . \ {)()
x-1(x—1) 0,6 1,35 \
L . 0,7 | 3,81111 o
el limite sera oo con signo + o — 0,8 12,3 \
L. . 0,9 72,9 s
Calculamos el limite por la izquerda dex = 0 1 . \
3 1,1 133,1 \H-____
i X 12 43,2 5
P — w
Xll)r}l_ (x— 1)2 + L. e—
L6 | 11,3778 ‘¥ 20 05 5E IS 5202
Calculamos el limite por la derecha dex = 0 2 8 3
2,5 | 6,94444|
lim —
m-———= +o
x-1% (x — 1)2
li X
m ——— = +®
xal(X-l)Z

Limites de una funcion en el infinito

Consiste en hallar el valor de la funcién cuando x se hace muy grande o muy pequefio

lim f(x) =L => para valores muy grandes de x la funcion se aproxima a L
x—>+00

lim f(x) =L => para valores muy pequefios de x la funcion se aproxima a L
xX——00

lim f(x) =4+c => para valores muy grandes de x la funcion tiende a + o
x—>+00

lim f(x) = —o => para valores muy pequerfios de x la funcion tiende a — ©

X——00

Funciones polinémicas
Siempre hay que analizar el monomio de mayor grado.
34. Ejercicio
Calcula los siguientes limites de las funciones
a) )!LI‘EOO —x?> +3x+5; b) )!errlm 53 +7x  ©) )}i_)r{rloox —3x*

Solucion

Para calcular estos limites hacemos lo mismo que para calcular el limite en un punto
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a) lim —x? + 3x + 5; sustituyo x = +0; —(+0)? +3(+0)+5= —(+w)+0+5

X—+00

Tienen mayor peso el (+o)al cuadrado => que como tienen un — delante

lim —x? +3x4+5= —o

X—+00

b) lim 53 + 7x sustituyo 53 + 7(+) = +00 => llm 53 +7x = 400

X—+00

c) lim x—3x*,sustituyo 400 — 3(+0)* tiene mayor peso el de mayor exponente

X—+00

lim x—3x* = —o0

X—+00

35. Ejercicio
Calcula los siguientes limites de las funciones

a)lim —x?> +3x+5; b)lim 5% +7x ¢) lim x—3x*

X——00 X——00 X——00
Solucion

Para calcular estos limites hacemos lo mismo que para calcular el limite en un punto

a) lim —x? + 3x + 5;sustituyo x = —00; —(—)? +3(—0) 4+ 5= —(+x) + 0 +5

X——00
(—o0)? seria (~o0)(~00) = +o0
Tienen mayor peso el (—oo)al cuadrado => que como tienen un — delante

lim —x? +3x+5= —oo;

X—+00
b) lim 5% + 7x sustituyo 5% + 7(—o0) = —oo=> lim 5% + 7x= —o0
X——00 X—>—00

¢) limx —3x* ,sustituyo —oo — 3(—)* tiene mayor peso el de mayor exponente

X——00
x* => (—00)* = 400 como tienen un — delante
4 _

lim x—3x —00

X——00

36. Ejercicio
Calcula los siguientes limites de las funciones

a) lim x3 +3x2+5; b)lim x® +3x*+5 ¢) lim —3x% +5x

X—+00 X—>—00 X—>—00

d) lim =3x% +5x

X—+00

Solucion

a)limx3® +3x%+5

X—+0o

Al ser polinomica la funcion solo miramos el monomio de mayor grado

(+00)3 = 400 =>limx® +3x*>+ 5= to

X—+00

b) lim x3 +3x?2+5; (—»)3 = -0 => [lim x3 +3x*+5= —

X——00 X——00

c) lim —3x? +5x; (—»)? = +oo como tienen un signo — delante =>

X——00

lim —3x? +5x=—o

X——00

d) lim —3x% +5x ; (+%)? = 400 como tienen un signo — delante =>

X—+0o

lim —3x? 4+ 5x= —o0

X—+00
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Limite de Funciones racionales

P(x
Para calcular le limite del cociente de dos polinomios lim ( )miramos el grado de los polinomios

=5 \Q(0)

p grado de P(x) > grado Q(x) => limite = o
liT (—) grado de P(x) = grado Q(x) => limite = a/b
) grado de P(x) < grado Q(x) => limite = 0

37. Ejercicio

Calcula los siguientes limites de las funciones

_ 1 1 C(x2=2 . /5-x _ 2x2 -2
@ Im(5)i 0 lm(sz) 0 lm(=7) o im (7)o tm (S5

Solucion

1
a) lim ( x) mayor grado el denominador => lim (—) =0;

X—00 x—00 \ 400
b ( ! ) do el denominador => lim ! )—
) 3%2 mayor grado el denominador = xl_l;l;) 3 (4002 =
x? -2 . [((+2)2 =2\ +ow
c¢) lim ; mayor grado el numerador lim Y === —o0
X—00 x—00 — —_

X\ . ) o /5—x -1
d) )11_)1’2) (X n 5) igual grado numerador y denominador ll_)rg (x n 5) = —=-1

2x% =2 2x% =2 2
e) lim 213/ igual grado numerador y denominador lim =35=

1
x—-00 \ 8x% + 3 4’

38. Ejercicio

Calcula los siguientes limites de las funciones

. 2x2—2_b \ (x+3 ) i V8x3 +4x2 +1 . V8x5 + 4x% + 1
@) x—1>rPOO x+3 ) ) xl—pgo \Vax2 + 3 5 6) xl—{?o 5x+1 ) x1—>r£10 4x +1

Solucion
(2% =2 C[(2x2 =2\ (~©)? +oo
a) lim ; mayor grado el numerador lim = =—= —o00;
x>-0o \ X+ 3 x>-oo \ X+ 3 —0 —
b) l_(x+3) X X X lerado li <x+3) 1
m ; = igual grado lim | ———) = =;
Co\ViZ 13 Vaxe VA 2x o8 xoeo \ax2 +3/ 2
y V8x3 +4x% + 1 38)(3_ 2x ] do li V8x3 +4x2 + 1 2
) ity 5x +1 ""5x 5%’ sigul gra o5 S5x +1 T 5
5
. Vexs +4x2 + 1\ V8x®  2x3 do el 4
) lim yPor] ST Ex ; mayor grado el numerador;
(VB +ax? + 1
Im|{—— | =+
x—00 4x + 1
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Limite de Funciones exponenciales
Las funciones exponenciales en los nimeros reales la base ha de ser>0;
Los limites de las funciones exponenciales cuando x — o, dependen del valor de las base.

sia>0 lima* = oo; ejemplo lim 2* = oo
X—00 X—00
lim ax{si0<a<1 lima*=0;ejemplo lim(1/4)* =0;
00 X—00 X—00
* sia=1 lima* = oo; ejemplo lim 1* =

X—00 X—00

Los limites de las funciones exponenciales cuando x - —oo, dependen del valor de las base

X——00 X——00 a*®
lim a*;ejemplo lim (1/4)* = (1/4)C®) = 4 = oo;
X—>—00 X——00

sia=1 lim a* = oo; ejemplo lim 1* =1

X——00 X——00

1
sia>0 lim a¥= lim at*® =—=0;
lim a*{ 4 <1

X——00

39. Ejercicio
Calcula los siguientes limites de las funciones
a) lim 2%; b) lim 0,5%;c¢) lim 0,5%
X—+00 X—+0o0 X——
Solucion

a) lim 2X=+4o0

x—+o00
5\ /5\"”
i X = i = (|— =0
b) Jm, 0> ‘xﬁﬁ(ﬂﬂ ‘(m) o

el denominador se hace mayor que el numerador

lim 0,5%= li > X—<5 —°°_<10)°°_+
0 Jm 05= i (17) =(55) =(5) =+
el numerador se hace mayor que el denominador

1
; X — i X =0
@) xl—l>T002 B xl—lgloo(z) 0;
40. Ejercicio
Calcula los siguientes limites de las funciones
a) lim 27%; b) lim 27*;¢) lim (0,5)7*
X—>+0o0 X—>—00 X—>—00

Solucion

1 1
b) lim 27 = lim G = ()" = 27 = +oo;

10 10__ 5
m (?)X = (?) = (E) =0;

li
X——00

5
) Jm (057 = lim g™ =
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Limite de Funciones logaritmicas

Las funciones logaritmicas por definicién la base ha de
ser >0y distinto de 1;

lim log, x = +0; ejemplo lirJP log, x = oo;
X—+00

. X—+00
(sia> 1{ lim log, x = 0; ejemplo/limlog; X ="—¢5;
X—-+0 X—0

=1

19

i logyx = +<ojemplo RN

. X—+00
SRR R ——
X—

41. Ejercicio

Calcula el siguiente limite liTS log, 2%;
X—

Solucion

lirJrrl5 log, 2X = log, 2° = y; por definicion de logaritmo 2°> = 2¥ ;y = 5;
bl

3 X — .
’CILTS log, 2* = 5;

42. Ejercicio
5

’

Calcula el siguiente limite  lim log, [~ ot
alcula e Slgulente 1mite xl)l}:lz ng (XZ—H>

Solucion

X542 x2+1 22 +1
43. Ejercicio
senx

Calcula el siguiente limite lim ——;
x-m/2 1 4 cosx

Solucion

. esenx esen% T T
o = Ty easT = (72 = b5 =0) =
x5 1+ cos>

21(33)
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PROPIEDADES DE LOS LIMITES

Limite de una suma de funciones

lim[ f(x) £ g(x)] = lim f(x) £ limg(x)
x—-a xX—a xX—a
Limite de un producto de funciones

lim[ f(x) * g(x)] = lim f(x) * limg(x)
xoa x-a x—a
Limite de un cociente de funciones

lim[ f(x)/g(x)] = lim f(x)/limg(x)
x-a xX—-a xX—a

Limite de una potencia de funciones

lim[ f(0)8®] = lim[ f)]*29Y  si f(x) > 0;
x—a

x—a
i g0 = o JmFe-1]xg(x)
lim [ f(6)8®] = e

Limite del logaritmo de una funcién
lim [log, f(x)] =logp[limf(x)] Sia>0yF(x)>0
xX—a xX—a

Calculo de Limites “Indeterminaciones”

Si fy g son dos funciones tales que lim f(x) = by lim g(x) = c.Se cumple:
X—a X—a

fl b
limf(x) + limg(x) =b+c¢ limf(x) *limg(x) =b*¢; limﬁ =—;
x-a x—a x—a x—a gx) ¢

X—a

lim f(x)8®) = be

X—a

Las indeterminaciones se resuelven operando las expresiones que aparecen en el limite hasta
llegar a otras que tienden a un valor real o a +- o

(0]
12 tipo de indeterminacion —
(0]

Para resolver esta indeterminacion dividimos numerador y denominador

por el exponente mayor grado

44, Ejercicio

Calcula los siguientes limites de las funciones

I 2x? — 2\ N ( x+3 ) I V8x3 +4x2 + 1 D V8x5 +4x2 +1
a) x_l)l’_nw +3 )’ ) x— \\[4x2 + 3 ’ C) xl—l;g 5x+1 ) xl—g}n 4x +1
Solucion
. [(2x* =2 o (2x* =2\ (+®)% 4o
a) lim ; mayor grado el numerador lim = =— = +o0;
x>0\ X+ 3 x—+0\ X+ 3 400 +00
2x2 2 2
L (2x2 =2 | x (%2 2-0\ 2
Demostraciéon lim =lim | ——5— | = lim = ( ) =—=+40
x>0\ X+ 3 x—00 X 3 xooo | 1 3 0+0 0
Zte T
x? ' x X
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b) l_(x+3) X X lorado i <x+3) 1
im ; = — jgual grado lim [——) = =;
o \Vaxz 13/ VA 2x BB xo0 \\fA4xZ +3/ 2
Demostracion
X+3 X3 143 143 1+%
lim (—)=lim X X = lim | ——2%— | = lim X =
oo \Jax2 1 3 3
o0

(1+0)_ 1 1

vito/ va 2’

c¢) lim

X—00

V8x® +4x2 + 1\ V8x® 2x )
, = —;igual grado lim
X—00

Vexd +4x* + 1\ 2
Sx+1 5x 5x D

5x+1

Demostracion
. 318x3 +4x2+1 318x3  4x2%2 1
i V8x3 +4x% + 1 ) 3 . X Pt
x1—>r23 Sx+1 - xl—l;]; 5x+1 - xl—g}: 5_x l -
X X X
3 8 4 1 5 s
i txta)| ¥8¥0x0 V8 2
im = — =
x—00 5 +% 54+0 5 5

d) lim

X—00

V8x5 + 4x2 + 1
_— | =4+
4x+1

5
Vex® +4x2 + 1\ V8x® 2x3 o el .
dx T 1 ) dx = 5X ,mayor gra O el numerador,

lim
X—00

Demostracion

/3/8X5+4x2 1\ \
xﬁml\ 4x+1 /lz,lﬁm\ 4x + 1 /l

( 8x5 + 4x2 + 1>

S\ T ) T i -
5
X3
3I8x5  4x% | 1 3 4 1
) S5 tos Ty y 8+t | ¥8+0+0 V8 2
1m = lIm = = = — =00
>0 4 1 S0 =2 4 4
* ZTr= * 43 + L S0 X400
X3 X3 X3 X2

45. Ejercicio

1 —_
Calcula el limite de la funcion lim (—e)

x-o \ 14 2eX
Solucion
. 1—¢* limite del numerador = 0 oo o
lim ( ) = — = — indeterminacion
x»o \ 14+ 2eX limite del numerador = o«

Para quitar la indeterminacién dividimos numerador y denominador por e*
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- - -1
. eX X Y eX X L eX .
Im | F—e | = Iim| F—%e | = Jim| =3 ;
=T =T =2
dado que lim a* =o0; lim == 0;
X—00 X—00 €
. %—1 0-1 1
im = =—=
o | 1 0+2 2
B = + 2
0

2°%tipo de indeterminaciona

Para resolver esta indeterminacion factorizamos y si hay raices racionalizamos
Para resolver indeterminaciones de funciones trigonometricas ha de tenerse en cuanta
sen kx

Limites especiales lim k;
X—0 X

46. Ejercicio

o o . . 1—cosx
Calcula los siguientes limites de las funciones 11m0 N\ ;
X—
Solucion
. 1—cosx 1—cosO0O 1-1 . )
lim = = = —; indeterminado
x—0 X 0 0 0
~ 1—cosx ~ 1—cosx 1+cosx 1% — (cosx)? . (senx)?
lim — = lim * = lim —————= —_—=
X0 X X0 X 1+ cosx x-0 X(1 4+ cosx) x-0 X(1 + cosx)
I sen X senx sen 0 " 0 0
im ] = * = *—=0;
X 1 + cosx) 1+1 1
X-0
47. Ejercicio
Calcula los siguientes limites de las funciones
y tg3x Byl x—1
3) o x ) o1 X% — 1
Solucion
oo tg3x o . tg3x  tg0 0 :
a) lim —— sisustituyo lim —— = —— = —indeterminado;
x-0 X x->0 X 0 0
tg3 sen3x 3 3x 1 1
X sen 3X sen 3X
limg—= lim 083X _ |y = lim * )=3%—-=3;
x>0 X x>0 X x-0 X * COS3X X=0 X cos3x 1

x—1 0
b) lim = —; para resolverlo descomponemos en factores
x-»1x2—1 0
x—1 x—1 1 1
lim

X2 —1  xet (x+ D -1 i+ ) 2
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48. Ejercicio

Calcula los siguientes limites de las funciones

| x2 —7x+ 10 i X2 —4x+4 i x2 =1
Al — D Im e = O Im T
Solucion

x? —7x+ 10 22—-7%2410 0

a) 1)1(1_1)12 Z_2 = 74 =0 descomponemos en factores
Y x2 —7x+10 ; (x—5)(x—-2) ; (X—S) 3

e x2—4 | x x+2)(x—-2) ras) (x+2) 4
bY lim X2—4X+4_2 —4*2+4_0
I 2 T T@-2-2 "0
I x2 —4x+4  x=-2)(x-2) (X—Z)_O_0

e X —x—2 | xoh x—2)(x+1) s x+1) 3 7

lm -1 (-1)2-1 o 1-1 0
O M o1~ CP+2-D+1 1-2+1_0

x2—1 ; x-Dx+1) ; x-1) -2

lim — —_— =—;
SlixZt2x+ 1 x—>1(x+1)(x+1) s 1(x+1) 0

tenemos que ver si va a o0 a — o 0 no existe. Hallamos limite porla +y —

limite por la izquierda x = —1.1 => lim &2 = “bi=L_ T2
imite por la izquierda x = lim G+ —Li+il- o1 positivo
limite por la derechax = —0,9 => lim = negativo

o1(x+ 1)  —09+1 401

Limite por la derecha es distinto del limite por la izquierda no existe limite

49. Ejercicio

Calcula los siguientes limites de las funciones
2

X X
a)lim ———— b)) lim ——
)X—’Ol—v1—x ) 20 ] — \1—x
Solucion

X 0
a) lim = =—
)X—’Ol—\/l—x 1-+v1-0 O

usaremos la identidad notable (a? —b?) = (a+ b)(a—b)

X 1+v1—x ) x(1+\/1—x) ) x(1+41-x)
lim = lim = lim ————
x-0 1 — /1 —x 1+,/1_x X201 (m x-0 1—1+x

multiplicamos por el conjugado

x(1+.1—x
= lim %zlimo(1+,/1—x)=2;
X—

x—0
b) 1 X 0 0 multipli I conjugad

) im - m - \/T 0 multiplicamos por el conjugado

x2 1+ vi—-x 2(1+\/1—x) O xX*(A+J1-%)

lim =lim ———=1lim ————=
x50 1 — /1 —x 1+w/1—x X0 (\/——x x—0 1—1+x

lim 2(1+\/
= lim

Xx-0

llmx(1+,/1—x =01+1)=0;
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50. Ejercicio

Calcula los siguientes limites de las funciones

 Vx¥2-2 . Jx¥8-
a)lim ———— b) lim ————
X2 -2 x>1 1 — +2x—1
Solucion
Vx+2-2 242-2 0 o .
a) 11m2 o =7 "~ multiplicamos por el conjugado
X — -

o Vx+2-2 x+2-2 W+2 (m —4
lim ———— = lim im
x-2 X =2 x>2 X =2 \/x+ +2 2 (x—2)(Vx+2+2)

(x+2)—4 - i x—2 - i 1 B
B G —DWxTZ+2) R G_(xT2+2) Rkt

1 1
V2+2+2) 4

b i Vx+8-3 Vi+8 0 tioll ! q
m —multiplicamos por 1os conjugados
x>1 1 — 2x—1 1—\/2*1— "0 P . e

Vvx+8—-3 +vx+8+4+3 1+\/2X—1
im *
x»1 71— +2x—1 Vx+8+3 1+ v2x—1

(JXF8) -9 14 V2x—1
m *
1o (J2zx—1) Vx+8+3

x+8-9 1+ vV2x—1 x—=1

) 1+ vV2x—1

im * = lim * =

x11-02x=1) Vx+8+3 -1 -2x+1 x+8+3

I x—1 1+ v2x—1 I 1+ v2x—1 1++v2x1-1

m * = m = =

1 —2(x— 1) VX843  *1 2(Wx18+3) —2(If8+3)
1+1 2 1

—2(J/1+8+3) -2+6 6
Podriamos comprobar el valor de la funcion a la derecha e izquierda de 1 y vemos que el
valor es correcto
51. Ejercicio
x—8
Calcula el limite de la funcién li
Solucion

x—8 8—-8 0

: 0 .
1)1(r_r)18 2 = 5 —2 = 5> =6;Lndetermmado

Tendriamos que racionalizar pero como es una raiz cubica usamos la expresion
suma y diferencia de cubos

(a® —b3) = (a—b)(a® + ab + b?);
(@® +b3®) = (a+b)(a® — ab + b?)

i -8 x=8 ()?+2+3Yx+22
m
xﬁs\/‘—z e Ux -2 Gtz x+2

x=8)(¥x)? +2Vx +27
Wy @0 + 2002 — 202 + 4Vx — 4V -8

. (x-8)(¥x)* +2¥x +4

X—8 X — 8
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=lim ((%)" +23x+4) = ((¥8) +2¥8+4) = 4+4+4=12

lm =5 — 4
pt Yx—2
Comprobacion
la izauierda li x—8 I x—8 79-8  -01 1195
por laizquierda lim T X1_r)r71’9§/§_2— 792 —00084 7%
la izquierda li x—8 y x—8 81-8  +01 — 1205
por la izquierda lim DY xgg,li/E—Z_W—z_+0,0083_ ,05;
52. Ejercicio
o o k-1
Calcula el limite de la funcién lim
x-»1 x—1
Solucion
li i/5_1—1_1—0'c1t inad
im ——— =77 = gindeterminado
o Wx-1 x—1 Q)P+ 1+ 17 (Vx)* -1
lim ———— = lim ———* = 3 = lim —= -
-1 x—1 x>1 x—1 (Ax)2+1+«Vx+1 =1 (x —1)(x) + 1+ Yx +12)
) x—1 ) 1
= lim > = lim >
L —D(Vx) +1xYx+12) 1 (Yx) +1+Vx+12)
1 1 1 i Yx-1 1
= = == m = —;
(3\/1)24_1*%_’_12) 1+41+1 3" x1 x—1 3
Comprobacion
o Yx=-1  Yx-1 3Y09-1 -—0,0345
por la derecha l)l(r_r)l1 =1 ; )l(l_r)rolr9 e = 09-1 = —o1 = 0,3451;
V-1 Yx—-1 {11-1 0,03228
por laizquierda lim Vx lim Vx = = = 0,3228;

et x—1 ° xeii x—1  11-1 0.1

32tipo de indeterminacion oo — oo

Para resolver esta indeterminacion usamos distintos metodos:

Por comparacién de infinitos, cuando podemos apreciar a simple vista el grado de los
infinitos

Operando la diferencia que origina la indeterminacién y calculando después el limite que
quede

Cuando hay raices se debe multiplicar y dividir por el conjugado para hacer desaparecer la

raiz que dificulta el calculo del limite
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53. Ejercicio
Calcula los siguientes limites de las funciones

a) lim x* —=5x3+ 7x b) lim x? —5x3% ¢) lim x* —5x3

X—00 X—00 X—>—00
Solucion
lim x* —5x3+ 7x = oo* — 5003 + 700 = + pues corresponde al de mayor grado
X—00
b) lim x? —5x3 = 0% —500% = —00% = —(+) =
X—00

—oo pues corresponde al de mayor grado

c) )}Lr{lm x? —5x3 = (—0)? — 5(—)3 = +oo pues corresponde al de mayor grado

54. Ejercicio
Calcula el limite de la funcién
1 2X

l>l(r—1»]2 Xx—2 x2—4
Solucion

y 1 2x 1 4

2x—2 x2—-4 .0 0 °°°

y 1 2x fact I 1 2x _

Xz x— 2 x2— 4 DeTAmOs o I e T k- +2)

) x+2) 2x ) X+2—-2x ) 2—x
lim — =lim ——— = lim ——
-2 (x—2)(x+2) (x—-2)(x+2) x-2 (x—2)(x+2) x>2 (x—2)(x+2)
i —(x—-2) - 1 <1\ 1_1_ 1 2x 1_

e (x—2)(X+2)  xr (x+2) 4 xwex—2 x2—4 4
Comprobacion
limite por la izquierdai ax 1 2099) _ 2506
fmite por fa lzquierda x—l»rir,l99 x—2 x2—4 199-2 1992—4 ’
limite porJa derecha 'li ax __ 1 2201 249377
fmite poria derecta o1 x—2 x2—4 201-2 2012—4

55. Ejercicio
Y L X*+1 1-2x
Calcula el limite de la funcién lim +
X— X 2
Solucion
x2+1 1-2x

lim + = 00+

x>0 X 2

X2 +1 1-2x oo 2(x%+1) x(1-2x)
lim + ; operamos comun denomunador lim +

X— 00 X 2 X— © 2X 2X

o 2(x2+1D) x(1-2x) 22+ 1) +x(1-2x) o 2x2 424+ x—2x?
lim + = lim = lim

X— 00 2X 2xX X— 00 2X X— 00 2xX
x4+ 2 . . . o x+2 1
lim ” = numerador y denominador tienen el mismo grado; lim ” = E;
X— 00 X— 0o

. ) Cox+2 0 x/x+2/x 1+0
Otra forma divido los dos terminos por x lim ———; lim = =1/2
x00 2X  xow  2X/X 2
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56. Ejercicio

o . 1 1+x
Calcula el limite de la funcién lim —— 5
x- 0 X X
Solucion
I 1 1+x 1 1+0
;Lno;_ x2. 0 0 T ®
1 1+x oo 1xx 1+x oo 1xx—1-x
lim —— ; operamos factor comun lim - = lim ————
x-0 X X2 x-0 X2 X2 x-0 X2
lim
— = —0
)}—>mo x2
57. Ejercicio
2 1

Calcula el limite de la funcién lim -
x»1x2—1 x—1

Solucion
] 2 1 2 1 2 1
I e i %=1~ T=1 1=1°0 0 °"°
) 2 1 ) 2 1
operamos lgllxz—l_mz l)!_rpl (x—l)(x+1)_x—1
) 2 1(x+1) ‘ 2—-(xx+1) ) 2—x—1
= lim — =lim ————= lim ———
-1 x-1DEE+1) E-DEx+1) x1x-1DE+1) -1 (x-—1DE+1)
. —-x+1 . -x-1) ] -1 -1 1
I D+ D . MG DerD . MG D a+D 2
. 2 1 1
lgl1m_x—1=_z;

58. Ejercicio

Calcula el limite de la funciéon lim /x% —x —x;

X— 00
Solucion
lim {/x2 —x—x = 00 — oo;
X— 1

multilicmos y dividimos por el conjugado lim /x? — x —x;
X— 00

lim (2 —x—x) » A xtx L (W ox—x) (x4 X)

VXE—x4+x  xo V2 —x+X
(Vx2 —x)? — x? x? —x — x? —x
lim ———= lim — = lim —
x>0 g2 —x+Xx X2 04/x2 —x+ X X042 —x+X
Para resolverlo dividimos numerador y denominador por la variable con mayor grado x
X
I — I X I ! I !
im —— = lim ——— = lim —; lim — =
x—>001lX2_X+X x—»oo,/XZ_X_}_X X— o X2 X X X— 00 1
— S-= +2 1-= +1
X X X X

-1 -1 -1 1
lim = =——; lim Vx> —x—x=—-;
X— 00 1 1/1 -0 + 1 2 X— 00 2

1-1 41
X
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59. Ejercicio

Calcula el limite de la funcién lim \/X2 -2- \/x2 +x;

X— 00

Solucion

lim Vx2—2—{x2+x,= 0w—w

X— 0

o (=2 =) = i, (=2 i) « O Tt

i (Vx2=2—=Vx2+x) * (Vx2 =2 +VxZ +x) i (Vx2 = 2)? — (Vx% —x)?
im = lim

x> o0 (Wx*=2 +{x2+x) oo (VxZ-2 +/x2 +x)

(Vx2 = 2)? — (Wx% —x)?
im =
oo (Yx2 =2 +,/x2 +x)

x2—2—x*+x

—2+
m = lim z
wo(Yx2 -2 +x2+x) 2 (x2-2 +x2+x)

Para resolverlo dividimos numerador y denominador por la variable con mayor grado x

2 X 2
lim _§+§ _§+1

y 0+1

1m =

oo 2 2 2 x> e 2 1. (VI=0 +,1+0
(\/%‘X_ZJF\/;%’L%) (Jl—x—2+\/1+§) ( V1+0)

1
lim \/XZ—Z—\/X2+X=E

42 tipo de indeterminacion 0 * co

Para resolver esta indeterminacion la convertiremos en otros dos tipos que ya sabemos
o0 0
resolver — o o

60. Ejercicio

Calcula el limite de la funciéon lim
X— 00 LX — 1

*4/3x2 + 1;

Solucion

2 2
lim > 1*\/3x2+1=—* 302+ 1=0%00
X—> 00 LX —

2(00) =1

2 2v3x2 +1
operamos lim 1 *4/3%x2 +1 = lim ———— hemos transformado enoo/co
X— 00

X — x>0 2x—1
3x2 1 2 13 1
y 2V3x2+1 i 2\t i fo—z_zx/3+0_2\/§_\/§
wow 2x—1  xew 2x_1  xbw o 1 2-0 2
X X X
lim xy/3x2+1=1+3

X—)oozx—l
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61. Ejercicio

Calcula el limite de la funciéon lim(x—1) ———;
oD

Solucion
lim(x — 1) ! =(1—1)*;=0*oo;

-1 x*-1 1-1

1 x-1) 1 1

operamos lim(x =1) ==y =3y = M o e D " & D 2
lim(x — 1) ! = l;

-1 x*-1) 2

62. Ejercicio

Calcula el limite de la funciéon !(i_r)nOo X * 3%;
Solucion
Lipmx*3‘x = Liinmx*§ =o0x*0
lim x*3™* = lim x* l = lim X2 0,dado que 3* crece mas que x
X— x>0 3% x5>w3X 3%

5° tipo de indeterminacion n® (0% ,1%,°)

Para resolver esta indeterminacion la convertiremos en otros dos tipos que ya sabemos
o0 0

resolver — o =
oo 0

1\ 1 f(x)
Definicion del nimeroe => lim (1 + —) =e; tambien lim (1 + —) =eg;
n-oo n n-oo f(x)

Para la resolucion de indeterminaciones 1 podemos usar la siguiente propiedad

; g(x)7 — }Ci_{rcll[f(x)—l]*g(x)
chl—IE[f(X) ]=c¢e

63. Ejercicio

1
Calcula el limite de la funcién lim (1 — ;)ax

X— 00
Solucion

1 1
lim (1 - ;)ax = 1%; aplicamos la definicion de (e = lim (1 + ;)X)

X— 00

—ax

lim (1 -2 = lim (1+—)=1 = lim [(1+2))]* =e™*=—
X— 00 X X— 00 —X X— 00 —X e

lim (1 - 9= =
im (1) =

X— 00 e4
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Otra forma de resolverlo

Aplicando formula llm[f(X)g(X)] = e A% [M00- 11800

e )l(l_lg[f(x)—l]*g(x); 11m (1 _ i)ax — )!ng[(l———l]*ax — llm [(1———1]*3X —
X— 0
1
e )!l—}g)[( e = 4= —
e

64. Ejercicio

1
Calcula el limite de Ia funcién lim (1 + n—)“‘1
n- oo

Solucion

1
lim (1 + —)“ 1 = 1% aplicamos la definicion de (e = llm (1 + —)X)

n— oo

n-1
lim (1 + ?) = para poder usar la definion multiplico y divido en exponente
n- oo

1 1 . n-1
por (n + 2) 11m (1 + )(n DG = 11m (1 + . 2)(n+2) (72 = e htont2

- . n-1
. lim ==

dado que lim =1 =>enteontz = el =¢;
n->oon —

lim (1+ ! — ) l=e
n- oo n+2

Otra forma de resolverio

Aplicando formula lim [ f(x)8®] = e +Isf)-11e00
X—00

o lmIfGO-11:860 _ (1+L)n . enliﬂo[unlﬁ—l]mq _ EJL%%: ol = o
n> oo
65. Ejercicio
) 3x3 4 x 2xt1
Calcula el limite de la funcién Liinm(m x?
Solucion
3x3 + x 2x+1 0 ©
Lipm(m) = ( ;)5 resolciendo limite de la base y del exponente

2x+1

0
o 3x3 + x 7_ 3.1
x> \4x3 + 2 a 4) _(4)
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66. Ejercicio

x2
2X + 1\x+1
Calcula el limite de la funcién llm ( )
2x+ 4

Solucion

lim NI - (9% resolciendo limite de la base y del t

im x+1 = (—)» resolciendo limite de la base y del exponente

m Gx+2 ) y P

I 2x+ 1 x% 1%

1m x+1 =

X— oo(Zx + 4

) 2X+1 x? . [2x+1—-(2x+4)] x2 . [-3)] x?
e MmlfGO-1]8() _ o Jim |1l = e )!Lr’f.‘o[ PrE I (s R L e |
lim [;2 lim [ —3x7 3 2
e X160 2x+4)(x+D)]" @ X2 2x2+6x+4 =e 2=e¢e3;
x2

i 2x+ 1\x+¥1 2

1m =e3

X— 00 <2X + 4)

67. Ejercicio
1
. e 1\xZ-1
Calcula el limite de la funcién 11m1 (—)
X X
Solucion
_r

. 1\x2-1

lim (—) =1

x—=1 \X

1
_ 1\x2-1 L 1 o [1=X), 1
Aphcamos e )l(m;[f(x) 1]*g(x); 1im1 (—) = e )1(1_)11} X 1]*x2—1 =e >l<1—»n}[ X ]*xz—l
x— 1 \X

lim [1 X] 0 1 —X 1-—x
e 13 —xl = ¢0 resolvemos la ldetermmacwn ] = =
0’ —-xlI xx-1DE+1)

1

_(X_ 1) 71 ;P => ex—>1[x2+1] —e¢ 2 =¢e2

x(x—1Dx+1) “xZ+1

68. Ejercicio

x+1
o . . 2x + 1\x-1
Calcula el limite de la funcién llm1 ( 3 )
X—
Solucion
x+1
) 2x + 1\x-1
lim ( ) =1
X— 1 3
) 2X+1 x+1 . r2x—2] x+1 . (2x—2)(x+1>]
e )l(l_r)ra}l[f(x)—l]*g(x) e x—>1 1]*x—1 = e )I(LH%[ ]*ﬁ =e )l(l—»n} 3(x-1)
. 2(x—1)(x+1) . 2(x+1) 4
x—>1[ 3(x-1) ]—e)l(l—{ri[ 3 ] =e3;
x+1
2%+ 1\x-1 4
lim ( ) =e3
x— 1 3
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