Limites de sucesiones y funciones
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1.1

1.2

1.

Sucesiones de numeros reales

Se llama sucesiona toda aplicacion en la que para cada valor de un numero natural le

corresponde un nimero real

2n+1 L
a, = para cada valor de n a toma un valor distinto:
n+ 10
p 1o _2x141 3
e T U TE
P 4> _2x4+1 9
AAn=t=r L= o010 14

Sucesiones monotonas

Estrictamente crecientes (crecientes):

Se cumple que cada termino es mayor que el anterior a,,; > a,

Estrictamente decrecientes (decrecientes):

Se cumple que cada termino es menor que el anterior a,.; < a,

Sucesiones acotadas
Una sucesion esta acotada superiormente si existe un numero real mayor o igual que todos
los terminos de la sucesion
Una sucesion esta acotada inferiormente si existe un numero real menor o igual que todos
los terminos de la sucesion
Una sucesion se dice que estd ocotada si lo esta superior e inferiormente.
Ejercicio

. \ n—1

Dada la sucesion de termino general a,, = T Calcular
n
a) Sus tres primeros terminos
. 15

b) Hallar el lugar que ocupa el termino ag = 17

¢) Demuestra que es creciente
d) Halla si es que existe una cota superior e inferior
Solucién

a) Sus tres primeros terminos:

1-1 2—-1 1 3-1 2
M=y 0T Ty B3T3y
. 1 . 16—-1 15
b) Hallar el lugar que ocupa el termino ag = 7 ocupara el termino 16 ppues a;g = T6+1-17

¢) Demuestra que es creciente

n—1
Para ver si es creciente
n+1

comprobamos si se cumple a,,; > a,
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(n+1)—-1 n-1 n n—1

;=> >
m+1)+1" n+1’ n+2" n+1

multiplicamos n(n+ 1) > (n — 1)(n + 2);

25

2

n? +n > n? + n — 2; quedando 0 > —2; se cumple
15 n—1

Es creciente pues se cumple a,,1 > a, a, =

1 n+1
d) Halla si es que existe una cota superior e inferior a5 /
Existe una cota inferior pues todos los terminos 0 J

5 10 15 20

son mayores que 0 -0,5

Se cumple que cada termino es mayor M < a,,; ParaM =0

Se cumple que cada termino es menor M > a, PraM =1

Ejercicio
Se considera la siguiente sucesion definida por recurrencia a; = 3; a,41 = 2a,; Calcular
a) Calcular sus 4 primeros terminos y di de que tipo es
b) Halla su termino general
¢) Demuestra que es monotona creciente
d) Demuestra que no estd acotada superiormente
Solucién
a) Calcular sus 4 primeros terminos y di de que tipo es
a,=3,a,-2%x3=6;a3_-2%x6=12; a4,_2x12=24......
oloque eslomismo a; =3 2% a,_3 %21 =6; a3-3%2%2=12; a,3+23=24
Es una progresion geométrica a,= 2 * a,_1;
cada termino se obtien multiplicando el anterior por una constantee

b) Halla su termino general; a, = 3 * 21 ;

¢) Demuestra que es monotona creciente 100
Para ver si es creciente a, = 3 * 2"71 90 /
comprobamos si se cumple ap,q > a, 80 a, = 3201 I
3« 2(n+1)—1 > 3% 2n—1'. 3 s 2NH1-1 5 3 2n—1'. 70 /
60
2" > 2" tnlog2 > (n— 1) log2; % /
Se cumple quen > n — 1; Monotona creciente 40 /
d) Demuestra que no est4 acotada superiormente 30 //
ap=3%2"1 k> ay k= 3x2"1 20 /
k 1 k 1 k 10 /
§2 2n-1 log§2 log 2™~ ;10g§2 (n—1)log?2 8
k 0 5 10 15

log§
n—12 3x2n1

log2
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1.3 Tipos de Sucesiones segun su limite

Sucesiones convergentes: Son aquellas que tieneden a un numero real o lo que es lo mismo

lim a, = I (numero real)

n—oo

Sucesiones divergentes : Son aquellas que tieneden al infinito lim a,, = oo;
n—oo

Otras sucesiones: Son aquellas que no tienen a un limite ni finito ni infinito

3. Ejercicio

2n+1
Comprobar que el limite de la sucesion a,, = 1110 tiende a 2

Solucion

Doy valores suficientememnte altos y compruebo que tiende a 2i

Si el limite es 2 se ha de cumplira, —2 <e€; [ a,
1] 0,273
|2n+1 | 2n+1-2n-20 0813
- —————————— <5 /
n+ 10 n+10 1] 1,095 5
16| 1,269 i5
-19 10 ) -19 10 21| 1,387 :
o —WU<mn>——- 26| 1,472 4
31| 1,537
: 35
36| 1,587 ’
41| 1,627 3 T 2n+1
46| 1,661 e " n+10
51| 1,689 d
56| 1,712 2
& 173 N - —
66| 1,75 )
71| 1,765 1 /
76 1,779 e /
81| 1,791 ’ /
86 1,802 0 - ‘ ‘ .
o1] 1,812 0 5 10 15 20
96| 1,821
101] 1,829
106| 1,836
111] 1,843
1E+06 2
4. Ejercicio
o o ) ) 5 o =3n*+2n+1
Calcular el limite de las siguientes sucesiones a) lim (7 —n*) b) lim —5————
n-co n-o 2n?+n+ 10
Solucién
a) lim(7 —n?) = -
n-—-oo

10 -93 10 20 30 40 50 90 100110120
20 -393 B

30] -893 lim (7 — n?) B

20[ 1593 Jm
50| -2493 -20000

60| 3593

70| 4893 S

80| 6393

90| -8093

100| 9993 S

110|-12093

120|-14393 50000

130|-16893
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5.

b) lim

n»o 2n2 +n+ 10

-3+0+0
0+0+0

—3n3+2n+1_

now 22 +n+10

—3n3+2n+1_

-100

! 30| -

-200

-300

-400

-500

100

200

300

e

=3t F2m+1
lim———
n—« 2n% + n+ 10

e

™

Limites de una sucesion

Expresiones indeterminadas o indeterminaciones: 00 — oo ; 0 * 00; — ;

1% ; El limite de la sucesion ap

b

lim a,Pn = 1% Indeterminado
n-oo

Definicion del nimero e

n

=> lim
n—oo

. . lim b, .
n esigual a lim ayn-o " Silima, =1y
n—oo n—oo

1
(1 + —) =e; tambien lim (1
n n—-oo

0

. N0 .
5500

0% 1%;

n-oo

1 V@™
-

i)

Para la resolucion de indeterminaciones 1* podemos usar la siguiente propiedad

lim[ f(X)g(x)] = e Hm[f(x)-1]+g(x)

x—-a
n

1
(1+—> =e;
n

lim

n—oo

Ejercicio

Calcular los limites a)

y (Zn 8n) by li
m(——————— m
n—oo ,/3

n

1 1
(-
n-—co n e

lim

3

(2n2+3n+5)(3n2+5n—6

lim b, = o =>

n-oo n(5n3 - n)
Solucion 4300
) l (27’13 _ 87’1) 2000 /
a) lim (——); e
lim \/§ / lim(zn ﬁBn
2000 L A
. 2n®-8n . o
lim (——=—) = o0 — oo; indeterminacion 1990
et \/§ 10 /
2n® 8n 2 8 8 2.0 990
T nZ ~ o? -
lim (—2) = lim oy = X" | = 4 /
n—»oo( \/§ ) n—»oo( \/g ) \/§ 0 kS ) : ‘
= o 3 ° " “ =
2 _8n
3 3
lim (2 = too
n—»oo( \/§
n3
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5
5 5 4,5 ‘
by lim Z 3 ¥ 5)(3n” +5n -6 il i B it 8
n—co n(5n3 —n) \ lim 20 n-:, it n\+ =
3.5 ‘ nGni—mn)
i (2n?+3n+5)(3n%®+5n—6 3
ot n(5n3 —n) 2,5 \‘
. 6n*+19n3 +18n% +7n—30 2 %
= lim
n-0co 5n* —n? 15 ——
1
6n*  19n° 18n? 7n_ 30
= lim n* ne n* nE  nt _ E — 12 0,5
n—oo 5n% n2? 5 " 0 T : ;
T nE a 5 10 15

6. Ejercicio

(3n® +3n* —2)(2n* —3n +2) )i 2n+3
6n6 + 1 P D)l G =3

2n2+n

Calcular los limites a) lim
n—-oo

Solucién

R I N L
a) lim 6n° 1 6
né® nd
2n+3__ ,

b) li n°+n — q®
) Jim G =)

Aplicamos la formula: lin;[ fx)8®] = e Hpe =y
X

2n+3
Calculamos ; lim[f(x) — 1] * g(x) => lim <( ) — 1> 2n? +n);
X—a n-oco \\2n — 3

i ( 6 )(2 2 1) i 12n?% + 6n
= — | = o0;
nl—rEo 2n—3 n n nl—I>r<>10 2n—3 7

I 2n+3
am G =3

) 2n?4n — o

7. Ejercicio

o . 2n%+2n . (@n+3)(-3n+2)+3 ) n+3
Calcular los limites a) lim m; b) lim P — ¢) lim yr—— ;
n— oo n—oo - - n—-oo

3{(8n+3)(—n+3) 2n+5_3n+1 VnZ +n 3n%+3
i - i 2n+1 P " 2
d)&l_rgo n2—-3n+6 e)rlg?o(n—7) i H 111—I>‘Ic;lo(2n+1) "

Solucion
2n? 2n 2 2
_2n’+2n o . W@ T nTtnz 040 0
a) lim———=—; lim— == = =—=0;
n-o N3 +n2 o n-o 13 M 1 140 1
S+t 1+=
n n n
o @n+3)(-3n+2)+3  —-6n’-5n+6+3  —-6n’-5n+9 o
b) lim = lim = =—
n-o 2n2—n-—7 noo  2n2-—-n-—7 noo 2n2-—n-—7 o0
—6n%® 5n 9
i ZO =549 Tl w2tz -6 3
noe 2n2 —n—7  now 202 n 7 2
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I n+3 ~ lim n+ 2 = lim n+3 lim1/2 lim n+3 %_ im(n+3)_1_
ONm 3 _n1—>w(4n+ =l ) = G’ T e 3) T3

N LR B
now |4n+ 3 |4 2
3 (8n+3)( n+3) Bn+3)(—n+3)1 . —8n’+21n+91 1

i B T ———— —3_ —3 3=-=-2-
d)rﬂm/ e el 1 N G Ty LI 1114 Gy iy D S QL) 2

i 3n+1 3
2045 3 gn45 o | lmoma=s
i n-oo 2N+1 - . —
©) lim (== 2n+1; lim () et T SR L S 22 =B
lim =2
n-o n —
n+5 3n+1
lim( ) 2n+1 = 2v/2
noco n—7
|(] Vn? +n li nz+n
2 2 — 4 AR
£ lim (\/nZ + n) nies - (\/nZ + n) Jim 3553 noe 2n+ 1 o |@nt D2n+ 1)
n-oo 21’l+1 n-oo 21’l+1 l 3n2+3_
nl—I>1<;lo le -
i vn? +n i n’+n 1 1 243
im —=1lim [—— = |[— =— 5 b 2
oo 2n4 1 moedn?+4n+l (|4 2 -ﬁm(—ﬁ_iﬁ) - (l)zzl.
2 "noe 2n + 1 2 8’
3n“+3
lim — =3
n—oo n
Vn2 +n_ 3n%+3 1
lim(——) m ==
noeo 2n + 1 8
Ejercicio
2n2+n-3 1
i, im(c————) 33 n2+2n+1 .
Caleularlosimites ). iy (Zn 3 DinGE— 3 ©) ,'152‘0(,12 F1 ;
Solucién
2 3 i 2n—3
= - i m =
a) lim ( ) 2n+1 — llm( ) lim2nt1 _ ) [0S T3 o
n-o 2n + n-oo 2n + 3 lim 274 1 = o
n—oo
Aplicamos formula lim[ f(x)E®] = e lim[f()-1]=g(x)
Zn - [ 1] 2n+1 2n —
2n+l — xLoo 2n+3 n+l, li [ _ 1] 2 1
n—>°o(2n+ 3) € ; xl_{{}o( m+3 (2n+1);
I 2n—3—2n—3] @2n+1) i ([ 2 +1) I ([—1271—6) .
—| * = " _ —12n—-67\
S0 rr= i sl G D) =i s :
Ttvm (Zn—) 2n+1 _ exL‘?o[zms 1]s(@n+1) _ -
n-o 2n +
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2n*+n-3 311+1 2n* +n -3 lim 3n+l lim 2 =1
i S SEE—— 3 = i —_— ) now 3 = n—>002n _n_3 — (o)
b) &l—g}o(an -—n- 3) 111—130(2712 - 3) _ >1
lim 3n4+-=o0
n—co
Aplicamos formula lim[ f(x)8®] = e 2/ (=1
x—a
24
i (2 =Bl tim P aned)
n-eo2n2 —n — 3 ’
i 2n24+n-3-2n2+n+3 3 +1) i ([ 2n ] (9n+1))
1m *(3n+2) ) = lim * ;
x—00 2n2—-n-3 3 x>0 \|2n%2 —n—3 3
i ([ 2n ] In+1 ) i 18n% + 2n 18 3
* = " l)l===1.
i\ =3 O3 ) s I\ |ee =m0 ) "6 =%
2 — . [2n%+n-3 1
lim (M) 3""‘% =@ lim an_n_3‘1]*(3n+§) — 3
noow 2n2 —n —3
©) lim (nZ — n) n?+2n+l. lim (nZ — n) lim n?+2n+1 0.0003
n-oo n2 + 1 "noeon? +1 !
n?—-n \
i = 0,00025
A T \ lim (nd — n) n?+2n+1
lim n? +2n+1= = 2
nl—I}olo n n *® 0,0002 n—~eoo 4+ 1
. n>—n_, lim nz—n_l *(n242n+1) \
lim (™ = o brabrii ; 0,00015
. n?-n—-n?-1 ) \
)}1_)1130 nz—+1 * (TL +2n + 1) 0,0001 \
i —n%—-3n%2-3n-1 0,00005
= = —o0
xl—I}(;IO le +1 \
0 Y :
lim (n2 — n) ni42n+l = g- — 0 5 10 15 20
noe n? + 1 :

Funciones reales de variable real

Una funcion real fde variable real es una relacion que asocia a cada numero real , X un tinico numero real

y = f(x); x variable independiente ; y variable dependiente

Dominio es el conjunto de valores de x que puede tomar la funcion f(x)

Recorrido son los valores reales de y que tona la funcion

9. Ejercicio

Estudiar el dominio de las siguientes funciones a) f(x) =

1
Of () = j;: d) f(x) = log(x? + 3x = 4); ) (x)

Solucién

8(17)
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8
1—e*

;b)) f(x) =2x+ 3x—g




3x*—2x%+6
2) f0) = "D =R,

6 6 6 2
b) f(x) = 2x + 3x—§;lafuncionen Rsoloesvalidapara3x—§2 0;3X2§,‘X2 15;X2§;

D =R >2
- ('x—s)

U

1
Aflx) = L la funcion en R solo es valida

1
para — > 0;=> Inx > 0;x > 1; D = (0, ) \

Inx
d) f(x) = log(x? + 3x — 4); \ /

N

log(x?+3x—4)>0; x2+3x—4=0; -

_ —3+/37-4x1(-4) \n

*T 2 2 15 10 S 5 10 15 2
_—3im_—3i5x=—4; 1

*= 2 ) {x=1: f(x):loé(xz+3x—4)

D = (—o0,—4)U (1, )

e

1
e)f(x) = T—or la funcion en R no es validaparal —e* = 0;=> e* = 1 parax = 0;

D = (—,0) U (0,);

10. Ejercicio

. - o . 2 [x+1|+x
Estudiar el dominio de las siguientes funciones a) f(x) = x|x+ 1| —3x?%; b) f(x) = rl—x
() = x + 2cosx; d) f() =
afx) =x cosx; d) f(x =TT sonx

Solucion

a) f(x) = x|x + 1| — 3x?; La funcion es real para todo valor de x ; D = R

e+ 1] +x ) )
b)f(x)=m;lafuncwnnoexlsteenRpara; [x+1]—x=0; |[x+ 1] =x;
=0:si >
{x+1=x 1= 0stx=0 ( 1) (1 )
. D=(—00,=|U |z,
—(x+1D=x 2x=1;x=§ Six<0 2 2

o)f(x) =x+2cosx; la funcion exixte paratodo R

d) fx) =

3
—— La funcion no existeparal + senx = 0; senx = —1;x = —m + 2m;
1+senx 4

3 3
D= (—OO,ZTL' + 271) U (ZTE + 2m, 00)
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11. Ejercicio
Estudiar el dominio y recorrido de las siguientes funciones a) f(x) = x2 +3; b) f(x) =2+ +/x + 1;
Solucién

a) f(x) =x?+ 3 DominioR; Recorrido (3, ®);

) fx) =2+ x+1;

Dominio: La funcion no existe parax+ 1 < 0;=>x < —1; D(— 1, 00)

Recorrido: f(x) = (2, )

12. Ejercicio

1
Hallar el dominio de las siguientes funci fx) =————= b)fx) =Vvx+1+Vx+2;
allar el dominio de las siguientes funciones a) f(x) B ) f(x) x x
1
0 fx) =Ix* +2| d) fX) = —=;
1—-+vx—-1
Soluciéon
1 1+vVx+1
a) f(x) = ——————= Si multiplicamos por el conjugado ;
-1+vx+1 (-1 +Vx+ D1 +/x+ 1)

1+vVx+1 1+vVx+1 . . x=0
Tt atD " La funcion no es valida para {x <_1 D =[-1,0)U(0, + =)

_ ——, ———=(La funcionno es validaparax < -1 _
b) f)=vx+1+vx+2 { a funcion no es valida para x < —2 D =[~1,0)U(0,+ )

4 Limite de una funcion

Dado que los limites han sido estudiados de forma exahustiva en la leccion
8. —Funciones y limites del curso de 12 de bachillerato, es necesario repasar dicha leccion

antes de estudias los limites

4.1 Limite de la funcién en un punto

lim f(x) = b; Decimos que el limite de la funcion f(x) en a es b, siempre que para valores
X—a

de x proximos a la funcion toma el valor b;

Si el lim f(x) = b; Ha de cumplirse que para valores de x proximos a a por la derecha y por la izquierda,
X—a

el valor de f(x) se aproximan a b.

4.2 Limite de la funcion en el infinito

lim f(x) = b; Decimos que el limite de la funcion f(x) en oo es b, siempre que para valores
X—00

de x proximos a co la funcion toma el valor b;

10(17)



4.3 Limite Trigonométricos

.. . senx . senkx
Para resolver estos limites nos apoyamos en este teorema lim =1; lim =
x—-0 X x——0 kx
13. Ejercicio
o o o x3-9x%+6 ) 3x2 -8
Calcular el valor de los siguientes limitesa) lim —————; b) lim ————
x->—1 x+1 x->-2 X+ 2
5
) limo(x—;); d)) lim (Vx2+1+yx2+1) e)lim (VI—x—e*+e7¥)
X—o— X——00 X—>—
Solucién
i x3—9x2+6_13—9*12+6_1—9+6_—2_ N
V31T T 1+1 2 2 U \\
P-9x?+6 L9lip
m e \J
x-1 x+1 30
10 -
3 il S ¢ aw g
16—8 20Nt e

V3xP—8 3+(-22-8 Vi 2 -

b) lim 2\/ ( ) = —=—= 00; 50
x>-2 X+2 —2+2 0 o0

Calculamos limites por la izquierda y derechar

V3xZ—8 /3% (=2,00001)?—8 _ /40001200003 _ 2,000029999

A Tx¥2 T —200000+2 | —200000+2  —000001 | - 000299998 ==
V3x2—8 /3%(-1,99999)2—8 +/3,9998800003 1,9999699998 196.956.99998 — +
= = = = . = (o]
o Tx+2 ~1,99999 + 2 0,00001 0,00001 '

5 5
c) lim (x—;)=0——= 0
X

~=0 0 .
Calculamos limites por la izquierda y derechar &
= [ EY
li ( 5) ( 0,00001) = ——— ) 499.999,99999 1 %)
—_ ) = - — = . , = 00
m (x=7)= (=0 )~ Z0,00001 { 7
4 /
li > 1,00001) — ——— 3,999940000 / i
—— ) = — = — = —00
D0+ (x x) (( ’ ) 1,00001) ' — y A
6 Af 7 7 & 8
7

N

DR BN QR

Ha

d) Xgrpm(\/x2+1+ x2+1)=xgg1m(2 x2+1) =2/ +1=

1
o) lim (Vi—x—e*+e™¥) = (\/1 —(—0)—e™® +e‘(‘°°)) = (\/1 + 0 — e—w+e°°)
0—0+00 =00

lim (Vi-x—e*+e™) = o

X——00
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14. Ejercicio

Sabiendo que Ll_rgl fx) =-2; il_rg g)y=2y Ll_rg h(x) =2

Calcular los siguientes limites a) Xl_i)rzla(Zf(x) —2g(x)+h(x); b) Xlirpa (1/ (F())2 + (g (x))z)
, 12

) xllr{la ( fx) — g(x))

Solucién

a) lim 2f(x) =2 g0) + h(x)) =2(=2) —2(2) +2= -6

b) lim (VGO + (9(0)?) = V(=22 + (22 = V8 = 2V2

i 12 __ 12 12
‘OJlGuy-mm)‘em—z‘:Z‘_'

15. Ejercicio

3x2+x—2
Hallar el valor de los siguientes limites a) nglm(—4x2 +5x—2), b) hm (m
x*+x x+3 1
; T ). ; 2 _ 4_ 1. i =2
c>;££‘o(xz ) O m 2 VBT @) i 5 Dl
1
g)}Hn;( )x—2
Solucién
a) lim (—4x% +5x—2) = —
X—>—00
3x2  x 2 3,1 2
. 3x? +x—2 _ YF Ty \ 2ZtaE ) O
b x1—1>r—noo<2x4+x3—1>_xl—l>gloo x* x3 1 —XH@M 2+1_i _E_O
ERE X%
x? | x
i x?+x . 2tz 1o
o, lm, 2rx-2) ol x 2|1 7
Tz

X200 2x2 4+ /x*—1)

o 4dxt—4xt -1 ] -1 -1
lim ————=1lim ————=—=0
X200 2x2 +Jxt—1) X2 2x%2 4 /xt-1) *®
i (x+3)_ -3+3 —0-'dt mad
e) Jim { =5 —(_3)2_9—0,m eterminado

I (x+3)_1_ ( x+3 ) lim ( 1 ) 1 1 1_
o\ \32-9) T B\ G+ -3)) B\ \x-3)) " 3-3 =6 &

-1._1 1
PlimC——F2 = (22 =5 =

2-1
2%2-3

-1
g)Ll—rg(Zx 3)x_2

=(

1 11
)2-2 = (I)O = 1% Indeterminado

Aplicamos formula )lcinlll[ f(x)8®] = e limlr@) -1l ()

x—1 _1 x—1-2x+3] 1 li —(x-2) [ ]
lim( )x Z —ex_a[Zx 3 1] *—2 —eﬁz[ 23 |52, ¢ x2l2x-3)x-2)] = I erasy)
xX—2 2x—

R e Lt
e 1 =™+ =—: m X—2 = —
e’ x-22x-3 e

12(17)



16. Ejercicio

Hallar el valor de los siguientes limites a)li i ) by tim (B2
allar el valor de los siguientes 1m1esa)xl_)r£10 T—1 x—32) )Xl_)rglo( 71 251
i ( 2 2 )'dl' X*+x+2 xP—2x+2

N\ oy o) R RS T T
Solucién

x? x?
a)il—{?o<x—1_x—2>=oo_oo
x2
i x? x 0\ i x%—2x% —x3 +x%\ i —x? i X2
e \x—1 x-2) x?2+x—-2 Te\xZrx—2) T | 22 x 2
T
y -1 \__ -1
ww\ .1 2| 1T+0-0
x  x2

0 i x3—2x%2  x3+42x? i x5 —2x* + x% — 2x% — x5 — 2x* + x3 + 242

L G R A X —1

—4x*  2x3 2

) —4x* + 2x3 _ 2 T _ —4+ —4+0 -4

lim =1i = lim = =—=4;
X—00 x4 —_ 1 X—00 x4 1 X—00 1 1 1 == 0 1

x* x* T x*

) i ( 2 2 ) 2 2 0—0=0
¢) lim - =———=0-0=0;

R e = VAR

X2+ x+2 x2-2x+2 x34+3x2+3x+4—x3+5x2—-8x+6
d)lim ( - = lim =

X0 x—3 x+2 X—00 x2—x—6

i 8x*—5x+10\ 8
Pt x2-x—-6 ) 1

17. Ejercicio

Hallar el valor de los siguientes limites a) lim ( 2x —yx% +x— 3) ;
X—00

b)}}i_}rg0 (\/2x2—3x+5—\/2x2+x+1); c))li_}rglo (\/x2—2x+5—\/x2+x+5)

2 ! +3 ad
 3? 3
Solucion

a))linol0 (Zx—\/x2+x—3)= 00 — o
\ (2x=VxZ+x=3)(2x+VxZ +x—3)
im =

d) lim

X—00

C Axt—(x®*+x—-3)
im =1

X0 2x +Vx?+x—3 =0 2x +VaZ+x—3
3x2 x| 3
___+_
2 2 2 3
lim XXX —" = o;
xwo2x Vx2+4x-3 0
T

b)ii—{?o (\/2x2—3x+5—\/2x2+x+1)=

(\/2x2—3x+5—\/2x2+x+1)(\/2x2—3x+5+\/2x2+x+1)_
(V2x2 =3x+5+V2xZ+x+1)

lim

X—00

13(17)
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(2x2—=3x+5)—(2x*+x+1) i —4x + 4
im = lim =
0o (\2x2 —3x +5+V2x2 +x+1) > (V2x2 —3x+5+V2xZ+x+1)

_4_x+é —4+4 4
x . x _
lim = lim =-
X—’°°(\/2x2—3x+5+\/2x2+x+1) X200 [ [952 5 x 1 V2 +42
X ?__ _2 _2 Y2
4 2
__ N 7
2v2 V2
(2x2=3x+5) —(2x?2+x+1) .
X"""(\/ZJCZ—3x+5+\/2x2+x+1) '
¢) lim (\/x2—2x+5—\/x2+x+5)=
X—00
i (Va2 =2x+5—-Vx2+x+5)(VxZ —=2x + 5+ VxZ + x +5)
im =
X2 (Vx2=2x +5+VxZ+x +5)
lim (x?=2x+5)— (x?>+x+5) ) x?—2x+5—-x>—-x—5
im im =
x0o (\xZ—2x +5+VxZ+x+5) X""°(\/ch—2x+5+\/x2+x+5)
) —3x . —3x/x 3 3
im - _2
x0o (\xZ—2x +5+VxZ+x+5) X""°(\/x —2x+5+\/x2+x+5) VIV 2
x
x x+3-% x2—1x+3+£

1 2 3N T2 3

d) lim x2—=zx+3—=|=lim =
X

lim = lim = lim ===o00
SR P P 2_Cx+3+7% RN P SO g 0

x?—5x 3 X% —5x 3 x?—5x 3

18. Ejercicio
Hallar el valor de1 tes limites @)l xz_x_ lim X310
allar el valor de los siguientes limites a) Im s = b) lim R S L
lim x?—-2x+1 D x*—x3 —3x2 +5x—2_ , 1 3x +2

C)11x4—x3—3x2+5x ’ )xilzll x?2—=2x+1 ’ e)xlrpl((x )x3+x2
Solucién

x> —x—6 9-3-6 0
a)ll =_

3x2+4x—21 9+12-21 O

. x2—x—6 _ (x-3)(x+2) (x+2) 5 1
Y32t ax—21 B (x—-3)x+7) xB@x+7) 10 2’

x?+3x-1 _ 4+6-1 _2 1
b lim h 52 x3-x2-8x+1  8-4-164+12 0 a ll"l
) x2+3x—10 . (x—2)(x+5) 6 Il"l.
lim ——— =lim = 5 \
x>2 x3 —x2—8x+12 x-2 (x—2)(x —2)(x + 3) 4 \
@5 7 N
2 (x—2)(x+3) 0 - ' [

-1 b 3 3

o _ x?+3x—10 3 \\

por la izquierda Xl_1)r%1_ T et iz é “
_ x2 +3x—10 1 \

Por la derecha Xl_lgl+ P2 _exriz_ +0o0 : \1

No existe limite
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x?—=2x+1 ) (x—Dkxx-1) 1

li =1 =1 =
C)XI—IH x*—x3—3x2+5x—2 o x—Dx-Dx-1D(x-2) o (x—1D(x-2)
o ) x?2—2x+1
por la izquierda Xl_lgl_ 32 5i—2" —o0
) x?2—2x+1
Por la derecha Xl_l)l{l_ PO v e e +o0

No existe limite

D i x4—x3—3x2+5x—2_1_ x*—x*—3x*+5x—-2 -8
) Jim, X2 —2x+1 Y X2 —2x+1 B
y 3tz 0
°) ) (et )x3 +x2 0
) 3x +2 (x+1DBx+2) o (Bx+2) -1
xllrzll e+ D) PRI ) x2(x+1)  x--1  x2 1 -5

19. Ejercicio

— 2x\¥43 x 43\
Hallar el valor de los siguientes limites a) lim1 (m) ; b) iIJP (m) ;
X—— X—+00

x 1
I (1 + sen x)m Dli ( cosx )COSZ _ » (1 +1In x)m
©) lim; 1+x ’ )xl—% cos x + (cos x)? P € ot \x—1

Solucion
x -1 -1 -1
) 3 — 2x\x+3 3—2(—1)\-1+3 3+2\2 5\ 2 1 1 2
a) lim (—) =——— e (—) = (—) = c=—= |-
x>-1\x2 +1 -D2+1 1+1 2 3 5 5
2

0 i (x+3)2‘/i_(oo+3)2‘/;_(oo)°°
VIn\3ers) “\eres B

oo
2vx 2%
lim (—) = lim | - 5——— = lim | =—— = (—) =0% =
x>+ \3x2 + 5 x—+o0 | 3x 2 x-+40 | 3 4+ S/X2 3
—+5/x
x
_x_ lim—X_ 1
I (1 + sen x)senx . (1 + sen x>xaosenx _ (1 + 0)1 _q1
2 e Txoo\ 1+ “\U+o) T
) e* +e?\* e°+e°0_<1+1)°_(2)°_1_
Nin (3 U3 )03 75T
20. Ejercicio
L. L . 1—cosx . cosx . secx
Hallar el valor de los siguientes limites a) lim ———— ; b) lim ; ¢) lim ;
x-0 b x>0 sen x x>0 tan x

1
d) }(1_1)% 2x% —cot? x; e) }(l_l)r(l] ) L%(l + sen x)x

1
(1 + sen x)E

Solucién

15(17)
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1—cosx_1—1_0

a)lim ———=——=—;
) x—0 X 0 0
. 1—cosx . (1—cosx)(1+cosx) . (1-cos’x) sen? x
lim = 11im = = lim =
x—0 x x—0 x(1 + cosx) x-0 x(1+ cosx) x-0 x(1 + cosx)
I (senx senx ) I (sen x) I ( senx ) 1 0 0 0
im (——*———) = lim *lim | ————=|=1x——==-=0;
x>0 \ X (1 + cosx) x>0 \ X x-0 \(1 + cosx) 1+1 2

. cosx 1
b) lim =—= o

x-0 senx 0

1 1 1
secx cosx
c) lim = lim $2X _ |im = lim =—=o00
) x>0 tanx x-0 S€MX x50 cosx xsenx x-0 senx O
cosx
) . ) ecx ) 1 1
por laizquierda lim = lim =—=—0
x->0- tanx x-0- senx —0
) secx ) 1 1
Porla derecha lim = lim =— =+
x->0- tanx x-0+ senx +0

No tiene limite

) ] cos? x 0
d) lim 2x% — cot? x = lim 2x* ———— =0—-=-=0-0

x—0 x—0 senx 1

2x’sen’x  cos?«x 1
lim — lim =0——== —oo;
x>0  sen?x x>0 sen?x 0
1 liml
. (1 +senx\x . (14 senx\ xsox 1.

e) lim (—) = lim (—) =(E)%= o

X—0 x—0 2

21. Ejercicio

o ) ) n? 4 an +2\"
Calcula el valor de a para que el limite de la sucesion de termino general a,, = ea?2

n?+n+2

Soluciéon

n?2 an  2\" a ., 2\" a o
) n2 +an+2\" ) ﬁ+ﬁ+ﬁ ) 1+ﬁ+ﬁ 1+E+0
lim | ————| = lim| 5 = lim -
n-eo \ n? +n+ 2 noo\n? o 2 e\ 1,2 1+0+0

nz ' nZ ' n? n - n?

a\*® i —1]*
= (1 + ;) = 1% indeterminado; Aplicamos formula lim[ f(x)8®] = e Hmlr () -11g()
x—=a
2 n . (nP+an+2

li n° +an+ 2 2 im e)lg?o( . —1)*n;
noo\ n2+n+2 n—co
) n?+an+2 o M+ an?+2n—-n®—-n?2-2n . (+an? —n?
limn|——— -1 = lim = lim | 5———
nso \ N2 +n+ 2 n-oco nZ+n+2 n-wo\n?+n+2

(a — 1)n?
/ (a — Dn? _ Tz _ a-1 a—1
lim(—>———— )= lim| 5——— [= lim = =a-1
n-oo n2+n+2 n-oo n_+£+£ n-oo 1+l l 1

n2 ' n2 ' n2 n - n?
n2 +an + 2\"

lim [—————| = e@D = 2;aplico logaritmos; Ine@ D =In2;a—1=1In2;;a= 1+In2;
n-o \ n2 +n+ 2

22. Ejercicio

Calcula los valores de ay b para que se cumplan las siguientes igualdades

n®+2n+3
2n+1

tim ("L s an b ) = 0; yby 1 +an+b)=0
a) lim =) an =0; y )nl_r)rolO an =
Solucién
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. (n?+1 .
a) lim +an+b | = lim
n+1

n—oo

n?+1+an(n+1)+b(n+1)
n+1

’

= lim

n—oco

n?+1+an?+an+bn+b) i n(1+a)+@+bn+ (b +1)
n+1 T o n+1

Dado que el grado del numerador es mayor que el denominador para que el limite sea 0 ha de cumplirse

1+a=0a=-1

A+a)=0y(@+b)=0; {a+b=0;Paraa=—1 =>h=1;

a=-1,b=1;

b) lim

n>+2n+3 o (n?+2n+3+ann+1)+b2n+1)
—— +an+b | = lim
2n+1 2n+1

n—-oo

lim

n—-oo

n®+2n+3+2an* +an+2bn+b\ i n?(2a+ 1) +n2+a+2b)+b
n+1 = o n+1

Dado que el grado del numerador es mayor que el denominador para que el limite sea 0 ha de cumplirse

2a+1=0a=
a =0;a= >

(2a+1)=0;y(2+a+2b) =0; 1 1 3
2+a+2b=0araa=—5;2—E+2b=0;b=—z

23. Ejercicio

Calcula los valores de k para que se cumplan las siguientes igualdades

5 x3+x%+kx+3
i 2 _3_fx2 == T A A Al
a)xl_ljrnw(\/x +kx—3 \/x 3x+5) > yb)}<l—l>r%x3—x2—x+1

Solucion

5
a)XEan(Jx2+kx—3—Jx2—3x+5)=E

(\/x2+kx—3—\/x2—3x+5)(\/x2+kx—3+\/x2—3x+5)_

lim
X—keo (VxZ+kx—3+Vx2—3x+5)
) x2+kx—3—x2+3x=5 i kx—3+3x-5
im = lim =
xoto (VxZ + kx —3+Vx2=3x+5) x>+ (VxZ+kx—3+Vx?—3x+5)
x(k+3)—8
I x(k+3)—8 I xk+3)-8 x)
im = lim
xoto (V2 + kx —3+VxZ —3x +5) xo+e \/x2+kx—3+\/x2—3x+5
x x
(k+3)—8 . (k+3)—8

liT 2k 2 5 =11r+n k 3 3.5 -
Xoto [ x x 3 x 3x X=t+o
(JF+F‘?+JF‘F+F> <J1+E—F+J1—;+F)
(k+3)  (k+3)

VI+V1 2

(k+3) 5

3 2 -3 = 2 _ = = —k=
X1_1)r+noo(\/x +kx—3 \/x 3x+5) > 2,k 2;
i x3+x>+kx+3 14+1+k+3 k+5 L9

= = = 00
I x4l 1-1-1+1_ 0

0

para que sea indeterminadoa => k + 5 hade serigual a 0;k = —5;

*+x*=5x+3  (x-Dx-D+3) = (x+3) 4

k=-5=>1i = = =
para o 23— %% —x + 1 xl—r>r%(x—1)(x—1)(x+1) x>1(x+1) 2

’
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