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1 Continuidad de una funcién en un punto
Una funcién es continua si podemos dibujarla sin levantar el 1apiz

Una funcién es continua en un punto x = a si existe limite de la funcién en él y coincide con el
valor que toma la funcién en dicho punto.

f es continuaenx = asi limf(x) = f(a)
x-a
La continuidad de una funcion f en el punto x=a implica que se cumplan las 3 condiciones:

1. La funcién esta definida en x=a ; existe f(a)
2. Existe el limite de la funcién f(x) en x=a;
3. Los dos valores coinciden lim,_,, f(x) = f(a)

Ejemplo: Comprobar si la funcién es continua para x=>5

2x
flx) = p— el dominio de la funcion serd = R — {2}
1. Lafuncién esta definida en x=5 ; existe f(5)
) = 2x (5)_2*5_10
J@) =518 =5373

2. Existe el limite de la funcidn f(x) en x=5;
) 2x 2x5 10
l)l(r_r}S x—2 5-2_ 3
3. Los dos valores coinciden lim,_,, f(x) = f(a)

i 2 g, 1010,
s x—2 W3 T3

1.1 Tipos de discontinuidad
Dependiendo de la condicion que no se cumpla tendremos distintas discontinuidades

1.1.1 Discontinuidad evitable

1 a
Ll f‘
x? six <2 g ..-"‘"f
ejemplo 1% f(x){ 8 six =2 2 -
2x six > 2; A _,...-""'"r
= -

1. Lafuncién esta definida en x=2; M, 5 Vi

existe f(2) 4

faL=8 IEINE t B
2. Existe el limite de la funcién f(x) =

en x=2;

calcumamos limite por la izquierda y dercaha de 2
ilim ; lim =3,996001 ~ 4

X—-—2 x-1,9999 lim _4_
lim ; lim =4,00021 ~4 %52 '
x>+2' x-2,0001

3. Losdos valores coinciden lim,_,, f(x) = f(a)

lim =4 # f(2)=8

X—2
Discontinuidad evitable. Se puede evitar convirtiéndola en

2 .
f(X){Z); six <2

six = 2;
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2 -

. o. X° six <2 \ st !
ejemplo 29; f(x){XZ six>2; \ 13 /
1 Lafuncién estd definida en x=2 L:

existe f(2) i
f(2) no exixte; \ : /

\ -

2  Existe el limite de la funcidn f(x) N S J"[!
en x=2; 4
calcumamos limite por la 1
#+ -5 - A1 Q 1 3 4 3

izquierda y dercha de 2 e

lim ; lim = 3996001 ~ 4

X—>—2 Xx—-1,9999 lim = 4:
lim ; lim =4,00021 ~4 x52 -

x-+2 x-2,0001
3 Los dos valores coinciden lim,_,, f(x) = f(a)

No coinciden porque la funcion no tienen imagen en x = 2; lim2 =4 * f(2)
X—

Discontinuidad evitable. Se puede evitar convirtiéndola en

x? six <2
f(X){XZ six > 2;

1.1.2 Discontinuidad inevitable de salto finito
Discontinuidad inevitable en un punto son aquellas funciones que no tienen limite en dicho

punto
: f
. Xx+5 six<0 13
ejemplo ; f(x){xz —1 six>0; 11 f/
1. Lafunciéon estd definida en x=0 existe = g
£(0) 7 Jfﬁ
f(0) = 5; 5=
2. Existe el limite de la funcidén f(x) en x=0; — :’
.. = .
calculamos limites laterales 1
-B -2 -1 i 2 ] 4
=

lim ; lim = 5,0009 ~5
x—>—0 x—-0,0009
lim ; lim =-—0,9999 ~ -1

x—-+0 x—0,00001

no existe limite

3. Los dos valores coinciden lim,_,, f(x) = f(a)

No coinciden porque la funcion no tiene limite limo = %= f(0)
X—
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1.1.3 Discontinuidad inevitable de salto infinito
Discontinuidad inevitable en un punto son aquellas que no tienen limite en dicho punto

8x
x—3

1. Lafuncién no esta definida en x=3 no existe f(3) luego la funcion es discontinua

ejemplo; f(x) =

2. Existe el limite de la funcién f(x) en x=3;

8x 24 8

lim = — = t o indeterminado
x-3 X — 3 0
calculamos limites laterales 20
lim ; lim = —o0
Xx--3 x-2,99999 A et ? n 1] '\ 4 L L
. . no existe limite 20
lim ; lim = 400 \
x—-+3 x—3,0001
3. Los dos valores coinciden lim,_,, f(x) = B8
f(a) \

No coinciden porque la funcion no esta definida y no tiene limite

1. Ejercicio

Determinar donde son continuas las siguientes funciones

D) = b)) = ) =

x—1 x2 -1 X
Solucién

3

a) f(x) = m;
La funcion no esta definida en x=1;
lim 3 = § = 4 oo indeterminado
x>1x—1 0

Funcion continua en R — {1}

1_ x—1
1 x—-1DE+1)

‘—
b) () = 55—

Funcion no esta definida en x = F1;

x—1 x—1 1
i = i = = + 1 i
ML G- DGFD) G- D) xa1 Do ndeterminado

Funcion continua en R — {—1,1}

x|
o) f(x) =—
X
X
x| —-=1; parax> 0
f(x) =— _§ La funcion no tienen limite enx = 0
X l—==-1; parax < 0
X

Funcion continua en R — {0}
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2. Ejercicio

Determinar que valor debe tomar la funcion en el punto indicado para que sea continua en él

K _xA—-1 —1 D) XA —x-=2 _)
a) f(x) = —penx=1; ) X)_ﬁ enx =
Solucion
a)f(x)— 1enx—l
2 X
Hallamos el limite de la funcion lim y_; — =1lim ., ((1)_% lim ,,;(x+1)=2
m=X"1_,
=——— ;
x? —x—
b)f(X)zﬁ enx =2
La funcion no esta definida en x = +2
Hall limite de la funcion i Xz—x—2_l_ x=2)x+1) =~ (x+1) 3
allamos el limite de la funcion lim —>— I R+ 2 —2) =lim ———-=7
f(2)_)(2—)(—2_3_
Cox2—4 4

3. Ejercicio
Hallar el valor de K que hace la funcion continua en x = 1;

x2—1 ) 4
f(x) = mSIX;’:lyX-‘# ;

2K+1 six=1
Solucion
Para que la funcion sea continua en x = 1, dado que cambia de valor en ese punto,
los limites laterales en x = 1 han de ser iguales
Limite por izquierda lim ZXZ—_l lim (- DaHD im (1) = d+1) = -
-1mx2 —3x+2 xoim(x—1)(x—-2) x1-(x—2) (1-2)

Limite por derech lirr}Jr 2k+1=2k+1;
X—

Para que existe limite ha de ser igual por la derecha e izquierda => —2 =2k + 1;
3

2k=-2-1;, k=—=;
k 2
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4. Ejercicio

Determinar la continuidad de la funcion ; f(x) = 277
<2 —

Solucion
La funcion no esta definida en x = +3 pues hace 0 el denominador. Dom f(x) = R — {—3,3}

Comprobamos limites de la funcion parax = 3yx = —3

limite por laizquierda lim ————=—
53— x2 — . ..
x>-37x* =27 no exixte el limite
limite por la derecha lim =+
p x>-3% X% — 27

. . 37 1 1 3
limite por la izquierda }(l_r)rg_ Z_27_

no exixte el limite
400

limite por la derecha }(gr;+ 227"

La funcion es continua en el dominio

5. Ejercicio
Determinar la continuidad de la funcion ; f(x) = \/m
Solucion
Comprobamos si 3x? — 3x — 6 es negativo para algun valor de x.
Hallamos las raices 3x> —3x — 6 = 0;x = 2 yx=-—1

3x? —3x— 6 = (x — 2)(x + 1); comprobamos donde la funcion es positiva

(x-2) |- = = +
[x+1) - + + +

11 0 2
[x-2){x+1) + - - +

Dom f(x) = (—o0,—1] U [2, +0)
La funcion es continua en (—oo,—1] U [2, +o0)
6. Ejercicio

2 iw < —
Determinar la continuidad de la funcion f(x) = { X' +3 sixs-1

Vi+1 six>-1
Solucion
Dom f(x) =R
Comprobamos limites de la funcion parax = —1

limite por la izquierda liml_ x2+3=4
X——

limite por la derecha lim1+ Vx+1=0
X—>—
Los limites por derecha e izquierda no coinciden ; funcion discontinua en x = —1;
Comprobamos limites de la funcion parax = —1

La funcion es continua en R — {—1}
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7. Ejercicio
Determinar la continuidad de la funcion f(x) = x2 — x + b;
Solucion

Comprobamos si x* — x + b es negativo para algun valor de x.

1++v1—4b
Hallamos las raices x> —x+b =0;x = —
1
La funcion no existe para valoresde1 —4b < 0; b > Z;

Dom f(x) = (—oo, %]

1
La funcion es continua en (—, Z]

2 Asintotas
Es unarecta ala que se aproxima una rama infinita de una funcion

2.1 Asintotas verticales

Una funcion f{x) tiene la asintota vertical x=ksi su limite cuando xtiende a kes infinito.

Para que haya asintotas verticales la funcion ha de tener denominador
Asintota vertical por la izquierda x=a;

lim f(x) = & oo;
X—->—a
Asintota vertical por la derecha x=a;

lim+f(x) =+ o;

X—->—-a
Asintota vertical x=a;
Limite por la derecha e izquierda coinciden

lim f(x) =t+o0= lim f(x) =4 o;
x——at X——a~

8. Ejercicio

Hallar las asintotas de la

. |

6 \ i X : 3
funcion f(x) = — s \
Solucion . k=3
f(x) = — esta funcion tendrd un a _Il_E_[ T PR . ‘.‘--.‘—.—

M

j
- '
.----"""""“lI
= o i e e i e e |
(=3}
=l
=1}
[f=}

asintota enx =5 dado que

A
=5

=
o

o
F

limite por la izquierdax — — oo y por la derecha — + oo lim =+ o0

x->5 X — 5
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9. Ejercicio /

Tendra una asintota vertival en x = —3

|
1
Hallar las asintotas de la / : 2
funcion f(x) = el .
uncion X—X+3 | . 4
..} =
Solucién f-:' -3 i_ﬂk Zx+3
|
3x+2 o
En la funcion f(x) = : : I '
x+3 -7 -5 B L 1
el denominador se hara0 en x = —3; : /
|
1
|

3x+ 2
dado que lim =+

x->-3 X+ 3

10. Ejercicio

‘ —
Hallar las asintotas de la 2 1 = 1
X o 1
f . f _ 3x flx) = w2 : |
uncion f(x) = Z—4 " :
. 7 4 g I
Solucion : \ , . \
. 3% : | 1“*\.______
En la funcion f(x) = R e S S s g -
ld ad N & -5 S B -1 ¥ 3 4 s
el denominador se hara 1 [
\ I 2 \ !
Oenx = +2; fe oo lg=73
. X = —2r I
Tendra una asintota vertival I B 1
1 a 1
enx=—2yx=2; i i I
dado que para x 2; )1(1_)rx12 Z_ 2 +oo y parax = 2 l)1(r_r>12 2z * )

2.2 Asintotas Horizontales

Una funcién f{x) tiene la asintota horizontal y=k si su limite es k cuando x tiende a infinito.
Asintota horizontal por la izquierda si:
lim f(x) =k;
X——00
Asintota horizontal por la derecha si;
lim f(x) =k;
x——oot
Asintota horizontal y=k;

Limite por la derecha e izquierda coinciden

lim f(x) =k = lim +f(x)
X——00

X—>—00"

Para hallar las asintotas horizontales solo hay que hallar el limite de la funcién cuando x tiende

a infinito
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11. Ejercicio

Hallar las asintotas de la

funcion f(x) = —"

Solucion
Para hallar las asintotas horizontales

li 3
)}Lnoox—3

3
de f(x) = =3 hallamos

li 3 =0;
o x—3

Asintota horizontaleny = 0

'\
\
\

F-——=-I=-1-L-
4 53 6© T B8

Comprobamos que tambien tiene asitota

vertical en x = 3 ; pues lim
x-3 X — 3

Asintota vertical en x = 3

12. Ejercicio
Hallar las asintotas de la
X

X2+ 2

funcion f(x) =

Solucion

Para hallar las asintotas horizontales

hallamos

X
de f(x) = ,
e f(x) X242
x/x?
i
x—0 X2 +

Asintota horizontaleny = 0

T oo;

|
|
!r =3
]
|
|

[N

2
-

— }

El
L

1/x 1/

(0]

=0

%o X2JX2 + 2Jx2  sow 1+ 2/x2 1+ 2/o0

No hay asintota vertical pues el denominador no puede hacerse 0

2.3 Asintotas oblicuas

Son recta del tipo y = mx + n (m # 0) donde m es la pendiente y n el punto de corte

con el eje de abscisas.

y = mx + n es una abcisa oblicua de la funcion f(x) si se cumple

lim f(x) — (mx +n) = 0;
X—00

Siy = mx + n es una abcisa oblicua de la funcion f(x) se ha de cumplir

N {69)
m= lim —;

n = lim f(x) — mx;
x—too X

x—k

9(23)



13. Ejercicio

1-—x2
Hallar la asintota oblicua de la funcion f(x) = X+—2;
Solucion :
) . : o 14+2x 1+4 4
Tienen una asintota vertical el x = —2 pues lim = =—=+00;
x»-2X+2 =242 0
. 1-x* . .
Comprobamos que la funcion f(x) = ) no tiene asintotas horizontales ;
1 2 1
2 ol gl -1
dividimos por x? => lim f(x) = lim = lim = =— =
X—00 x—oo X 2 X—00 1 2 1 2 0
i it =otw

por lo que la funcion no tienen asintotas horizontales

2
- X
Comprobamos que la funcion f(x) = —

tiene asintotas oblicuas ;

1—x2 1 _x
o fx) A et o x2 X2
m= lim —; m= lim = lim > =lim y2 9y =
x>t X X—00 X x—00 X4 4+ 2X X—00 2 _ “a
X% x2
1
) 1 %_1 -1
lim > = 2=T=—1; m= —1
X—00
1+§ 1+§
— 2 2
n =lim f(x) —mx; n =lim — (—=1)x; n =lim +x=
X—00 () x>0 X + 2 ( ) x>0 X + 2
1 2x
o 1-x* (x+2)x . 1-x*+x*+2x  1+4+2x . XTx
lim + =lim ——— =lim = lim X 2
x—00 X + 2 X+ 2 X—00 X+ 2 x—0 X+ 2 x—o0 X 2
X ' X
1
y T2 042 , ,
1 QA = — = ;n:
o L 2= 1+0
X -
Asintota oblicuay = x + 2; i i
] — = Lo
—f) = — : 14
2
> | 1o
Avj! o
"h-‘ I b
F=s¥2 w4
I~
-."‘lh-
1 - "l..
1 oy
T T T T T T L] *‘_h-
=
-
x=—27F
H—8
18 _an

10(23)



14.

15.

Ejercicio
. - . 2x—1
Hallar las asintotas de las siguiente funcion f(x) = Z_9’

Solucion :

Asintota vertical : Tienen dos aisntota verticaelx = +3 yx = —3 dado que

2x-1_ 2(-3)-1_ -7

2x—1 2+x(+3)-1 5

i = =—=+ ; =—=+4
I o~ (329 0 T*V M g ="Grog ~o- I
Asintotas Horizontales: :
Comprobamos si la funcion o Sunkhe. S Y ] e iy
an |
2x—1 ) i
f(x) = tiene A. Horizontales Al
X2 —9 BNl !
=
2x 1 o BT
. e X2 X2 -0 ' i I
lxlinoo f(X) - lxlf,nm x2 9 e S —— I... . - L\:'ﬁ-—__
2 !
2 1 2 1 . [ ,
T2 == - [
lim XX % ®._ =0 6 '
A I 9 1+ 2 1 1 B I
Xz o 1 AL '

La funcion tiene una asintota horizontal en y = 0;

Ejercicio
2x+5
3x

Hallar las asintotas de las siguiente funcion f(x) =

Solucion :
Asintota vertical : Tienen una aisntota vertica el x = 0 dado que
2x+5 2(00+5 5

M 3% '~ 30y 0 I
Asintotas Horizontales: 4 ‘
Comprobamos si la funcion 3[] \\ —— x5
P ) = —
f(x) = o tiene A. Horizontales o 2 \ =
3x Y=3 3

s e Clalots el

lxiinwf(x)=lxi£noox X = BF 654328 K& 12 3 45678
X

X0 3 3

La funcion tiene una asintota horizontal eny = 2/3;
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16. Ejercicio

4x% + 1
Hallar las asintotas de las siguiente funcion f(x) = ;
X

Solucion :
Asintota vertical : Tiene una aisntota vertica el x = 0 dado que

ax?+1 402 +1 1

im ; —=400;
x—0 X 0 0
Asintotas Horizontales: — 2% 31 : /
Comprobamos si la funcion .
A A
4x2+1 _ A
f(x) = tiene A. Horizontales 4 3
X 3 v = 4dx
4x2 1 Fod
Xz Tx2 ; 0 ; .
l)jgnw fx) = l)gnoo - = = -3 s 1 3
x? e
4+ 1 /
2 440 4 / =
lim — X227 "_Z_ *, il
xoo 1 0 0 o a
X
z
La funcion no tiene asintotas horizontales;
] ] 4x2+1 ]
Comprobamos si la funcion f(x) = tiene A. oblicuas
4x2 +1 4x% 1
R {¢9) _ X Co4x*+1 7tz 4+ 1/x°
m= lim —; m= lim ——— = lim = lim = lim =
X—00 X X—00 X X—00 X X—00 X X—00 1
xZ
4+ 1/x2
lim ————= =—;=4;, m=4;
X—00 1
. C4xP+1 CoAxP+1 o4x2 11
n =lim f(x) —mx; n = lim —4x; = lim ——=1lm - =—=0
X—00 X—00 X X—00 X X Xx—oo X [0¢]
La funcion no tiene la asintota Oblicua y = 4x;;
G Na 4x? +1 £ S 4+ 1/x
X 2 2 X
lim —%— = lim = lim X*—%* = |im —— =
X—00 X X—00 X X—00 X X—00
x2
A+ 1/x2
lim ———= =—;=4;, m=4;
X—00 1
. Co4xP+1 CoAxP+1 4x2 11
n =lim f(x) — mx; n = lim —4x; = lim ——=1lm - =—=0
X—00 X—00 X X—00 X X Xx—oo X [0¢]

La funcion no tiene la asintota Oblicua y = 4x;;

12(23)



17. Ejercicio

. - . 3x* -1

Hallar las asintotas de las siguiente funcion f(x) = ﬁ;
X

Solucion :

Asintota vertical : No tienen aisntotas verticales pues el denomionador nunca puede ser 0;

La funcion tiene la asintota horizontaleny = 3;

2

Comprobamos si la funcion f(x) = % tiene A. Horizontales
3x% -1 3—X22 - lz 3-0
lim, 0 =lim ~gs =lim Se 5 ~lm a5~
xZ " xZ
18. Ejercicio
Hallar las asintotas de las siguiente funcion f(x) = X3X_ T

Solucion :

Asintota vertical : Tiene una aisntota verticael x = 1 dado que
X 1 1

I ST "1 0

Asintotas Horizontales: ) 1

= I

Comprobamos si la funcion 5 1

X =% :

f(x) = &1 tiene A. Horizontales flx) = o= = I !

X = ; \ x=]
. s X3 _ T m— L T T T
lxlinw fGx) = l}gnoo 3 1 4 3 2 1 _q 3 4

3T 3 e I

x3  x3 " ) I

1 ) .

=z 0 3 L

lim —*—=-=0 .

X—00 1 1 i 1

1- 3 5

La funcion tiene una asintota horizontal en y = 0;
19. Ejercicio
Hallar las asintotas de las siguiente =
L (=]

. N it 4
funcion f(x) = /x> + 3; “;\: E ) = Jud o3 ,:*F
Solucion : . 5 7 s

: , y=—% °% e et
No hay Asintotas verticales x'-_:..\:;.‘_.' nY Yy =x
~ -
Asintotas Horizontales: 5 T e
) ) T T T T T T T F_:f T T T T T T T
Comprobamos si la funcion B 7% 5 4 3 27 0 "i-\z‘ T 5e ]
-~ = .
f(x) = v/ x? + 3 tiene asintotas ok = 57
- e e
. | =4 .
lim f(x) =lim yx?2+3 = - - -
X—00 X—00

No hay Asintotas Horizontales

13(23)



20.

Comprobamos si la funcion f(x) = /x? + 3 tiene A. oblicuas

f(x) Vx? +3 ) x? )
m= lim —; m= lim =lm |—w+—==Ilm |[1+—==+v1+0=+1;
X—00 X X—00 X X—00 X2 X2 X—00 X2

n=1lim f(x) —-mx; n=1lim yx24+3—-(1*x)=1lim vx2+3—x
X—00 X—00 X—00
\/x2+3+x_1_ (\/x2+3)2—xz_l_ x? +3 — x?

lim v/x2+3—x*x——— = lim = - =
X—00 VxZ +3+x x= 4[x2 43 4 x x=0 /x2 + 3 4+ x

) 3 3

lim =—=0n=0;

o E T3 4x
n=lim f(x) -mx; n=lim yx>+3—(—1)*x) =lim yx®2+3+x
X—00 X—00 X—0

_ Vx% +3 —x o (Wx2+3)2—-x2 | x*+3-x°
lim yx*+3+x*—— = lim =lim —— =
X0 x2+3—x X—00 x2+3—x Xo® 4/x2 4+ 3 —x

3 3
lim ———=—=0;n=0;

X200 4x2 +3—x @

Asintota oblicua m=41,n=0; => y=x; y= —X

Ejercicio
Hallar las asintotas de las siguiente S —— I 1;3
funcion f(x) = |~ ; i~ 6 T+ 3
., ] '\ 4 /’.‘
Solucion : ==y =3 7
. ; I i Y ”
Asintotas verticales : 1 o
Para x = —3 hay una asintota _I _I _I _' o _' _” ' I
31 3)3 -1 3 5 o
lim o1 (23— A i — J_a"‘-\
=3 |x+3 -3+3 i 5 ¥ %t
e .
’ 2
-10 = -
—_ = 00
0

: : x3—1 . . .
Comprobamos si la funcion f(x) = = tienen asintotas horizontales
,’ X

W 00 =i, s T

= lim

No hay Asintotas Horizontales
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’ 3 _
Comprobamos si la funcion f(x) = X - 31 tiene A. oblicuas
X

f(x) . X+ 3 . x3—1 . x3—1
m= lim —; m= lim =lim [———=Ilim |[——=
x—0 X X—00 X x>0 | X * X2 + 3 x x2 x—-00 [ x3 + 3x2

lim

X—00

3
m=-1; n=lim f(x) —mx; n = lim / — (1) *x) = lim /X .
X—00 X—00 X—00 X + 3
2 x3—-1
(, Jx+3 73 -% X33 %

—11m =lim —&—~—=> =
/ -1 X—00 f -1 X—0 x3—1_X
Xx+3 X+ 3 x+ 3

(x3—1)—x%(x+3)

x3—1) —x% - 3%x?
lim - x+3 = lim ( ) )=
X—00 -1 X—00 3—1
Jx73 % ( );T_X>(X+3)
3 - 1 3x2 1
—3x? — Xz T2
lim - = lim - X X - =
X2 ’X -1 _ 5 x2—1 o x3 -1 fx—l
NX+3 x4 +3 X+ 3 3x NX¥3 x2 x+3 3x
X2 X2 X2 X2
51 5ol
lim = lim
X—00 _1 X—00 \/ﬁ \/ﬁ
x+3 -1+3 x+ ~ < x3 + 3x? >+ 3x*
lim = lim
X—00 X—00
1-— +1 -1
1+

; : x3-1 , x3 -1
m=1; n=1lim f(xX) - mx; n = lim — (4+1) *x) =lim —X
X—00 x=o [ x4 3 X2 [ x+3
’X -1, (X3—1)2_ 2 X3—1_X2
lim ( / VxFs x+3 - __%ii____
X—)OO X—00 X _1
+3 \l x+3+X

(x3—1)—x%(x+3)

3_1)—x3 — 3x2
lim X+3 — lim (x ) —x x?)

X— 00 1 X—00 X3_1 -
fx+3+x ( X_i_3+x>(x+3)
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3.1

3.2

—-3x2-1 X2 X2
lim = lim =
o [ +x2+3/ +3 b / -1 / -1
+3 X X+3 X+3 3x
T
_3_l _3_l
lim -
X—00 -1 x—)oo x3 —
’X+3 +1+3’X+3 +— \]x3+32+1+3\J5+34

lim

X—00

3
asintotas oblicuasy = x — > 5 vy= —x+ 2

Sucesion de numeros reales. Limites
Sucesién de nimeros reales es un conjunto de nimeros reales dados ordenadamente de modo
que se puedan enumerar (primero, segundo, ...) 2, 4, 6, 8, 10, ..............

Alos elementos se les llama terminos a; ; en el ejemplo a; = 2y en el ejemplo a, = 8;
El termino general se define como a,;en el ejemplo a, = 2n;
n = 2n para definir la sucesion solo hay que sustituir n por el numero natural

a;=2x1=2; a,=2%x2=4;....... ag=2%5=10.....;

Sucesiones aritméticas:

Son aquellas que cada termino se obtiene sumandole al anterior un nimero fijo (d),
El término general de un aprogresion aritmetica a, = a; + (n—1)d

En el ejemplo anterio 2,4,6,8,10 ....d(diferencia) = 2

El término general serda, = a; +(n—1)d=> a, =2+ (n—-1)2; a,

Por ejemplo el termino 5 serd ag =2+ (5—1)2 =248 = 10;

Sucesiones geométricas:

Son aquellas que cada termino se obtiene multiplicando el anterior por un nimero fijo (r),
El término general de un aprogresion aritmetica a, = a; + (n—1)d

Una progresion geometrica sera 2,4,8,16,32 .... r(radical) = 2

El término general serda, = a,;r*!

El termino 4 del ejemplo anterior serd a, = 2 * 241 = 2 % 23 = 32;
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3.3 Propiedades de las sucesiones

Una sucesion a, es creciente sicada termio es < 0 que su siguiente a, < aj;q

Una sucesion a, es decreciente si cada termio es > que su siguiente a, = a4
Una sucesion a, es acotada superiormente si existe un numero que es >

que cualquier termino de la sucesion

Una sucesion a,, es acotada inferiormente si existe un numero que es <

que cualquier termino de la sucesion

Una sucesion a,, es acotada silo es superior e inferiormente

3.4 Limites de una sucesion

Una sucesion es una funcién y su limite es el valor al que tiende cundo hallamos un termino
muy alto

lim a,

n—-o

Sucesiones convergentes: El limite de la sucesion es igual a un numero l; lim a, =1

n—-co

Sucesiones divergentes: El limite de la sucesion es igual a o ; lim a, =+ o
n—oo

21. Ejercicio

Determinar que tipo de sucesion es a, = —
n

Solucion :
1
n+1

Acotada superiormente a, <1

Es decreciente — >
n

1
lim — = 0; tiene limite luego es convergente

n-o N

22. Ejercicio

Det i ti d i a 3n* +5
eterminar que tipo de sucesion es =—
q p n an _ 5
Solucion :
3n> 5
. 3n%+5 oz tnpz 3+40 3 _
lim = lim = sucesion convergente

now 2n2 —5  now2n2 5 240 2

n? n?
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23. Ejercicio

. . . Vvn+ 2
Determinar que tipo de sucesion es a, =
vn+2
Solucion :
n_ 2 1 2
o vn+2 atn . th Vi+0
lim = lim —— =Ilim
hots Vi + 2 W\F 2 w2 Vito 1
pu— + JR—
n - \/n Vvn

24. Ejercicio
_ _ , V8n2+3
Determinar que tipo de sucesion es a, = i
n —_—

Solucion :

~ Y8n?+3 . /(8n? + 3)2 i V64n* + 9 + 48n?
m ———= 1Im ——————— = |llm =
noo {fgnt —2  now {fgpdi—2  now {fgpt -2

1
= = — =1 sucesion convergente

64n* + 9 + 48n?
L ©[64nt 9+ 48R o[ I Tt _ o[64+0+0_el6d oo
n—-oo 8n4_2 n—-oo Si_l 8—-0 8
n4

n4
lim B +3 T e ' t
m ——= acota asuperlormen e
n-e {/8n* — 2

25. Ejercicio

Vn+5
n—>5

Determinar que tipo de sucesion es a, =

Solucion :

n 5
Vn+5 Jwtw V0F0 0
1

lr}an — = dividimos por n lr}_rpw E_E = 10 =-=0;
n n
. Vn+5 .
lim = = 0 acotada superiormente
noo n—>5
26. Ejercicio
2
Determinar que tipo de sucesion es a, = (§)"
Solucion
.2 _o2n . .
lim ()" = lim — = siempre sera mayor el denominador 3™ > 2"
n-oo 3 n-oo 3”
.2
lim (§)" = 0 convergente
n—oo
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27.

28.

29.

30.

Ejercicio
. . . vn+1
Determinar que tipo de sucesiones ap = 3——
yn+1
Solucion
1
. Vn+1 i nz +1 od a0 Vn+1
im —— = lim = paratodon, n2 >n3 => lim -——— = © no converge
n—>oo%+1 n—oo l n—>OOW+1 g
n3+1
Ejercicio
. . . 2n+1
Determinar si la sucesion a, = ———
n+ 2

es creciente ,acotada y convergente

Solucion 3 /’—

5 15 25

35
2n 1 T
2n+1 o Tn 2+0 -
lim = lim = ——=2;
nooo N+ 2 n—>002+z 140 .
n' n

2n+1 2(n+1)+1 2n+1 2n+3

< ; < es creciente
n+ 2 m+1)+2 n+2 n+3

es convergente acotada superiormente

Ejercicio

Conociendo que lr}inm a, = -2, lr}inoo b,=3y lrgyn00 Cp = 0 ,hallar

a)a, + by b) a ¢y ©) ay Pn;

Solucion

Aplicando las propiedades de los limites

a)a, + by = (—2)+3=1;

b) a,*xCh=(=2)*x0=0;

) A= D7 = ==

Ejercicio

Hallar el lim 2n siendo ap = 1 +E y by,=7 _2
n-o by n 2n

Solucion

Aplicando propiedades de los limites

2 2
lim a, = lim 1+H= 14lim —=14+0=1;

n—-oo n—-oo n-o n

5 5
lim b, = lim 7—2—= 7-lim —=740=7;

n—-oo n-—-oo n n—-oo 21’1
lim 21 1

m w— ==,

oo by 77
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31. Ejercicio

. 1+n 2+n
Hallar el lim ( -
noew N 1+n
Solucion
y 1+n 2+n) I ( ) 1 +n)_
. T ) 7 im) =
1+n
hm(—)—llm( + )—0+1—1
n—oo n-—-oo n
2 n
1'2+n—1 2 | H+ﬁ_0+1_1.
) = I T )_1351 n T, Tovitorn Y
n n n n
I 1+n 2+n 110
LTQS n 1+n)_ -
32. Ejercicio 5 /
Hallar el lim ( 3n—5+vn ) =
n-oo 5
Solucion =
Hallar el lim ( 3n — 5vi ) a
n-oo
= lim 3n —lim 5vn S
n—oo n—-oo
= oo — oo indeterminado i

57 5 15 75 35

lim 3n =oo; lim 5vn = oo resolvemos la indeterminacién

n-oo n-oo
(3n + 5\/3) . 9n? 4 25n

lim(3n—-5vVn )= lim(3n-5Vn)

— | = lim ——— =
n-oo n-oo 3n+ 5vn n-co 3n 4 5y/n
9n? 25n 25
Ttz El 9+0 9
2 2
lim =—2—"™ = |im n = =—= o0
n—oco 3n

S+ 5/t T S s [1/m 0+0 0
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4 Calculo de limites de sucesiones

4.1 Indeterminacion oo - 00

Como vimos en los limites de funciones este tipo de indeterminacién se resuelve

0

(D 7
transformando la funcién en otra del tipo = 0] 0

33. Ejercicio

Hallarel lim vn—3 —-+vn+3

n—-oo
Solucion
Vi—3+vnT3
lim vn—-3—-+vn+3 =Ilim Wn—-3—-vn+3 s ——
A, O “ N
6

n—-3—n—3

-6 =
lim ——=Ilim ——— =1lim Vn =
oo n—3+yYn+t3 " Yn-3+Vn+t3 e JER/ETE
n n n n

0 0

—_— = _ =0
Vi-0++v1+0 1

34. Ejercicio

Hallar el lim \/n2 —-3- \/n2 —n
n-oo

Solucion

VnZ -3 ++vn2—-n
VnZ -3 ++Vn2—n

lim yn2 —3—+yn2—n =lim yn2—3—yn2—n =

n—oo n
3,n
n*—=3—m*—n —3+n —atn
lim ( )=lim = lim n_n =
n>o \p2 —34+yn2—n m° Yn2-34yYn2—n o Ip2 3 2 p
n? n? \n? n?
1 1 1
Vic0++v1—-0 141 2’
1
lim yn2—3—yn?2—n ==
n—oo 2

4.2 Elnumero e; indeterminacion 1«

1
e= lim(14+-)" = 2,718281 ......

n—-oo n

Para resolver estas indeterminaciones, aplicamos una propiedad de los limites
li g3 = lim e9*F)-1)
i, £GO = lim e

lim a,P» =lim e Pn*(an=1
n-—a n-—-a
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35. Ejercicio
1 1
Hallar el limite de la sucesiona) (1 + E)" b) (1- E)"
Solucion
1
a) lim(A+-)"=e
n—oo n

bl'11"
) lim (1-)

n—-oo
bp(an=1) . i b Cns(-D-1) . p B, .. D

llma = lim e Pn*{4n ; lim a,’n =1lim e n =lime n " =lime n =

n—a n—a n—.oo n—.oo n—.oo n—.oo

: -1 1 n 1

lim e™ =—; lim (1 — —) =—

n—oo n—oo e

36. Ejercicio

. . . n+ 3 n+5
Hallar el limite de la sucesion a, = ( )
n+1
Solucion
n+5 +3
lim a,Pn =lim ePn*(an-1 , |im (n+ 3) = lim ™ GED-Y
noa O n-a "’ noo \n+41 n-oo ’
(277‘+1n—0)
n+3-n-1 2n+10 n 1 2
lim e®™*"CHF ) = |im ™" (n+1) = lim e 73 1) = lime n'n = el
n—oo n—-o n—-oo n—oo
. n+ 3 n+5
lim ( ) = e?;
noo \n+ 1
37. Ejercicio
' . . n+ 8 —-24+n
Hallar el limite de la sucesion a, = ( )
n+7
Solucion
—-2+n
8
lim a,Pn =lim ePn*(an-1 . |jm (n—i— 8) = lim e(_2+“)*((::7)‘1) .
noa n-a " noeo \n4+7 n—oo !
-2 n
" 28 . &P
lim eC2*C377 ) Jim o 2* (n+7) lim e+7) = lim e n™n = eT
n—0oo n—-oo n—0oo n—-oo
. Tl+8 -2+n
lim ( ) =eg;
n-co \n + 7
38. Ejercicio
n+ 1\"
Hallar el limite de la sucesion a, = ( )
n+7
Solucion
n+1 n n+1
lim a,P» = lim ePn*(@3~1 ;. |im ( ) = lim e™*' GV
n-a n-a n-oo \n + 7 n—oo
—6n
n+l1-n-7 —6n (n 7) -6
lim e™* C 757 ) lim e™* (n+7) lim e+ = limen™n = eT
n—oo n—oo n—-oo n—-oo
" <n+8)_2+" 1
im =e°=—
n-ow \n + 7 eb
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39. Ejercicio

43
o ) 2n?2 +n+ 5\ n+l
Hallar el limite de la sucesion ap = | ————%—
2n?+3
Solucion
243 5 )
2n’+n+5 n+1 (n +3> 2n?+n+5 1

lim a,P» = lim ePn*(a-D ;.  |im [———-— = lim e\n#1 ) Copziz )™
n-a n-a n-oo 2n?2+3 n-oo

(n2+3)* 2n24n+5-2n%2-3 (n2+3>*( n+2 ) n3+2n2+3n+6
lim e\nt+1 2n?+3 lim e\n+1/ *2n?2+3" |im e(2n3+2n2+3n+3) =
n—oo n—oo n—oo

n3 2n% 3n 6

n3' n3 n3 nd

2n3 2n? 3n 3 1
lime n3 n3 n3' n3 = g2 = \/E
n—oo

+nz+3

’ 2n? + n+ 5\ ntt /e
im | ———— = e
n—oo 2n%2 + 3

40. Ejercicio

17,12
allar el ValOI de a paIa q nooo 4n + n 4n2 + 3

Solucion
4n 4+ 5\" 4n+5 4n+5-4n-3 2
lim ( ) = lim e(n)*((4n+3)_1) = lim e(n)* i3 ) = lim e(n)*4n+3) =
n—-oo 4-n + 3 n—-oo n—-oo n—oo
2n 1
lim e4n+3) = e2
n—-oo

an? 2 2 2
4n? +1 2y, And+1 2y, An?+1-4n2-3 2y, =2
lim | —— = lim e(an ) Grza ™ = lim e(an S T lim e(an )3
n-oo \ 4n? + 3 n-oo n-oo n-oo

—2an? 2a
lim e4n?+3 = ¢ 4 =¢e —

n—-oo

0
2

NS

Il
\Y
Q

Il

|
=

1
paraque ez =e 2
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