Analisis de las Funciones
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Aplicacion de la derivada segunda

La derivada de una funcidn nos determina la pendiente de la recta tangente en cualquier punto del
dominio de la funciéon

Las tangentes en los distintos puntos de la curva van ocupando posiciones por encima de la curva t;,
ty, t3, te y por debajo dela curva ts , tg.Los puntos P y Q son puntos donde la tangente cambia

de posicion , Puntos de inflexion de la funcién
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Del estudio de la posicion de la tangente respecto a la curva se determina

Si la tangente esta por encima de la curva el signo de la segunda derivada en ese punto es negativo
Si la tangente esta por debajo de la curva el signo de la segunda derivada en ese punto es positivo
Por otro lado podemos afirmar:

Sif”(x) > 0 en ese punto la funcion es concava hacia arriba

Sif”(x) < 0 en ese punto la funcion es concava hacia abajo

Ejercicio

Estudiar la curvatura de la siguiente funcion
f(x) = —2x? + 8x;

Solucién e \\ »
f(x) = —2x% + 8x; 2

f(x) = —4x+8; /1w \
f”(x) = —4 dado que es menor que 0 la funcion / \

o ]
es concava en todo el dominio /

L{x} = —2x°+8x

[+=]
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2. Ejercicio
Estudiar la curvatura de la siguiente funcion

f(x) = 3x3;

fix)

Ly

3x%

Soluciéon

f(x) = 3x3

o

f'(x) = 9x?
f’(x) = 18x

Igualamos a 0 y nos da los puntos de infexion

v
1.

18x=0;x=0;
parax<0x=-1=> f"(x) = —18;

parax>0x=1=> f"(x) = 18;

funcion concava hacia abajo (—o,0) y concava hacia arriba (0, +o0)

3. Ejercicio
Estudiar la curvatura de la siguiente funcion

f'x)=x+1DE-3)2x-7)

Soluciéon
Los puntos de inflexionsonx = —-1,x =3;,yx = 7;
parax< 1x=—-2=> f"(x) = 225;concava hacia arriba

parax <3 > x=—-2=> f"(x) = 225;concava hacia arriba

-00 -2 -1 0 3 4 7 8

+ oo

concava hacia arriba (—co, =1)U(7, + )

concava hacia abajo (—1,3)U(3,7)

2 Simetrias

Simetria respecto al eje Y o simetria par

Una funcion es simétriaca respecto al eje y si para todo el dominio se cumple que

Simetria par f(—x) = f(x);

Simetria respecto al origen o simetria impar

Una funcion es simétriaca respecto al origen si para todo el dominio se cumple que

Simetria impar f(—x) = —f(x);
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3 Estudio de una funcion

Tomaremos como ejemplo la funcién f(x) =y = x3 — 3x + 2;
Dominio de la funcion: es el conjunto de los numeros reales para los cuales la funcion esta definida

f(x) =y = x3 — 3x + 2 la funcion est4 definida para todos los valores se R

Puntos de corte de la funcion al eje de abscisas
Descompongo la funcion por ruffini para hallar las raices x> —3x+ 2 = (x — 1)(x — 1)(x + 2)
Las raices de la funcion : puntos en que la funcion corta la eje de abscisas
Para hallar los puntos de corte igualo la funciona 0; (x — )(x— 1)(x+2) =0

Los puntos de corte son las raices del polinomio x = =2y x = 1 (raiz doble)

Calculo de los puntos criticos , maximos y minimos

Los maximos y minimos de la funcién estardn donde la pendiente de la funcién o lo que es lo
mismo la derivada primera de la funcién es 0 es decir la tangente a la curva es horizontal

f(x) =x3 —3x+2; f(x) =3x%-3;

Hallamos la primera derivada f'(x) =m = 3x> -3 =0; x = Vi x=1,x=-1
puntos maximos o minimos

Hallamos los puntos:

Parax=1,y=(1)2-3*«(1)+2;y=1—-34+2=0;y =0 => [(1,0) Minimo
Parax=—1,y=(-1)3 =3 x(-1) + 2; y = 4 => [(—1,4) Maximo

Para saber si estos puntos son maximos o minimos hallamos la segunda derivada
f”(x) = 6xy estudiamos su valor en esos puntos

parax =1=> f”(1) = 6 * 1 = 6 positiva(concava hacia arriva) => es un minimo

parax = —1=> f”(—1) = 6 * (—1) = —6 negativo (concava hacia abajo) es un maximo

Calculo de los puntos de inflexion
Son los puntos en que la funcién pasa de cdncava a convexa o viceversa es decir f(x) = 0;
f(x) =x3 —3x+2; f’(x) = 6x; 6x = 0 punto de inflexionx=0; f(0) =03—-3%x0+2,y=2

El punto de inflexion esta en (0,2)

Calculo de los intervalos donde la funcién es creciente o decreciente
Estudiamos la derivada de la funcion alrededor de los puntos criticos (maximos y minimos)
-00 -3 -1 0 1 4 +o0
f'(x) >0 f'(x) <0 f'(x) >0

Entre — oo y — 1 la derivada de la funcion f'(x) = 3x? — 3 es positiva la funcion crece

Tomo un valor intermedio ej x = —3; f'(=3) = 3(—3)? — 3 = +27 — 3 = +24; creciente (—, -1)
Entre — 1y — 1 la derivada de la funcion f'(x) = 3x?> — 3 es negativa la funcion decrece

Tomo un valor intermedio ej x = 0; f'(0) = 3(0)? — 3 = —3; decreciente (—1,1)

Entre 1y + ooy — 1 la derivada de la funcion f'(x) = 3x? — 3 es positiva la funcion crece

Tomo un valor intermedio ej x = 4; f'(4) = 3(4)? — 3 = +48 — 3 = +45 ; creciente (+1, +0)

La funcion crece (—o0,—1)U(1,+0,); La funcion decrece (—1,1)
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Calculo de los intervalos donde la funcion es concava hacia arriba o abajo
Estudiamos la segunda derivada de la funcion alrededor de los puntos de inflexion
En nuestro caso el punto de inflexio( 0,2)
-00 -4 0 4 +o0
f’(x) >0 f'(x) <0

Tomo un valor intermedio ej x = —4;f7"(x) = 6x; => f(—4) = 6 (—4) = —24;
f”(x) < 0 en el intervalo (—,0) la funcién es céncava hacia abajo
Tomo un valor intermedio ej x = 4;f"(x) = 6x; => 7 (4) =6 * (4) = 24;

f7(x) > 0 en el intervalo (0,+o0) la funcion es concava hacia arriba

Calculo de la tangente en el punto de inflexion
La tangente tendra la forma y = mx + n; en el punto de inflexion (0,2)
sabemos f'(x) = m = 3(x)2 — 3 enel punto (0,2) =>m =3(0)2-3=-3;m= -3
y = mx + n; en el punto de inflexién (0,2) con pendiente m = —3; 2 = —3(0) + n; n = 2;

La tangente en el punto de inflexiébny = —3x + 2;

{—Ll-]Mi:inE\ ) =y=xf-3x+2

Punte de inflexion (0,2)
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La funcion crece (—oe,—11U(1, 408, La funcion decrece {—1.1)

{—o=. 0) la funcién es céncava hacia abajo (0, +oc) la funcion es concava hacia arriba
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4. Ejercicio

X
Hallar la ecuacion de la recta tangente a y = 211 en su punto de inflexion de abscisa positiva

Solucién
f(x) = ﬁ ;para x = 0 la funcion es 0;
¢ @+ -(2xxx)  KP+D-(2x%)  x*+1 ) o —x2+1
W=—err - @D @D (WM Gy
£ x) = —2x((x* + 1)?) = 2(x* + DE)(—x* +1)  =2x((x* + D?) = 2(x* + DC)(=x* + 1)
) = &% + 1)t - &% + 1)t
—2x((x2+ 1) - 2(x2+ D2x)(-x2 + 1)

=0;-2x((x*+ 1) - 2(x*+ 1D2x)(—x* +1) = 0;

X2+ 1)*
2x(2+ 1) =22+ DC)(—x2+1); —(x2+1) =2(—x%+1); x2—1=-2x2+2;

x2=3; x= i\/§; tomamos abscisa positiva x = V3

Ha

X \/§ \/§ =~ a =
f(x)=m;parax=\/§;y=—2=r; PN Ll 2] WO
X (V3)* +1 NITTE] B
_\/§ &5 \
Punto de inflexion abscisa positiva (\/§, T) e My
g N~
. . —x%2+1 ™ B
parax = V3 la pendiente m sera f'(x) = — & N
R T S ) 1 4 2
) T~ N
-3 +1  -3+1 -2 ™ N
m = = ym=—;
((\/§)2 + 1)2 16 16
V3 -2
la tangente seray = mx +n; — = (—) *V3 + n;
4 \16 .
\/§+2\/§ 4\/§+2\/§ 6vV3  3V3
n—=— —_—— —_— = —
4 16 16 16 16 8 Punto de inflexitn abscisa positiva {ﬁ,?}
2. 33 1 . 3V3
Y="16"" 8’ 8°" 8

5. Ejercicio
Hallar los valores de las constantes a,b, cy d para que la funcion f(x) = ax3 + bx? + cx + d,
tengan un minimo en (—2, —3),un maximoenenx = 1y f(0) = —1
Solucién
Para que f(0) = a03 +b0? +c0+d=-1 =>d=-1;
Si hay un minimo en (—2,—3) se cumplira — 3 = f(—2) => —3 = a(-2)3 +b(-2)? +c(-2) -1
—3=-8a+4b—2c—1;8a—4b+2c =2
Para que haya un maximo o un minimo la derivada de la funcion ha de ser 0 en ese punto;
f'(x) = 3ax? + 2bx + ¢ = 0;
Parax = —2;f(x) = 3a(-2)?+2b(-2) +c=0; 12a—4b+c=0
Parax = 1;f(x) = 3a(1)2+2b(1)+c=0; 3a+2b+c=0

Resuelvo el sistema de ecuaciones

8a—4b+2c =2 8a—4b+2c =2 8a—4b+2c =2
{12a—4b+c=0{19—2‘—’*2; —16a+4b+0=2 {22%x2—-32; —-30a+0+0=6
3a+2b+c=0 12—-392%2; 2a—8b+0=2 32; 2a—-8b+0=2
30a+0+0=6;a= 1- tit la3¢22 8b+0=2; 2 8b=2;b= 12'b— 3'
a =6;a= =% sustituyo en la a =2 -c =2b=— 5 b=—15;
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1 3 8 12
Sustituyo enla 12 8a — 4b + 2¢ = 2; —§*8—4*(——)+2c=2;———+2=2c;

10 5 10
_ 6
-
f(X) =ax? +bx?+cx+d; f(X) = —lx?’ —iXZ +EX— 1
’ 5 10 5
minimo relativo (—2, —3), un méaximo relativo enenx = 1y f(0) = —1
| I | )
[ 1 3| 5 [ 5
= S
e

]

maximo relativeen enx=1

\ -B -2 -1 '\ 2

F ==k \\
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minimo relative (—2,—30 \

6. Ejercicio
Hallar los valores de las constantes a,b, ¢ que hacen que la parabola f(x) = ax? + bx + c,
tengan un maximo o un minimo en (3,12) y pase por (—1,20)
Solucion
Si f(x) = ax? + bx + c pasa por (—1,20 )se cumplird 20 = a(—1)?2 +b(-1)+c 20=a—b+g
Si f(x) = ax? + bx + c pasa por (3,12 )se cumplird 12 =a(3)2+b(3) + ¢ 12=9a+3b+¢;

Para que haya un maximo la derivada de la funcion ha de ser 0 en ese punto x = 3;

b
f'(x) = 2ax+b =0; f’(x)=2a*3+b=0;6a+b=0;a=—g

sustituyo en { 20 FJa—h+c \ 2
Y 12=9a+3b+¢ A L
- b b . - 7b \ :: f(]—E 2_3 +E
20——3— +c 20——6 +cC \ 2 x_zx X 3
b 9 o
12=9(—g)+3b+c; 12=-b+c paze porii=1.20 ‘Si
1 e )4
restamos 8 = —?b + 0; T
b= 48 5. 12 e ——
16 ’ ] t: Tinimo en (3,1%)
_ b (—3). Yy P
a= 6,a 3 ;a=1/ :,
Sustituyo en una de las ecuaciones >
1 33
20=a—b+c 20==—(-3)+cc=— L L |
2 2 B—5 —2—F % L&
1 33
f(x) = ax? +bx + ¢ f(x)=5x2—3x+7
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7.

8.

9.

Ejercicio
Hallar las dimensinones de un rectangulo que podamos construir con un hilo de 25cm, de forma
que su area sea maxima

Solucion

25—2b
2

A = Area = axb; sustituyo a

A (25—2b) b 25b sz
= * [ p— R
2 2 2

2a+2b=25;a=

Para que sea un maximo A’(b) = 0;

, 25 25 25
A(b)=—2b+7=0;2b=—;b=—'

225 25 5025
tit hallara=> a= & _ "7 "7 25
sustituyo para natlar a = a = 2 = 2 = 2 = 2

25 25
lados del rectangulo a = 7 ;b= T ; serd un cuadrado

Ejercicio
Hallar las dimensinones de una caja de base cuadradasintapa que tienen un area total de 192 cm?

para que su volumen sea maximo.

Solucion

Volumen = a? xb = a? b

Area total = area de la base + areas laterales

areatotal = a* a+ 4(a *b) = 192 cm?;

192 — a?
192 = a? + 4ab; 192 —a? = 4ab; b = ——— A
a“ + 4ab; a ab; 4 |

192 — a2 , . d
b= P by a son > 0y b depende de a en esa proporcion

Sustituyo en el volumen b por su valor;

192 —a®? 192a-—ad
* =

V= a?xb=a? T 7 para que sea maxima ha de cumplirse
: (192 —3a?)4 (192 —3a?) 5 192
V(@) = = 2 =0; 192 -3a“=0;a= Ta—&
192 — a2 . 192 —-8%2 192 -—82
b = ———; sustituyo b = = =4;, b=4

4a 4%8 ~  4x8

V= a%?*b=64%4=256cm?

Ejercicio

De todas las rectas que pasan por (1,4)determinar la que forma con los ejes de cordenadas

un triangulo minimo

Soluciéon

y=mx+n; sihadepasarporl4d=>4=m+n; n=4—m;

la ecuacion de larecta serd y = mx + (4 —m)

y =mx+ (4 —m)

X = 0; y=4—m;A(0,4 —m)

El punto A es la interseccion de las recta {
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y=mx+(4—m)0

El punto BA es la interseccion de las recta { y=0;
m— 4
m-—4
A = Area del triangulo = OB x0A = S = —m’ +8m—16
2 2 2m

o ~ (—2m+8)2m — 2(-m? + 8m — 16)
para que sea un minimo V' = Zm)z =
_ —4m?+16m+2m* —16m+32 —2m*+32 5 B B
= (Zm)2 = (Zm)2 =0;—-2m* + 32 = 0;m = +4;

., —2m?+32

Zm)z Para ver si es un minimo V" = 0 param + 4

m = +4; A(0,4 — m) = A(0,4 — 4) = A(0,0)no valdria pues seria el origen.

m = —4;A(0,4 — m) = A(0,4— 4) = 4(0,8);

B(m = 4-B(m_4 0)- B(_8 0)-13— 2,0
(m— ) m ) ) _4! ) _(')

m—4
=mx+ (4 —m);x =——
m

Puntos de corte A(0,8); B = (2,0) |
N\l s
,_—2m*+32 . - ..
= WPara ver si es un minimo V _ F i g
= (0 param— 4 -
Vo —4m * 4m? — ((=2m? + 32) * 4m)) u (1.4)
B (2m)* B i
—16m3 — (—8m3 + 128m)) _
(2m)* %
_ —16m® + 8m* — 128m)) B =(20)
(2m)* =
-1 i ] 3
V= —8m® — 128m_
B (2m)* ’ = \

—8(—4)3 — 128(-4) _ 512+512

Param = —4; V' = =
(2(_4))4 4096

> 0; minimo;

La ecuacion de larectaserd y = mx + (4 —m);param = —4; y = (—4)x + (4 — (—4))

y=—4x+38;

10. Ejercicio

Hallar dos numeros naturales que sumen 9 y que la suma del cuadrado de uno mas 6 veces el otro sea minimo

Solucion

Un nimero seriaael otrob;

{a+b=9; b=9-a
s = a% + 6b;

s=a?+6b; s=a%+6(9—a)=a®+54—6a;
Para que sea minimo o maximo s"= 0; s"= 2a—6=0;a=3;b=9—a;
s'= 2a—6; s =2

Para que sea minimo s” > 0; Se cumple
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11. Ejercicio

Euros

Queremos delimitar una parcela rectangular de 700 m?. La valla que da ala calle vale a 40

euros
Lavalla de los otros dos lados cuesta a 16T' Calcular las dimensiones de la parcela para

que la valla sea lo mas barato posible.
Solucion

axb = 700;

€ € €
Preci0=P=a*4OE+b*16E+ 2b * 16E;P=4Oa+16a+2b*16=56a+32b

— — 700
{a *b=700,a= b ; Sustituyo enla segunda P = 56 * AL 32; P= 39200 4 32b;
P = 56a + 32b; b b
39200 + 32b?
P= S — ;

64b * b — (39200 + 32b%)  64b% — 39200 — 32b?
b2 - b2 =0

Para que el precio sea minimo P" = 0; P’ =

 32b2—39200
pP=" =0

b2 ’
39200
64b% — 39200 — 32b? = 0; 32b% — 39200 = 0; b2 = T = 1225; b = +35;
b= 35 a=20_
T 09 amTmg T Al

64b « b2 — 2b(32b% — 39200) _ 64b3 — 64b + 2b * 39200

Para ver si es minimo P”" > 0; P =

b* b*
78400b
P = ———;parab = 35; P” > 0; valor minimo
b
12. Ejercicio

Calcular los puntos de corte con los ejes de

la tangente a la curva

1
y= Jen el punto (2,1)

X —

Solucion

s _1 —
Y T &2

(2,13

m;

La tangente en el puto (2,1) sera
—_— _1 . P
= (2 — 1)2 ;m =

m —-1;

La tangente serdy = mx + n,

tienen pendiente m = —1

=l
o
o
=
¥
=1
T T h.‘l’; (=T = 1 s E

y ha de pasar por (2,1),
1=-1%2+n; n=3; Latangenteseray = —x+ 3;
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13. Ejercicio
Hallar la funcion definida en el intervalo (0,2) de forma que pase por el punto (1,3) y cumpla
fx)=1si0<x<1 y f®=2si1l<x<2;
Solucion

fx)=1si0<x<1 _ {f(x)=x+c; si0<x<1

funcion definidaa trozos { fx)=2sil<x<2 f(x) =2x+4d; sil<x<2
Si pasa por el punto(1,3) se cumplird f(x) =x+¢; si0<x<1;3=1+c¢;c=2;

f(x) =x+2; si0<x<1
f(x) = 2x+d; sil < x < 2 donde d puede tomar cualquier valor

La funcion sera {
14. Ejercicio

Hallar los puntos en que la curva tiene la misma tangente y = x* — 2x? — x;

Solucion

y=x*-2x2—x; y=x(x%-2x—-1); y(x) = 4x3> —4x — 1; Latangenteesigualenx=1yx = —1

{ parax=1; f(x) =4*13 —4x1—-1=1;
parax=—1; f(x) =4* (1)} —4x(-1)—-1=1

15. Ejercicio
En dos pasillos perpendiculares uno de 2m de ancho y otro de 4m de ancho. Hallar la longitud
maxima que puede tener un muble para poder pasarlo de forma horizontal

Solucion

Aplicando teorema de tales

2 x 8
y 4’ Y=3

Aplicando teorema de pitagoras

Longitud del liston 12 = (y + 2)% + (x + 4)?

8
Longitud del liston 12 = (;+2)2 + (x+ 4)? A 4
l=J(§+2)2+(X+4)2=
X
64 32 1
rradin &y ELEL R b 16 3 ;
i y [ ||:-: +Bx°+H20x" +32x+ 64
A = Ir
4 4 =
L J64+32+ 24+ 8x+20 2 - -
= |FT o TX X = 2
X X e \ r!/l_
] =
64 + 32x + x* + 8x3 + 20x2 5
<2 ; )
IxTh BT s f 125 =0)
x* + 8x3 + 20x? + 32x + 64 4
1= = )
_L‘ ¥ 4 L 6 n E 0
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1 (4x3 + 24x2 + 40x + 32)x? — 2x(x* + 8x3 + 20x? + 32x + 64)
*

x* + 8x3 + 20x? + 32x + 64 x*
2 2
. 1 4x5 + 24x* + 40x3 4+ 32x?% — 2x° — 16x* — 40x3 — 64x% — 128x
= *
x* + 8x3 + 20x? + 32x + 64 x*
2 2
) 2x5 + 8x* — 32x? — 128x o
I = = 0; para que sea un minimo
x* +8x3 + 20x% + 32x + 64
2+ x4 )

2x5 + 8x* — 32x% — 128x = 0;x(2x* + 8x3 — 32x — 128) = 0;
x=0novaley 2x* +8x3 —32x— 128 = 0;
x= 2,51; Longitud del mueble 8,323 m

4 Propiedades de las funciones

4.1 Puntos de corte con los ejes y signo de la funcién
Punto de corte de la funcidn y=f(x) con el eje X se calcula haciendo f(x)=0;

Punto de corte de la funcién y=f(x) con el eje Y se calculando la funcién para x=0;
El signo de la funcién nos indica los valores de x en que la funcién es positiva o negativa

f(x)>0;

16. Ejercicio

. , \ x-3)x+2)
Determinar los puntos de corte y signo de la funcion f(x) = B

Solucion

x-3)x+2) — o
X+ 1 % f }__{:;—3):-:-! z) r/

x—3)(x+2)=0 : A

f(x) =

Puntos de corte con el eje X son:

en (3,0) y (=2,0) =0yl (3.0

TR =TT

(x=3)x+2) o R EEERETIELREY & 10

’

fG0 = x+1 4

_0-3)0+2)  3HD) Crtr
0+1 I ' | [ =

Puntos de corte con el eje Y es en (0.—6) Vi

La funcion es indeterminadaen x = —1; V. E

-00 -2 -1 3 +00
x+2) - +
x+1) - -
(x-3) - - -

x=3)x+2) - + -
x+1

+| +| +| +

f(x) =
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4.2 Simetrias
Una funcion es simetrica respecto al eje Y si se cumple f(x) = f(—x). Simetria Par

Una funcion es simetrica respecto al origen de coordenadas si se cumple f(—x) = —f(x); Simetria Impar

17. Ejercicio

Determinar los puntos de corte y signo y simetria de

2

la funcion f(x) =

X
x2 —4

Solucion N

2

X

f(x) = i 0; Punto de corte eje X(0,0) ran

X2 —

2 02

X .
f(x) = peRnwE) Ak e 0; Punto de corte eje Y (0,0)

2 2

X

) = o = (0

4

=(X—Z)(x+2) u

La funcion es indeterminada en x

X2 —X 2 XZ
f(x) = f(—x); f(x) = peRy f(—x) = L — Se cumple simetria par

5 Funciones polinémicas

18. Ejercicio

Ha

[ e Qo L E T CR S e RC N Y ]

Estudiar la siguiente funcién f(x) = (x> — 4)(x + 1)

Solucion

f) =2 = 4)x+1) =x>+x% —4x—4

a) Dominio

El dominio de la funcién es R

b) Puntos de corte y signo

i

L=

f]

1
Lo
"*
T

i
=

fx) =x*-4)x+1)=x+2)x-2)(x+1) J'I

fx)=x+2)x—2)x+1) =0; lif
|
|

[t
===l
-

Punto de corte eje X; x = —2;x = 2;x = —1

(=2,0); (2,0); (=1,0)
Punto de corte eje Y; parax = 0; T
y=0+2)(0-2)(0+1)

y=2+(-2)(1) = —4(0,=4)

filx) = (x~—{4) "+ 1]

L =R T I R S

=

Signo:
Para— oo <x < -2 f(x) <0;

13(32)



para—2<x < -1 f(x) > 0;

para—1<x <0 f(x) <0;

para0 < x < 2 f(x) < 0;

para2 < x < w f(x) > 0;

c) Simetrias

No hay simetrias

d) Limites en el infinito

fx) = x* -+ 1); lim f(x) = +o0; lim f(x) = —oo;
e) Mdximos, minimos y puntos de inflexion

f) = —4)x+1)=x3+x*>—4x—4

f'(x) = 3x? + 2x — 4; para hallar maximos y minimos = 0

—2++/52 —2—+/52
3x24+2x—4=0; x =T= 0,8686; xZTZ —1,5352
Estudiamos si es maximo o minimo " (x) = 6x + 2
—2++/52
Parax = — - 0,8686; " (x) = 6x + 2 es mayor que 0 minimo
—2 —+/52
Parax = — - —1,5352; {7 (x) = 6x + 2 es menor que 0 maximo

f)  Puntos de inflexion

Si hay solo un maximo y un minimo habra solo un punto de inflexién

2
f"(x)=6x+2=0; x=—g=—0,333;y= x3+x%2—4x—4;

e Y I Yt
Y=\"% 6 6 T 7216 Y

560

. . 2
Punto de inflexion (— 5 216

19. Ejercicio

Escribe una funcion polinomica de 32 grado que tenga un maximo y un minimo relativo
Solucion

f(x) = ax® + bx? + cx +d

La funcién tendra tres puntos de corte con el eje X.

Para que tenga maximos y minimos relativos calculamos la segunda derivada

f'(x) = 3ax? + 2bx + csiigualoa 0; 3ax? + 2bx + ¢ = 0;

Para que haya un maximo y un minimo relativo la solucion de esta ecuacion tendria que tener

dos raices raices reales distintas;.

Por ejemplo

1 3
) =x—2)x—-1)=x>-3x+2=>f(x) = §x3 _EXZ + 2x+;
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6 Funciones racionales
O
Qx)

Las funciones racionales son del tipo f(x) =

20. Ejercicio

x? — 3x
-1

Estudiar la siguiente funcion f(x) =
Solucion

a) Dominioy continuidad

Dado que la funcion no esta definida en x=1; La funcién es continua en R—{1}

b) Corte con los ejes y signo

_ x? — 3x
Corte con el eje X ; f(x) = 1

los puntos de corte con el eje X son (0,0) y (3,0);

=0; x2 —3x=0;x(x — 3) = 0; solucionx = 0y x = 3;

02—-3%0
0-1

3x
Corte conelejeY;x=0; ; f(x) = 1 ;£(0) =

El punto de corte con el eje Y es (0,0);
Signo: Tomamos los puntos de corte e indeterminacion (x = 0;x = 1;x = 3)

(—1)?—3(-1) 1+3

Para—oo <x <0 gjx=-1=>f(-1) = —D-1 — < 0,f(x) < 0;
= 1= _(05)2-3(05) 025-15
para0 <x <1l ex=1=>f(2) = 05 =1 = >0; f(x) > 0;
L _(2)2—3(2)_4—6
para0 <x <3 gjx=1=>(2) == === <0; f() <0;
4% —3(4 16 —12
paraS<x<ooejx=4=>f(4)=() ()= >0,f(x)>0
“4) -1 =2
c) Simetrias
x* - 3x (—02-3(-0) x*+3x
fo = x—1 #f(—x) = -1  —=-1 No simetria par
f(x) % f()-x2+3x¢ x2—3x_—x2+3x_N o otria
X A — =1 = —xy 1 Nosimetriaimpar

d) Asintotas

x% — 3x
-1

Asintota vertical la funcion se hace indeterminada paravalordex = 1; f(x) =

2

X X o ) ) .
lim = oo; esto implica que tiene asintota vertical

x>l x—1

Calculamos las ramos de la funcién por la derecha y la izquierda.
Calculo limites laterales

(092 —-(3%09) +081 —27 —189

X—I’%?‘J(J,‘)——l 01 i = +(por la izquierda tiende a + o)
1,1)2-(3=1,1 +1,21 -3,3 -2,09
im QU°-B+1D _ = = —(Por la derecha tiende a — )
x-1,1 1,1-1 +0,1 +0,1

Asintotas horizontales, oblicuas o ramas parabolicas (Las funciones solo tienen una de estas
asintotas)
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Asintota horizontal. Si grado de P(x) < grado de Q(x) hay asintota Horizontal

Asintota oblicua P(x) = grado de Q(x) + 1 hay asintota Oblicua
Como se cumple esto solo habra asintota Oblicua

Para calcular la asintota oblicuay = mx + n;

x? — 3x %2 — 3x -2x
m=lim@=lim x—1 = lim =lim(1+— =Lm=1;
X—00  y X—00 x X—00 X4 — X X—00 X —X
x? — 3x 2 _3x—x? _
n = lim (f(x) — mx); @ = lim ———x = lim x3’x_x+x= lim 2x =-2;
X—00 X X—0o X — X—00 x—1 x—ooyx — 1
Asintota oblicuay = x — 2;
Otra forma
Si divido numerador por el denominador
2 _
X 3x . o . .
<—1 =x—-2)— — , el cociente de la division es la asintota oblicuay = x — 2
Calculamos las ramos de la funcién repecto a la asintota oblicua ; S =
Calculo para x = 100 6
x% — 3x 1002 — 3(100) g
f(x) = ——; f(100) = ———— = 97,97 2
() =<7 f(100) 100 — 1 ’ = o
y=x—2;y=100—-2 =98; ——
5B EIC
es mayor la asintota %
¥=x=2= 4
=1 5
Calculo para x = =100 i 4 =
X% — 3% (=100)2 — 3(=100) ] I .
f(x) = ; f(—=100) = =-101,98
() =S f(=100) 1001
y=x—2;y=-100—-2=-102;
es mayor la funcion
e) Crecimiento, decrecimiento, maximos y minimos
x? — 3x 2x—3)(x—1)—1(x*—-3x) x?>—-2x+3
(0 = X 23%; pp = ST D100 790 :
x—1 (x—1)2 (x—1)2
igualamos a 0 para ver maximos y minimos
x> —2x+3 0 X% — 2x+3 20 L;
———=0; x* — 2x = = i
x=1) E ) =
7 —
esta ecuacion no tienen solucion en los f
3 ==
numeros reales. 4
No hay maximos ni minimos = N=EC 2 |
1t ol
.Creciente en todo el dominio. 5
f)  Curvaturay puntos de inflexion B & B B
x? — 3x 3
f(x) = : ] . /
0 =——7 - ; 1
. (2x—-2)(x—1)? —(2(x—1) * 1)(x* — 3x) &
f (X) = 7
-1 z

2x3+2xz+6x—2—2x3+8x2—6x_ +10x2—2_
(x—1)3 -3
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Parax < 1; f”(x) < 0;concava hacia arriba
Parax > 1; f”(x) > 0;concava hacia abajo
Como nunca se anula no hay puntos de inflexion

Damos valores a la ecuacion y calculamos puntos intermedios de la funcion

21. Ejercicio

Hallar y representar la funcion que cumple las siguientes caracteristicas:

i

Sus asintotas sonx = —2,x = 4,y = —2; I

Su derivada no se anule nunca y sea negativa

B
1|
|
La
=
® o
B
1l
S—a—D

=]

en todos los puntos del dominio

Solucion r{ 4 &
. p(x) ¢ 2 1
La funcion sera f(x) = —=
Q) ] J
e Asintotas —J_D £ -6 -4 -I $ & § 1
P(x) P(x) D
Verticales lim —— = oo; ylim = o0; i .
x--2 Q(X Y QX l % ‘
i i =
La funcidn serfa f(x) = &; ] \ u
x+2)x—4) ] L8
P(x) i i
feo = x2—-2x—-8’

7 Funciones exponenciales

Las funciones exponenciales son del tipo f(x) = a* donde a es un numero positivo distinto de 1

22. Ejercicio
Estudiar la siguiente funcion f(x) = e* — 1;
Solucion
a) Dominioy continuidad
El dominio de la funcién es R y es continua en todo el dominio
b) ~ Puntos de corte con los ejes y signo
Corte con el eje X; f(x) = ¥ — 1 = 0;e* = 1 => x = 0 punto de corte (0,0)
los puntos de corte con el eje X son (0,0)
Corte conelejeY;x = 0; f(x) = eX— 1;f(0) = e’ — 1 = 0;
El punto de corte con el eje Y es (0,0);
Signo estudio la funcioén a los lados del punto de corte
Para—o<x<0ex=-1=>f(-1)=e'—-1=-0,6321, f(x) < 0;
para0 <x <o ejx =1=>f(2) =el —1=1,7182; f(x) > 0;

c) Simetrias

1
fx) =eX—1#f(—x) =™ -1= o~ 1 Nosimetria par

1
f(—x) = —f(x); = 1 # —(e*—1) = —e* + 1; No simetria impar
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d) Asintotas
Asintota vertical: Dado que la funcion es continua en todo el dominio
No hay asintota vertical.

Asintotas horizontales, oblicuas o ramas parabolicas (Las funciones solo tienen una de estas
asintotas)

lim f(x); lim (e*—1)= ow—-1=»
X—00 X—00

1
lim f(x); lim (e*-1)=e*-1= ——-1=0-1=-1;
X——00 X——00 e

Asintota horizontal por la izquierdaeny = —1;

En teoria do tendria asintota oblicua pero como la asintota horizontal solo esti en la en izquierda de
la funcion para x = —oo habra que calcular si tiene asintota oblicua.y = mx — n

X _ e®—1 e’
m= lim @ = lim u = g = — = indeterminado
X-0  x X—00 X [e/e] [o¢]

esto se resuelve aplicamos laregla L’Hopital
para aplicar L'Hopital dervamos arriba y abajo independientementen y hallo limite

. e*—0 e”—0) oo
lim @ = lim ( ) = ( 1 ) =1= oo; No hay asintota oblicua por la derecha
X—-00  x X—00

100
f_, - _E”-1_G -H_0-1)_ -1

m= lim — =0;
X—-—0 x X—00 X —00 —00 —00 —00
No hay asintota oblicua por la izquierda
e) Crecimiento, decrecimiento, maximos y minimos
fx)=eX—1; f(x) =eX lnexx"—0; f(x)=e*
para ver si tiene maximos o minimos f'(x) = e* = 0; o
como no hay ningun valor de x que al elevar ,
. . . . v = X o
e nos de 0 no hay maximos ni minimos f(x) = efl -1 5 ]
Para ver si la funcion es creciente o decreciente b I
tomaria los puntos criticos }
Como no hay punto criticos, la funcion serd creciente
o decreciente en todo el dominio
10p -B-Fp 54 B -La 4
f(x) =eXlnexx —0; f(x)=eX T
tomo cualquier punto y veo si es positivo o negativo ¢
ejemplo parax = 0; f'(0) = e® = 1 positico => P

funcion creciente en todo el dominio
Damos valoresaxenf(x) = eX—1

y obtengo la funcién
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23. Ejercicio

2
X
Estudiar la siguiente funcion f(x) = -

Solucion
a) Dominioy continuidad
El dominio de la funcién es R y es continua en todo el dominio

b) Puntos de corte con los ejes y signo

x2

Corte con el eje de las X; f(x) = == 0; => x = 0; Punto de corte (0,0)

los puntos de corte con el eje X son (0,0)

x? 2.0
Corte conelejeY;x =0; f(x) = e—X; f(0) = =1 0; Punto de corte (0,0)
El punto de corte con el eje Y es (0,0);

Signo estudio la funcién a los lados del punto de corte

—1)2
Para— 0o <x <0 ejx=—1=>f(—1)=( ) = 2,72 f(x) > 0;

el
, (1)?
para0 < x < e]x=1=>f(1)=e—1=0,36; fx) > 0;

c) Simetrias

(—x)?

e(=x)

= eX % x?2

2
X
f(0) = # f(-x) = No simetria par

2
X
f(—x) # —f(x); e**x? *# —x No simetria impar

d) Asintotas
Asintota vertical: Dado que la funcion es continua en todo el dominio
No hay asintota vertical.
Asintotas horizontales, oblicuas o ramas parabolicas (Las funciones solo tienen una de estas
asintotas)
. . x2  ©? o

porladerecha; lim f(x); lim=—= —=—;

X—00 X—00 pX e e}

2
. . X
como el denominador se hace mayor para valores mas grandes => lim — => tiende a 0;
X—00 ex

x2  (—)?
por laizquierda lim f(x); lim — =
X——00

X——00 eX e_°°

= (—oo)2 *x e = oo;

’

Asintota horizontal por la derechay = 0;
En teoria do tendria asintota oblicua pero como la asintota horizontal solo esti en la en derecha
habria que calcular si tiene asintota oblicua por la izquierda y = mx —n
2
fx) * x . 0X -

X X o
m= lim =< = lim e =—; lim —=— =— = (—)(e®) = —ox;
x—>—0 yx x——o— X’ x-s-o0 eX eX e~®

No hay asintota oblicua por la izquierda
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e) Crecimiento, decrecimiento, maximos y minimos

(2x*e¥) —eXxx? e*(2x—x%) 2x—x?
(ex)z - (ex)z - eX

fx) = 2—,2(; f(x) =

2x — x*
para ver si tiene maximos o minimos f'(x) = =0;2x—x?2=0; x(2—x) =0;
e

— =
se hace O parax = 0y x = 2; luego hay maximos o minimos en esos puntos
Para ver si la funcion es creciente o decreciente tomaria los puntos criticos

Estudiamos la derivada de la funcion alrededor de los puntos criticos (maximos y minimos)

-00 -3 0 1 2 4 +00
f(x) <0 f'(x) >0 f(x) <0
2(=3) - (-3)?
Entre — oo y 0 tomo un valor intermedio ej x = —3; f'(—3) = %3() = (-6 —9)e?
f'(—=3) = (—15)e3 < 0 la funcion decrece
2(1) — (1)
Entre 0 y 2 tomo un valor intermedio ej x = 1; f'(1) = % =(2-1e
f(1) = e3 > 0 la funcion crece
. o ’ 2(4) — (4)?
Entre 2 y oo tomo un valor intermedio ej x = 4; f'(4) = S - (8 — 16)e?
(1) = (—8)e® < 0 la funcion decrece
Minimo en x = 0 y un maximo relativo en b
X = 2;
4 T
Sustituyo estos valore en la ecuacion fix)l= =
i g’
x2 02 ¥
00 = 556(0) = 5 = 0;
y = 0 Minimo en (0,0) \
) . 1 (2,05}
Sustituyo estos valore en la ecuacion \. I —
2 22 - e - =
f) =5 (@) S =05 ¢ 188 3 2 §73 5 ¢
L
y = 0,5 Maximo relativo (2,0°5)
-
f) Puntos de inflexion y curvatura i
x% 2x — x2
f60) =i 0 = —5—;
\ (2-2x)e*—1*eXxlne* (2x—x%) (2 —2x)e* — eX(2x —x?)
f (X) = e2X = e2x =
(2-20)—(2x—x¥))e* (2—-2x—2x+x?) x*—4x+2 (x—3,41)(x+0,586)
e2x = eX = eX = eX

Puntos de inflexion x = 3,41; x = —0,586;

g) Tabla de valores

2
X
Para definir la grafica damos valores a la x en la funcion f(x) = o= y obtengo y
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Funciones logaritmicas

Las funciones logaritmicas son del tipo f(x) = log, x, -

X I
donde a es un numero positivo distinto de 1 b
y X esun numero positivo j 7
il
f(x) = log, x es inversa de la funcion : / =
exponencial x = a¥ i o
)
i
Representamos f(x) = log, x y f(x) = 2% fl=—2" : ]
vemos que son simetricas respecto a la bisectriz e
pd
del primer cuadrante B -F-F-g-F T I3
_ ” 5
fG0) = log, 7 i Frei|=load
f(x) = 2% /- i
1
- ¥
24. Ejercicio
Vx
Estudiar la siguiente funcion f(x) = log T
Solucion
a) Dominioy continuidad
Para calcular el dominio tenemos que tener en cuenta:
El denominador no puede ser 0 => x#1
No existen logaritmos de numeros negativos ni 0 => T—x > 0;
Para calcular esto hallo los puntos criticos igualo a 0 el numerador y denominador
Vx=0;=>x=0;
1-x=0;x=1
Calculo los valores de la funcién al lado de los puntos criticos
Negativo=No existe >0 positivo negativo=no existe
o
) 0 1 )
S S s S .
Parax = —1; ————= = —— no existe laraiz
1-(-1)
P —05; Y2 5
arax=0,5; 1-05
N
P =2;,——=<0
ara x -3
El dominio de la funcién es (0,1)
b) Puntos de corte con los ejes y signo
. 0 ﬁ
Corte con el eje de las X; f(x) =10g1 = 0;=>10°= === LVx=1-x;

3+V9—4

2
Punto de corte eje X (0°382,0)

x2—-3x+1=0;x =

Corte con el eje delas Y; x = 0; f(x) = log No existelog0; no hay punto de corte;

1-0
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; x = 0,382 el otro punto no es valido esta fuera del dominio




Signo restudio la funcion a los lados del punto de corte

10,2
Para0 < x < 0,382 ej x = 0,2 => f(0,2) = log1 02" 0,56; f(x) > 0;

V05

1-0,5

para0,382 <x <1 ejx =0,5=>(0,5) = log = 1,41; f(x) > 0;

la funcién es creciente en el dominio.
c) Simetrias

f(x) = f(—x)simetria par;
{—f(x) = f(—x)simetria impar

No hay simetria
d) Asintotas
Asintota vertical:

Se halla clculando el limite de la funcion cuando x tienede a un numero; puntos criticosx =0yx = 1;

: : Vx V0 0
}(1_1}8 f(x); }(1_1}(1] log T log T—o0- logT = log 0 no exixte; asintota enx = 0
- . Vx V1 1
lim f(x); limjog T log 1= logT = Indeterminado asintota en x = 1;
Asintotas horizontales, oblicuas o ramas parabolicas (Las funciones solo tienen una de estas
asintotas)
Asintota Horizontal

{ por la derecha; limy_,., f(x);

por la izquierda; limy ..., f(x); no existe porque el dominio solovade 0 a 1;

e) Maximosy minimos
No hay maximos ni minimos. En todo el dominio la funcién es :
creciente /
. g . - 0} og 2/
f)  Puntos de inflexion curvatura No hay puntos de inflexion pues 0.4 T /x
no hay ni maximos ni minimos /
g) Definicion de la funcion 4 95 / ofs 15
Para definir la grafica damos valores alax enla o
] \/; 1
funcion f(x) = log 1 y obtengo y 15
—x

25. Ejercicio
Estudiar la siguiente funcion f(x) = In(x? — 1)
Solucion
h)  Dominio y continuidad
Para calcular el dominio tenemos que tener en cuenta:
No existen logaritmos de numeros negativosni0 => x2 —1>0
x2—-1=0x=+Vl;x=-1Lx=1;
Calculo los valores de la funcién al lado de los puntos criticos

>0 positivo <0 negativo >0 positivo

© -1 1 )
Parax=-2;22—-1=3 >0; La funcion existe
Parax=0; 02—1<0;La funcion no existe

Parax =2; 22 —1 =3 > 0;La funcion existe
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El dominio de la funciéon es (-, -1) U (1, «0)

a) Puntos de corte con los ejes y signo

Corte conelejedelasX; f(x) =In(x?—1)=0;=>e’ = x2—-1=1; x> = 2;
x = +V2; x = +1,4142; Puntos de corte (—174142,0); (1'4142,0)

Corte conelejedelas Y; x = 0; f(x) = In(0% — 1); In(—1) No existe;

x=0 no pertenece al dominio

b) Simetrias

f(x) = f(—x)simetria par;
{—f(x) = f(—x)simetria impar

In(x? — 1) = In((—x)? — 1); x2 = (—x)? existe simetria par;

¢) Periodicidad

No es periodica (las periodicas son la funciones trigonométricas)

d) Asintotas

Asintota vertical:

Se halla calculando el limite de la funcion cuando x tienede a un numero; puntos criticos
x=1lyx=-1;

Xl_i)r{l1 f(x); Xlirzll In(x?2 = 1); In((-1)2 = 1) = In(1 — 1) = In(0) = —o luego hay asintota
}(1_1)1} f(x); LI_)IT; In(x? —1); In(1?2 — 1) = In(0) = —o luego hay asintota

Asintotas horizontales, oblicuas o ramas parabolicas (Las funciones solo tienen una de estas
asintotas)

Asintota Horizontal

por la derecha; lim f(x); )11_{1010 In(x?=1); In(0* = 1) = o

xme iste asintota horizontal

por laizquierda; lim f(0); lim In(x® —1); In((=»)* = 1) = o existe asiiota otizonta
X——00 X—00

Asintota oblicua y=mx+n

Hay que calcular los li mites cuando x tiende a infinito y menos infinito

Calculamos myn; m= lim Q = lim [f(x) — mx]
x>ty X—too
— [ee]
calculo primero parax = o = lim M _oo =— = indeterminado
X—+00 e 0 o
200
Regla de 1" Hopital = derivada numerador y denominador lim x2 (Zx) -1 (2e0) _ por i
X—+00 ,
1 1

y = 0x + n; y = n; seria asintota vertical ; luego no hay asintota oblicua

2 _
calculo parax - —oo = lim M; ln_oo =—
x—>+oo X 0

= indeterminado

Regla de 1" Hopital = derivada numerador y denominador

Jim @) T T =0

1 1

y = 0x + n; y = n; seria asintota vertical ; luego no hay asintota oblicua

e) Maximos, minimos relativos crecimiento, decrecimineto

1 X
f(x) = In(x®2-1); f'(x) = pra Ine * 2x = —— 7 ipara halar maximos y minimos igualamos a 0

xZ
2x
X2 —

= 0;2x = 0; x = 0; no pertenece al domino; no hay ni maximos ni minimos relativos

23(32)



2x

calculo la derivada en los puntos del dominio f'(x) = * Ine * 2x =
x2 -1 x2 -1
f'(x) < 0;decreciente f'(x) >0 creciente
© -1 1 0
, 2X —4 —4 :
parax=—2; f(X) = m= m=?<0 -""'H -~
, 2x 4 N
parax =2 f'(0) = 7—7= 7-7=3>0
La funcion es decreciente de (—oo a — 1)
y creciente de 1 a + oo
0-8 - -F -6 -5 -# -B -2‘;
f)  Curvaturay puntos de inflexion 2°
derivada
No hay puntos de inflexién porque no hay
maximos ni minimos
g) Definicion de la funcion

Para definir la grafica damos valores ala x en la

Vx

funcion f(x) = log y obtengo y

1—x
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Funciones periddicas

Una funcion es periddica si se cumple para todo el dominio f(x + T) = f(x), siendo T el tiempo

o valor que tarda en repetirse la funcion

Y

( _)l )

sepx

iy

IT=
L=
—
ril s
fomm
vl
=

Ha

26. Ejercicio
Estudiar la siguiente funcion f(x) = senx
Solucion
a) La funcion es periodica pues f(x) = f(x + 2m). periodo T = 21 por lo que solo habria
que representar la funcion entre 0 y 2y luego repetirla
b) Dominio y continuidad
La funcién es continua en todo R por lo que su dominio es R
¢) Puntos de corte con los ejes y signo
Corte con el eje delas X; f(x) = senx = 0;=>y = 0 para sen 0 y seno de 360(2m)
Puntos de corte (0,0) y (21, 0)
Corte con el eje delas Y; x = 0; f(x) = senx;y = 0 = sen0; (0,0)
d) Simetrias

f(x) = f(—x)simetria par;
{—f(x) = f(—x)simetria impar

senx # sen(—x); no existe simetria par; senm # sen(—m); senn/2 = sen(—m/2)
—senx = sen(—x); existe simetria impar; —senn = sen(—n); —senmn/2 = sen(—m/2)
e) Asintotas

Asintota vertical: No hay asintota vertical. La funcion es continua

Asintotas horizontales, oblicuas o ramas parabolicas (Las funciones solo tienen una de estas
asintotas)

Asintota Horizontal: No hay asintotas horizontal ,ni oblicua
f)  Maximos, minimos relativos crecimiento, decrecimineto

f(x) = senx; f'(x) = cosx; para halar maximos y minimos igualamos a 0

3n
cosx = O;paravaloresdex = m/2,yx = 7; luego es esos puntos tenemos maximos y minimos

3n
Podemos comprobarlo senm/2 = 1y sen - = -1;

g) Definicion de la funcion
Para definir la grafica damos valores ala x en la

funcion f(x)senx y obtengo y
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27. Ejercicio
Estudiar la siguiente funcion f(x) = cosx
Solucion
a) La funcion es periodica pues f(x) = f(x + 2m). periodo T = 21 por lo que solo habria
que representar la funcion entre 0 y 2my luego repetirla
b) Dominio y continuidad
La funcion es continua en todo R por lo que su dominio es R

c¢) Puntos de corte con los ejes y signo

T 3
Corte con el eje de las X; f(x) = cosx = 0;=> y = 0 para cos 7 ycos de 270 (En)
Puntos de corte (E O) (En 0)
27 Y™

T T
Corte conelejedelasY; x = 0; f(x) =cosx;y =0 = cos (E, 0)

d) Simetrias

f(x) = f(—x)simetria par;
{—f(x) = f(—x)simetria impar

T T
cosx = sen(—x); existe simetria par; cost = cos(—); cos 5 = cos (— E)

—cosx # cos(—x); no existe simetria impar; —cost # cos(—m); —cosmn/2 # cos(—m/2)
e) Asintotas
Asintota vertical: No hay asintota vertical. La funcion es continua

Asintotas horizontales, oblicuas o ramas parabolicas (Las funciones solo tienen una de estas
asintotas)

Asintota Horizontal: No hay asintotas horizontal ,ni oblicua

f)  Maximos, minimos relativos crecimiento, decrecimineto

f(x) = cosx; f'(x) = —sen x para halar maximos y minimos igualamos a 0

—senx = 0; para valoresdex = 0y x = 1;luego es esos puntos tenemos maximos y minimos
Podemos comprobarlocos0 = 1ycosm = —1;

g) Definicion de la funcion

Para definir la grafica damos valores alax en la

funcion f(x) cosx y obtengo y

He

He
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28. Ejercicio

Estudiar la siguiente funcion f(x) = tg x

Solucion
sen x
tgx =
J CcoS X

a) La funcion es periodica pues f(x) = f(x + m). periodo T = 7 por lo que solo habria
que representar la funcion entre 0 y 2y luego repetirla
b) Dominio y continuidad

No es continua en los valores de x que hacen 0 cos x;
. . 1-[
la funcion es continua en R{_{E + k)

¢) Puntos de corte con los ejes y signo

Corte conelejedelasX; f(x) =tgx=0;=>y =0paratg0ytagm
Puntos de corte (0,0) y (1, 0)

Corte conelejedelasY; x = 0; f(x) =tgx;y =0 = tg 0;(0,0)

d) Simetrias

{ f(x) = f(—x)simetria par;

—f(x) = f(=x)simetria impar

T T
tgx = tg (—x); existe simetria par; tgm = tg(—m); tgz =tg (— E)
—tgx # tg(—x); no existe simetria impar; —tgm # tg(—m); —tgn/2 # tg(—m/2)

e) Asintotas
. . . . ) 1-[
Asintota vertical: hay asintota vertival en los puntos criticos 3 +kn

Asintotas horizontales, oblicuas o ramas parabolicas (Las funciones solo tienen una de estas
asintotas)

Asintota Horizontal: No hay asintotas horizontal ,ni oblicua.

)  Maximos, minimos relativos crecimiento, decrecimineto

No hay maximos ni minimos, la f(x) = tgx; es creciente en todo el dominio
g) Definicion de la funcion

Para definir la grafica damos valores alax enla funcion f(x) = tgx y obtengo y

"1—
-
[Chig

=
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10 Construccion de funciones por translacion y dilatacion

Translaciones:
Si tenemos una funcion f(x) y queremos transladarla hacia arriba , abajo o hacia los lados tendremos en
cuenta los siguientes criterios. Sea la funcion y=f(x):

Si quiero desplazarla 2 unidades hacia arriba se transformara en y = f(x) + 2

WEY-H/]]
AN
\LWDNXL/T 1/

(1

H

3 =]

[¥5]

Dilataciones:
Siendo una funcion f(x) y k en numero real mayor de 0 se cumple:

Si multiplicamos k * f(x) la funcion resultante y = k * f(x) se ha ampliado respecto al eje de Ordenadas

1 1
Si dividimos X * f(x) la funcionresultante y = K f(x) se ha reducido respecto al eje de Ordenadas

Si multiplicamos f(x * k) la funcion se ha ampliado respecto al eje de abscisas

1 1
Si dividimos f(x * E) la funcion resultante y = f(x * K) se ha reducido respecto al eje de abscisas

=16

\[ LI

[&. L~

\ /
TCANNN
AT/
\f £
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29. Ejercicio

Un editor sabe que para la primera edicién de un determinado libro la funcién oferta y demanda viene
determinada por la formula

fo(p) = 282p — 422; f,(p) = 14362 — 422p
Calcular:

a) ¢Cuantos ejemplares de la primera edicién debe poner en el mercado para conseguir el
equilibrio de mercado y precio de venta?
b) (Qué pasara si decide poner el precio de venta a a 15€. Y silo pone a 25€?

Solucion
a) equilibrio f,(p) = fq(p); 282p — 422 = 14362 — 422p; 704p = 14784;p = 21€
Numero de ejemplares, sustituyo en una de la ecuaciones f,(p) = 282p — 422;

fo(p) = 282 %21 — 422 = 5500 libros pondra en el mercado

f,(p) = 282 x 15 — 422 ;f,(p) = 3808

b)a 15 €{fd(p) = 14362 — 422 * 15; f4(p) = 8032

hay exceso de demanda

f,(p) = 282 % 25 — 422 ;f,(p) = 6628

£,(p) = 14362 — 422 * 25; £4(p) = 3812 hay exceso de oferta

a25€{

30. Ejercicio
L a tabla indica el numero de conejos que hay en una granja la cabo de t meses
C (Conejos) 0 1 2 3 4 5
t (tiempo en meses) 25 43 75 130 226 391

a) Responde la poblacién a una funcién exponencial

b) Hallar dicha funcién

c¢) ¢Cuanto tiempo se necesita para doblar la poblacién de conejos

d) Cuanto tiempo necesitariamos para alcanzar una poblacién de 1000 conejos

Soludion

a) funcion exponencial de crecimiento serd de la formay = a(1 +r)*
a = valor inicial , r= tasa de crecimiento; t periodo

Si la funcion es exponencia cumpliria

43 =25(1+r)t; r=0,72

75 =25(1+1)?% r=10,73

130 =25(1+1r)3; r=10,73

226 =25(1+1)% r=0,73

226 =25(1+1)5% r=10,73

b) La funcion de crecimiento sera f(x) = 25(1 + 0,73)%; r = 0,73

¢) Cuanto tiempo se necesita para doblar la poblacion de conejos
50
f(x) = 25(1 + 0,73)%; El doble de la poblacion ser4 50; 50 = 25(1 + 0,73)%; lnﬁ =tIn(1+ 0,73);

t = 1,265 meses

d) Cuanto tiempo se necesita para alcanzar una poblacion de 1000 conejos

1000
fG) = 25(1+0,73)51000 = 25(1 +0,73)%; In—¢

=tIn(1 4+ 0,73);t = 6,73 meses
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31. Ejercicio

En los paises anglosajones se utiliza la escala F (fahrenheit) para medir la temperatura y en el resto la
escala Celsius.

5
la funcion que relaciona las dos esclas es C(F) = 5 (F—-32)
a) ¢Cuantos grados Celsius son 41 ¢ F?

b) ¢Cudntos grados Fahrenheit son -32C
c¢) Representa sobre los mismos ejes la funcién C(F) y su inversa

Solucion

a) C(F) = g(F —32);41°F => C(F) = 2(41 —32) =5°C

5 9 9
b) C(F) = §(F —32);lainversa => F(C) = C(F) *§+ 32; F(C) = —3°C* 3 + 32 = 21,6°;

b
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32. Ejercicio

La ley de enfriamiento de Newton indica que un objeto de enfria segtin la siguiente funcién

— —kt.
Tt = Tambiente T (To — Tambiente) * €75

T; Temperatura final; To temperatura del inicial del objeto T,mpiente Temperatura ambiente
k constante dependiendo de la naturaleza del objeto

Una taza de café en una habitacion a 20°C se enfria de 802C a 60 °C e 3 minutos ;Cuanto tardara en
enfriarse a 302C y en alcanzar la temperatura ambiente?

Solucion
T, = Tambiente + (To — Tambiente) * €K& 602C = 20°C + (80°C — 202C) * e~3;

40 4
602C = 202C + (602C) * e7X3; 40 = 60e7X3; %0 =e7k3; 1ng =—3Klne;k = 0,1352

1 1
30 =20+ (80— 20) x e 01352 ; 10 = 60 x e~ 01352 ; z= e~01352 . lng =—0,1352tlne

1
lng =—0,1352tlne; t= 13,253 minutos
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33. Ejercicio

La poblacién bacteriana que crece en un cultivo depende del tiempo en minutos y responde a la
formula

10°
1+ 10%e™t

a) Cual es la poblacion inicial ent = 0?

N(t) =

b)comprueba que la poblacion es siempre positiva, crece a medida que pasa el tiempo y tiende a estabilizarse
Solucion
Damos valores a t y vemos la evolucién

10°
1+ 10%e t

La poblacion inicial es 10000 bacterias

N(t) =

Al cabo de 15 minutos el numero de bacterias se estabiliza en 1 * 10°

t N(t)

0 99990 090900004 /_

1 |21 899990060

S e o) 7999000040 /

3 |2004527

a4 |5430167 £O0 9SG s 108

3 [LaEt 5999530000 () = et
e 4999960060

7 9,9e+07 ’

8 |23c+08 399900004 ,

3 |4,5E+08 200838800

i e 199950000 I

11 | 8,6E+08 /

12 9,AE+08 0088086866

13 9, 8E+H08 ET-T.Y

14 | 9,9E+08 = 0 . i 4 - i s
15 1E+09

16 | 1E+09
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34. Ejercicio

Las pérdidas o ganancias de una empresa, expresadas en centenas de miles de euros cuando han
transcurrido t afios, sigue la funcion:

2t—4

t+2

a) Determinar el afio en que la empresa deja de tener pérdidas.

F(t) =

b) ¢Es creciente la ganancia? ;En qué afio la ganancia supera los 100000 euros?
¢) ;Existe limite para la ganancia? En caso afirmativo, ;cudl es ese limite
Solucion

Damos valores a t y vemos la evolucién

a) Laempresa deja de tener pérdidas al 2 afio
b) Las ganancias superan los 100000 € al 6 afio
c¢) Las ganancias seguiran creciendo indefinidamente hasta el limite de 200000 €

2t 4 4
limZt_4 = 2;dado que limT_? =limﬁparat—>oo=—
tooo t+ 2 oo £ 2 ey 2 1
t t t
t F(t) 4
0 3
1 | -0,6667 : ] FF
2 0 3 et
3 0,4 ’ ——
4 |0,66667 ) =0
5 0,85714 g
6 1 -!1 & § 10 1 14 16 1B
3 1.7 y
10 |1,33333 P
12 | 1,42857 3
14 1,5 ;
16 | 1,55556
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