Integrales
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1 Areasbajo unarecta o curva

Si las areas estan limitadas por rectas, el calculo se puede realizar aplicando formulas sencillas y areas de
poligonos

1. Ejercicio

an

Hallar el area limitada por el eje de abscisas,

una recta horizontal y = 4, (f(x) = 4

[ KR |

y dos rectas verticalesx =2yx > 2

el area ser3, A= (x—2)4

[ (IS ]

A=4x—8;A(x) = 4x — 8; !

b
in
I
(1]

¥

A’(x) = 4 es la funcion que define laregiéon f(x) = 4

2. Ejercicio

Hallar el area limitada por el eje de abscisas,

unarectay = 2x + 2, (f(x) = 2x+ 2

1% LI T I ]

y dos rectas verticalesx =0yx = 0

el area sera el area de un trapecio

_B+b

BE=2x+12

A *hB=2x+2;b=2;h=x

o
o
Il
L

2+ (2x+2) 2x + 4 )
= *X = *X = X° + 2x; }

2 =T #._—-1—41

AX) = x? + 2x; hl=

L I ]

A’(x) = 2x + 2 es la funcion que define la regién f(x) = 2x + 2

3. Ejercicio

Hallar el area limitada por el eje de abscisas,

uoogn

unarectay = 2x + 2,f(x) = 2x + 2,

y = 6y dosrectas verticalesx =1yx>1

B=C2x1+2

[ ST E

Si 1< x < 2elareaserd el area de un trapecio

_B+b

A

*hB=2x+2;b=4,h=x

-

44 (2x+2 2x+6
pe D (2
_2X2+4X—6
h 2

A) =x*+2x-3

*(x—1)

W oM o

=x?+2x—3;
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Six > 2 el area serd el area de un trapecio + area del rectangulo

446
A = area del trapecio + area del rectanguloA = ( * 1) +(x—2)%6)=5+6x—12=6x—7
Ax) =6x—7

{ISxSZ; flx)=x*+2x-3
x>2;f(x)=6x—7

{1 < x < 2; A'(x) = 2x+ 2;la funcion que define la region f(x) = 2x + 2
x > 2; A’(x) = 6;la funcion que define la region f(x) = 6

1.1 Teorema fundamental del calculo

De los célculos de los ejercicios anteriores podemos deducir que :

Si F(x) nos da el area limitado por la funcién f(x), el eje abscisas y dos rectas perpendiculares al intervalo.
Si la funcion es continua en dicho intervalo [a,b] y f(x) = 0, se cumple en dicho intervalo que

F'(x) = f(x)

Método para calcular areas:

Si la funcion es continua en el intervalo [a,b] y f(x) = 0.El area limitado por la funcién f(x),

el eje abscisas y las rectasx = ay x = b se puede calcular

12 Buscando la funcion F(x)cuya derivada sea igual a f(x)

2¢ El valor del area buscada serd F(b) — F(a)

4. Ejercicio 4
Calcular el area de la region sombreada 2
f(x) = 2 — 2x? flx) = 2 — 2%° _
Soluciéon
Una funcion F(x) tal que F'(x) = f(x)sera =
2 -4 -2 -2 L ] ] 2 : 4
F(x) = 2x — =x5; :
: / \
| g \

El area pedida sera F(1) — F(—1) = (2 *1— é 13) —(2(-1D - ;(—1)3);

2-242-224-2_ % area =3 Area =S

3 3= 3 =3;Area=c Area=zu

5. Ejercicio 4 \
Calcular el area de la region limitada \ gl
2 BE i
1

por la funciony = f(x) = 3 1
ylasrectas x=1,x=3; o 1 J
Solucion i x3
Una funcion F(x) tal que F'(x) = f(x)sera %
F(x) =Inx;; ,.'I

El area pedida sera F(1) — F(—=1) = In3 —In1 = In 3;/Area = In 3u?;
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2.1

2.2

6.

7.

Integrales

Si la funcion f(x)es continua en el intervalo [a, b] , una primitiva de f(x) sera F(x), de forma que

F(x) = f(x);

b

Al conjunto de todas las primitivas de f se denominan Integral indefinida f f(x)d(x)

a

Integrales inmediatas
Son aquellas integrales que se pueden deducir directamente sin necesidad de hacer ninguna
transformacion.

Propiedades
Propiedades que hay que tener en cuenta para integrar algunas funciones

—Que las constantes que multiplican o dividen a la funcion no se integran sino que salen fuera

faf(x) d(x) = af f(x) d(x)

—Que la integral de una suma de funciones es igual a la suma de las integrales de las funciones

f 900 + £ dx) = f 9() d(o) + f £ d(x)

—Segun la definicion de integracion
PO = [ f@d6) = f0) = F ()
SiF(x) = g(x) * h(x); F'(x) = g"(x)h(x) + g(x)h’(x) segun esta demostracién

f f)dx) = J-(Zx e +x%e¥) d(x) = F(x) = x?e*+C

Ejercicio

Determina el valor de a,b,c y d para que F(x) = ax® + b x? + cx + d sea primitiva de la funcién
f(x) = 4x® — 5x + 3;

Solucién

Para que F(x)sea primitiva ha de cumplirse que F'(x) = f(x) ; F'(x) = 3ax? + 2bx + ¢; =>
F(x) =f(x) => 3a=4,a =§; 2b=-5b= —gyc= 3;d=C;

Ejercicio

Determina el valor de a,b y c para que F(x) = ax® + b e* + cx sea primitiva de la funcién
f(x) =x*+2e*+3;

Solucion

Para que F(x)sea primitiva ha de cumplirse que F'(x) = f(x) ; F'(x) = 3ax? + be* + ¢; =>

1
F(x) =1fx) = 3a=1;a=§; b=2yc=3;
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2.3 Cuadro de Integrales inmediatas

n+1

1° fx“ d(x) = + C siendon # 1;

n+1
y fx‘l d(x)=In|x| +C;

3¢ fexd(x)=ex+C;

X

a
) X -
4 fa d(x) na

+C;siendoa>0ya+1
5¢ fsenx d(x) = —-cosx +C;

6° fcosxd(x)=senx +C;

1
0 = 2 = 2 = .
7 fcoszx d(x) fl + tg2x d(x) fsec xd(x) =tgx +C;

1
89 d(x) = arcsenx + C = —arccosx + C
V1 —x2
1
89 f— d(x) = arctgx +C
V1 + x2

Una expresion mas general es:

n+1
1 f(f(x))“*f(x)d( ) = ()1 4 Csiendon % 1;
209 fx )d =1 C;
e ™ ) =In|f(x)| +

3¢ fef(x) * f(x)d(x) = ef® +¢;

af®
40 faf(x) *f(x)d(x) = na

+ C;siendoa>0ya=+1
5¢ fsen f(x) *f'(x) d(x) = —cos f(x) +C;
6° fcos f(x) «f'(x) d(x) =sen f(x) +C;

f
) fcosg)f(zx) d(x) = ff (01 +tg*f(x) d(x) = ff (x) * sec2f(x) d(x) = tgf(x) +C;
oo [

JI-f®)?

8¢ f& d(x) = arctgf(x)+C

V1+Ex)?

d(x) = arcsenf(x) + C = —arccosf(x)x + C
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8. Ejercicio

Hallar las primitivas de las siguientes funciones:

2 3 2 4
a) f(x) = 3x% + = x——;bfx ——1+———;cfx=3X——;dfx=55enx—
) () Jx—5i DG = )60 = 3 = =3 ) —
Solucion
2 1 3 2 1 1
_ 2,2, 2.3 2 w34 g2
a)ff(x)dx —f(3x +3x 2)dx 3% +3*2x SX =K +3X 2x+C

X 3 1
b)ff(x)dx=f(——1+— )dx ——x?—x+3lnx—2*x2 =
4 X 2 x4

1 2(x72th 2x7H 1 2
22 _ Bl S S _ — g2 _ 2
8X x + 31n|x| 1 8X X + 31n|x| 1 8X x+31n|x|+X+C
1 1
f(x)d UL PR PRSP R ARSI AL N )
= —_—— = —_ 2 = —_— = _— _——_— =
) [ fax = [ - ax= [ @ a0 N = 5 -4t = s - e = s aVE+
2 2
d)ff()d f(S ! )dx =5 +C
x)dx = senx — ———=)dx = 5 €0S X — arccos X
N
9. Ejercicio
Hallar las siguientes integrales indefinidas:
x° + 2x 2e*
a) f(x/' +x3 ——)dx b)f(—dx c)f( x7 )dx d)f( = — —-)dx

Solucion

x 4x‘2+1_2\/x3 x* 4 24/x3 +X4 4
7 -2+4+1° 3 4 —1xx | 3 4 x

a) f \/—+X —i)dX—

>
N|U~3| Nl w

1 -3
bf Ve +2Xd—f i d—f(? +2)ol—XT+1 X 2inx 4
) X = 2 a2te X = X X " X = 1 > nx

-1 x2 2

=1 X
— 2 — — - —_—— —
2x 2+21nx+C N 2+21n|x|+C
13
7 X6 6
_ 817 — 3 -2 — — °/s13
c)f(J )dx f( X dx-f(x6)dX—E+C 3 VX HC
6

df 3 2= 2ot
) (W 7)x- arccos x 7e

10. Ejercicio

t+1
Hallar las siguientes integrales indefinidas: — d(t
8 8 Vt2 +2t+3 ©
Solucion
. . . . n (Sl
comrpobamos si la funcion es del primer tipo f(f(x)) «f'(x)d(x) = o +C
t+1 t+1 1 1
= d) == | (t? +2t+3)2*2(t+1) =
0 - f(t2+2t+3)1/2 =3 )7 2(t+ 1)

1 1
E(t2 + 2t + 3)2

1
C=({*+2t+3)2+C
172 + 2 +2t+3)2 +

1 1
Ef(t2+2t+3)_7*(2t+2)=

t+1
m =Jt2+2t+3+C
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11, , 1 u’

Otra forma : hacemos t? + 2t + 3 = u;la derivada u'/? x u’ = Euz =g u2xy =—=

2t+2 t+1 s t+1
2Vt2 +2t+3 V2 +2t+3 V2 + 2t +3

dt) = yt2+2t+3+C

11. Ejercicio

. . . . . . ezs
Hallar las siguientes integrales indefinidas: fm ds

Solucién
f s la funci de ser del segundo ti ff,(x)d()—l +C
1T o5 s la funcion parce que puede ser del segundo tipo ) x) =In|f(x)|

e?s 1
—_— _ 2s
fl+e25 In|5(1+e*)|+C

12. Ejercicio
Hallar las siguientes integrales indefinidas: f(x2 + 1)20 x 5x dx
Solucién

f(xz + 1)2% « 5x dx la funcion parce que puede ser del primer tipo f(f(x))Il * f(x) d(x)

2+ 1) +C

f(x2+1)2°*5xdx=5f(x2+1)2°*xdx=Fx=2*21

F'x x+D2+c= *21(x% +1)20 % 2x = (x% + 1)?0 = 5x

T 2x21 221
13. Ejercicio

cosint

Hallar las siguientes integrales indefinidas: f

Solucion

cosint
f . dt la funcion parce que puede ser del tipo 6 f cos f(x) f'(x) d(x) =sen f(x) +C

cosint 1 cosint
f " dt =F(x) =senlnt+c ; F'(x) = cosInt i

14. Ejercicio

o . e V5x3
Hallar las siguientes integrales indefinidas: f— dx

V3x

Solucion

V53 Jﬁf\/x_3 \/§fx_ Jﬁfxz W5 x VB xe

— dx=-= dx = -— dx = -— 6 dx +C=
V3x 3) x V3 3 3 V3 7.4 V3 13
13
\/5x3d - _\/§ X6 e
F A - M R
6
N 13 NG 13 %_ VB
. SN X6 _ B *X _ 7z
Comprobacion F(X)_S* E+C_ qT_qxs = f(x)
6 6



15. Ejercicio

Hallar las siguientes integrales indefinidas: f(S cosx + 3%+ (3x+ 1)%)dx

Solucion

f(Scosx+ 3+ (3x+1)3)dx = fScosxdx+f3x dx+f(3x+1)3dx

f5cosxdx=5 fcosxdx=55enx

3X
X -
f 3% dx 3
f(Bx + 1)3 dx = aplico la formula ff(x) *f'(x) = ff(x)
f f(x) * f'(x) = como falta la derivada f'(x) de (3x + 1)que serd 3 multiplico y divido la integral
1 1(3x+ 1)* 3x+ 1)*
por 3 y me quedara f(3x+ 1)3dx =§f((3x+ 1)3 = 3)dx =§%+C =%+ C
(Bx+ 1*
f(S cosx + 3¥+ (3x + 1)%)dx = 5senx + ﬁ-l-T C;
16. Ejercicio

x2—1
Hallar las siguientes integrales indefinidas: fTSXdX

Solucion

Compruebo si esta funcion es del tipo 2 ; f—dx =In|f(x)| + C

Hallo la derivada del denominador f(x) = x3 — 3x; f(x) = 3x? -3 =3(x?—-1)

y veo que es igual al numerador multiplicado por 3 luego para que sea igual multiplico el numerador por 3

ltiplico y divid 3fx2_ fg(x D iy = 2inge - 30
multiplico y divido por g X =3 3 n(x X);

fx2—1d_11 3_39)+C=Fx
p— X—3n(x X) = Fx;

1f 1(3x% -3 3(x2—1 2_1q
Comprobacion F'(x) = —&l (3x ) & )_& )

1
3F(x) §(X3—3X* =37 (x3-3x  (x3-3x

17. Ejercicio
1
Hallar las siguientes integrales indefinidas: f(; + 2)dx
Solucion
1 1

Es una funcion del tipo 1y 2 f(;+ 2)dx = ;dx + f 2dx=Inx+2x+C
18. Ejercicio

Hallar las siguientes integrales indefinidas: f(x6 + 4x% + 4x)(6x% + 3)dx

Solucion

Multiplico los polinomios y hallo la integral f(x6 + 4x% + 4x)(6x% + 3)dx

f(x6 + 4x% + 4x)(6x% + 3)dx = f( 6x8 + 3x° + 24x* 4+ 24x3 + 12x% + 12x)dx =

60,3 5,28 ¢ 2, 12 o 12, 6000800 20 24 1200120
gX X + g kb oo 4 = G0 axT +ox® okt o o ot

8(24)



19. Ejercicio
. . . . . . X
Hallar las siguientes integrales indefinidas: fm dx

Solucion
f'(x)
1+ (f(0)?

fxd la trasnf —1f 2X d()lt(2)+C
1 +X4 X, a trasnformamos = 2 1 n (XZ)Z X arc g X

comprobamos si es del tipo 92 d(x) = arctgf(x)+C

Comprobacién dado que la derivada de f(x) = arctg u; f'(x) = T

2X R
14+ (x2)2 7 1+x*

fx) = —arctg G +C; ) _%

20. Ejercicio
o _ o xt+2x2 -1
Hallar las siguientes integrales indefinidas: f—dx
2vx
Solucién

x4+2x2—1d 1 X4+2X2_1d 1 x* q 1 2x2d 11 1 =
f 2V X_Ef x1/2 X_Efxﬁ X+5fx17 X_Efxl/z x=

1 _1 _1 1 1 1 7 4 1 _1
—fx“x 2dx+fx2x 2dx——fx 2dx=—fx2dx+fx2dx——fx 2dx =
2 2 2 2

1

9 6
LI N LR,
1.x 2x2
2° 1 977 %

2

fX4+2X2_1d \/x9 2\/
——dx
2vx 9

21. Ejercicio
Hallar las siguientes integrales indefinidas: fxzv;dx

Solucion
17

fzx/_dx—f\/mdx—f\/xT f 17/4 +C

22. Ejercicio

Hallar las siguientes integrales indefinidas: f

X

dx
Ny
Solucion

comprobamos si se corresponde al primer caso

( )n+1
1 + C siendon # 1

f(f(x)) “FG0 dx) =

X
Tdx= | (1+x%)" Z*de— f(1+x2) 2% 2x dx =
\/1-|-X2 f 2 f
(1+x )2

1
1(1+4x2)2™ 1 1+x22
5—( 1) +C= 2( ) =yJ1+x2+C

—§+1 2
f X _dx=1+22+C
———dx = X
V1 +x2

9(24)



23.

24.

Ejercicio

Hallar las siguientes integrales:
1 VX sen X
a) f(l +1nx) dx; b) f <2—&lnx + 7>dx, ) f (T + (lnx)cosx) d(x) ;

d) f(exsenx — e*cosx)d(x)
Solucion

1
a)f(l +Inx) dx =xlnx + C = F(x); F'(x) = 1lnx + x *;lne =Ilnx+1

b)f( Inx + — )dx—\/_lnx+C—F(x)F(x)—%lnx+ —Vx

1
c) f (se: X + (lnx)cosx) d(x) =lnxsenx+C = F(x) ; F'(x) = ;Senx + cosxInx

d) f(exsenx —e*cosx)d(x) = —e*cosx + C = F(x); F'(x) = —(e*cosx+ (—senx)e¥) =

F'(x) = — e*cosx + sen xe¥)

Ejercicio

Caleular Ia sisuiente int lf 2x+3 d
alcular la siguiente integral [ o5——-———1dx;

Solucion

Al ser del tipo fraccion puede ser del tipo In, x arco tag

f'x
Busco si es del tipo f ™ dx =Infx.No es, pues el numerador no es la derivada del denominador.
| del ti t f ~ _d
ampoco es del tipo arcotg | 7———7 dx
f'x f'x
intento convertirla en J-— dx + J.— dx
fx 1+ fx?

f'x
Para convertirla enln fxf ™ dx tendria que ser el numerados 16x — 16 divido y multiplico por8

2x+3 16x + 24 1 [16x—16+ 24+ 16
8f8X2—16X+10 8,f8X2—16X+1()d ~8 8x2 —16x+ 10 X
16x— 16 + 40 16x— 16 1 40
~8 8X2—16X+10 8f8X2—16X+10 +§ 8X2—16X+10dX

1 16x — 16 2

, 1 40 , f'x
para resolver esta integral gf mdx hago que sea del tipo fm dx
1 40 | 20 .
gf mdx = simplifico §J’ mdx el denominador deve ser

el cuadrado de una diferencia (a —b)? = a? — 2ab + b?
si fuera todo positivo seria el cuadrado de una suma (a + b)? = a? + 2ab + b?

. 4x> —8x+ 5
'
para que seaigual  ,° "

(2x+2)2 =4x®> + 8x+ 4 paraquesea = 4x> —8x+5+4—4 = 4x2 —8x+4+ 1 =1+ (2x + 2)?
20

—J.idxz— —

8) 4x2 —8x+5 8) 1+ (2x+2)?

4x? =a? =>a=2x y8x=2ab=22x)b=>b =2;

dx para que el numerador = f'x debe ser = 2

10(24)



20/10 10 2 10
1 f = dx = —arctg (2x+2)+C

1
— % _  dx=—| —m8 —
8 1+ (2x+2)2 8 ) 1+ (2x+2)? 8

f 2x+3 dx = 11 8x?% — 16x+ 10 +10 tg(2x+2)+C
B8x2 — Tox 1 100% = gn(x x+10) + grarctg (2x

25. Ejercicio

Calcular la siguiente integral f dx;

1+ eX

Solucion

1
f Tror dx tenemos que simplificar para conseguir una integral inmediata =

1+e*—e* 1+e* e* eX "
J-l-l-—exdxzfl+ex dx_f1+ex dx=f1dx—f1+ex dx=x—Ine*+C

1
— v X
f1+exdx—x Ine*+ C

26. Ejercicio
3
Calcular la siguiente integral fmdx;
Solucion

f'x
Actualizamos para ver si es del tipo 2; J-§ dx =Infx

f%dx; = f%dx; = la derivada del denominador debe ser igual al numerados ;
4 — 5x* = —20x3; para que sea igual multiplico y divido por — 20
f—ﬁ—m=—i 2208 - M sxty 4 c
4 — 5x* 20) 4 —5x* 20
27. Ejercicio
Calcular la siguiente integral IL,
V(3 +VX)
Solucion

f'x
Actualizamos para ver si es del tipo 2; f§ dx =Infx

1

dx _ ﬁ _
f&(3+&)_f(3+&)dx_21n(3+x/§)+c

1 1 1

7% 2 X 2 1

e R CE M I

Comprobacién Fx = 2In(3 ++x) + C;F'x = 2
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28. Ejercicio

Calcular la siguiente integral f\/l + senx dx;

Solucion
( )n+1
Actualizamos para intentar que sea del tipo 1 f(f(x))“ *f(x)d(x) = ] + C siendon # 1
V1-—senx senx V1 +senx#*+v1—senx
V1+senx dx—f\/1+sen dx =
f \/ —senx V1 —senx
f\/(l + senx) * (1 —sen x) f\/(l2 — senx? f Vcosx? cOS X d
X =
V1 —senx V1 —senx V1 —senx V1 —senx
1 1 1—senx _7“
J-cosx x(1 —senx) 2dx = — f —cosx#* (1 —senx) zdx = — [%] +C
—z+1
1 —senx)/?
_| Qs 0T L o T Tsenw+c
1/2
f\/1+senx dx = —2V1—senx+C
29. Ejercicio
Calcular la siguiente integral J-\/l + cos x dx;
Solucion
( )n+1
Actualizamos para intentar que sea del tipo 1 f(f(x))“ *f'(x)d(x) = ——] + C siendon # 1
V1 — cosx V1 + cosx*v1 —cosx
V1 + cosx dx—f\/1+cos ———dx = dx =
f v1 —cosx V1 —cosx
(14 cosx)*(1—cosx (12 — cosx? senx? sen x
v f v i
X =
V1 —cosx V1 —cosx V1 —cosx V1 —cosx
1 1 1—cosx _EH
fsenx * (1 —cosx) 2dx = fsenx * (1 —cosx) 2dx = [%] +C
—>+1
2

(1 — cosx)1/2

1/2
f\/1+cosx dx== 2Vl —cosx+ C

]+C= 2Vl —cosx+C

30. Ejercicio
o _ x2+x—4
Calcular la siguiente integral f? dx;
Solucion

X“+x—4
f ——— dx; 1 ser mayor el numerador que el denominador hago la division

x—1
. .. X*’+x-—4 -2 2
Realizo la division 1 - (x+2) + — = (x+2)— Y1
X+ x—
fT dx = f(x +2)— dx esto se resuelve por integrales inmediatas
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2

2 X
dx=7+2x—2Ln(x—1)+C

f(x+2)—x_1dx= f(x+2) dx—fxi

3 Integrales definidas Regla de Barrow

1

3.1 Funcion continua y positiva en el intervalo
Funcion continua y positiva en el intervalo [a,b], f(x)>=0;
Se llama integral definida de f x entre a y b al area de la region limitada por la curva
y = f(x) el eje de abscisas y las rectasx = ay x = b;

Se representa por fab f(x)y su valor es F(b) —
F(a), siendo F una primitiva de f(x) tal que

Fx = f(x)

Sif09 2 0 en el intervalo [a,b] => [/ 2 0; o

31. Ejercicio
1
Calcular la siguiente integral f (x3 —3x% + 2x) dx;
0

Solucion

3.2 Funcion continua y negativa en el intervalo

Funcion continua y negativa en el intervalo [a,b], f(x)<=0

Se llama integral definida de f(x) entre ay b al area de la region limitada por la curva

y = f(x) el eje de abscisas y las rectas x = ay x = b;

b b
J f(x) = — f (—fx) representa el opuesto del area representado en el apartado anterior
a a

32. Ejercicio
13(24)



2
Calcular la siguiente integral f (x3 —3x% + 2x) dx;
1

Solucion

1 1 1
f (x3—=3x2+ 2x)dx=—=; Area=-—
, 4’ 4

3.3 Funcion continua y con cambio de signo en el intervalo

Funcion continua y con cambio de signo en el intervalo [a,b]

Si f(x)cambia de signo en el intervalo [a, b],

b
la integral J f(x)ds nos da la suma algebraica
a

1 1}

de las areas que estn por encima y por debajo =+ -1]15,_
L

del eje OX, cada una con su signo
33. Ejercicio !

2
Calcular la siguiente integral f (x3 —3x2% + 2x) dx;
0

Solucion

2 2 4 3 2
f (x® —3x% + 2x) dx=f (x® —3x%+ 2x)dx = [Xz_gi Zi]
0 0

3 + 2
=(2—4—3*23+2*22>—(0—4—3*03+2*02>=(E—8+§)—0
4 3 2 4 3 2 4 2

16 32 16
(G5 +7)=0

2
f (x3 — 3x? + 2x) dx = 0;la suma algebraica de las dos areas es 0;
0
34. Ejercicio

1 1
Calcular la siguiente integral J x(x2—-1)dx; y j x(x2-1)
-1 0

Solucion

! ! xt  x2 &5 I
j x(xz—l)dx=J (X3—X)dX=[___]

-1 -1 4 2

1* 1%\ (=D* (-D® 1 1 1 1

4 2 4 2 )73 27 G P
1 1 1 1 i 1
37273tz =0

1 1 4 2
f x(xz—l)dx=f (x3—x)dx=[x__x_] ] a5

0 0 4 2 '

1+ 1%\ ((0* (0% 1 1 1
<T_7)_<T_T>_Z_§__Z'

14(24)



35. Ejercicio

3
Calcular la siguiente integral f 2x* = 3x +Vx) dx; 158
0 fix) 4 2x* L 3x+/x
Solucion 1846
3 2 5 3 2 3 /
X X X2 58
Cx*-3x+Vx)dx=|——-—+5|= 4
jo 5 2 % . A
3 < 5 3 -L d 3 4
5 2 5 2%3> 3%3% 2x32 56
|20 32 ze| (22T, 2T
5 2 3

3 3 3
2%3%5 3%3%2 232 _2*3*2*35 5*3*3*32+5*2*2*3§_2916 405 20=*32

5 2 T3 30 30 30 30 30 30
817 2 817
<—+ 2\/§)u2; f 2x*—3x+Vx)dx = (—+2\/§)u2
10 o 10
36. Ejercicio
Calcular el area encerrada por el eje X, la grafica ’
f(x) =x(x* —1) ylasrectasx = 1yx = —1; s
Solucion
0 0 4 2
f x(xz—l)dx=f (x3—x)dx=[x__x_] = A
-1 -1 4 2
1 | ]
4 2 —1\4 —1)2
S e (G iy
4 2 4 2 4
T -5

1 1
f x(x?—-1) dx=f (x3 —x)dx
0 0

Cxtox (1 17 ©* ©®) 1 1 1,
--2(5-2)-(F=F) =523

Area =

37. Ejercicio

Determina la funcion definida en todo R por f(x) = ax? + bx + c, sabiendo que tiene un

0

minimo relativo en ( 2, —4)y que J f(x)dx = 45;
-3
Solucion .
Si tiene un minimo (2, —4)se ha de cumplir \ /
’ b b \ _‘”__1_1_:_-5__3 f
f(X)=2aX+b=0;x=—£;2=—Z;b=—4a Lf'usj— ol G y
la curva ha de pasar por 2, —4);
—4=a22 +b2 + ;=4 =4a¥2b+¢ o
0 a b
J f(x)dx =45 =|=x3 + -x2 +c*x] =
L 30 T2
TP rd
0_<%(_3)3 +g(_3)2+c*(_3)> - SEAEI AN ITTTAS 6T
10 i

9
+9a—5b+3c=45
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38.

39.

b =—4a
—4=4a+2b+c [

9
+9a—§b+3c=4-5

—4=4a—8a+c; —4=-4a+c;c=-4+4a
9
+9a—z(—4a)+36=4—5; +27a + 3c = 45;

+27a + 3(=4 + 4a) = 45; +27a — 12 + 12a = 45;
390 =570 =+ = 420 g o4 10

A= 2Ba= T3 = T13°47 13

19)_ 76 76

b=—4a;b = —4(+E _E;b__ﬁ

-4 4(+19> 2( 76)_
€= 13 13)~

52 76 152 24 24
13 13713 13°°T 13
f(x) = ax? + bx +¢;

76 24

19
— ) R PR —
fG) = +3x" —3x— 3

Ejercicio
T

Cuanto debe valer el parametroa a en la funcion f(x) = x — a sen x ; sabiendo que f fx)dx =0
0

Solucion

T T <2 2 2
f f(x)dx =0; f (x — asenx)dx = [?—a(—cosx)] = (7+a*cosn> =0=——aq;
0 0

2
2
dadoquecosn=—1;a=7
Ejercicio
Calcular la siguiente int IJSBx_ld ; -
alcular la siguiente integra X 3
R , Fs
Solucion 5
| i 3xq1
33x—1 33x 1 d = TN E
—dx=| —=——=dx = 1 \
1 Vx 1 VX Vx
3 1 1 3 g 1 i
=j Bxxx2)—(x Z)dxj (3x2) — (x 2)dx = r
1 = 1
3 21 'f
3x2 x2 3 1 I
=% A7 =[2x2—2x2] .2 —=—3——% &3 H-
? 13

2
3 1 3 1
=(2*3z— 2*32)—(2*12—2*12):2@(3—1):4\/5

33x—1

N dx = 4V3

—
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40. Ejercicio
3m

b
Calcular la siguiente integral f cosz db;

0

Solucion

3
J cosi db; comprobamos si la podemos convertir del tipo 6
0

J-cos f(x) * f'(x) d(x) =senf(x) +C

3m b 3m b 1 db =2 [ b] ) 3
— = — % — = —| = J——
JO cos 5 db = ZJO cosy * 5 sen (sen

3m 3
~ db = 2sen —;
J;) cos db sen —
41. Ejercicio
2
Calcular la siguiente integral f (1 + x2)Vx dx;
0

Solucion

2 2
f 1+ x)Vxdx; = J. (VX + x%/x)dx =
0 0

21 1 2 1.8
f (x2 + x2x2)dx = f (x2 + x2)dx =
0 0

0

- senz) =2

3
(sen —_—— senO)

2

a

FER L U CO« T I T CR S [ R . 1]

(22*\/2_+24*\/2_)_7*22*\/7+3*24*\/2__22\/?(7+3*22)_ 19 %222

3 7 3 7
xZ x2 2%22 2%22
ERNA B A
2 2
3 7 21 21
z 19 % 222
f A+ x)Vxds; = ————
A 21
42. Ejercicio

Calcular la siguiente integral f_22 X+ |1 —x|dx;

Soluciéon

1-0Si(1l—-x)=0;x<1
Hl_xl{—(l—x)Si 1-x)<0;x>1

Dado que tenemos el valor 1 donde la funcion

cambia estudiaremos de —2alydela2
1 2

f (x+ (1 —x))dx+f (x+ (—(1 —x)))dx=
-2 1

1 2
f 1dx+f (x—1+x)dx =
2 1

1 2 252 2
J 1dx+J (2x— Ddx = [x]%, +[——x]
-2 1 2 1

21

21

T —

1=

o MW R W

=(1—(—2)+(2*22—2>—(2212—1)=3+(4—2)—(1—1)=3+2=5;

2

2
f x+ |1 —x|dx; =5

=2
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43.

44,

Ejercicio
2

Calcular la siguiente integral J |x% + 4|dx;
-2

Solucién

2 2 2
f |x% + 4|dx; dado que x? + 4 siempre sera positivo => f |x% + 4|dx; = f x% +4dx;
-2 -2 -2

JZ sradg= [Crax] = (Baaez)- (2 (-2) (32+32) o
y = = =|— * - * (— =l—4+—)=—;
J PEETYL, T3 3 37 3)" 3"

2 64
f |x% + 4|dx; = —
» 3

Ejercicio
Calcular la siguiente integral ffs [x% — 4|dx; q e
Solucién 2
. flx) = lxs|— ¢
El punto de cambio sera x2—4 =0;x= +2; b

He
L=

para x = 2 la funcion es positiva ; para x

< —2 la funcion es positiva

para valores de — 2 < x < 2 la funcion es negativa

2
(x* —4)para x < -2 BF 55432012 ;

f(x)s —(x2 —4) para—2<x <2
(x? —4)para x> 2

B
(=)

4 -2 -2 4
2 _4ldx = 2 _4)d —(x%2 —4)d 2 _)dx =
Jslx |dx j_s(x )X+J (x )xL(x )dx

-2

x3 -2 x3 2 x3 * (-2)3 (-5)3
e[| ¢ ] =((sn) (2 aco)

2} (-2)° (4)® (2)°

8 125 8 8 64 8 32 32 145
=<—§+8+—— 20)+<—§+8——+8)+<——16—§+8>=27+?+—=—

3 3 3 3 3

< 145
f |x2 —4|dX=T

=51
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4 Aplicaciones de las integrales

4.1 Calculo areasy volumenes

La integral definida es un método rapido para calcular areas, volimenes, longitudes, etc

45. Ejercicio
Calcular el area encerrada entre las curvas
fx)=x*—4ygx)=2x-1
Solucion

El area que buscamos es la punteada

2 X3 2
calculamos — j [x2 — 4|dx; = — [? - 4-x] =

23 (-1)?
= - (?—4*2)—< 3 —4*(—1))

B (16 11)_27
3 3/ 3

Quitamos el area del triangulo pequefio =

27 45 40,5
=——1u

Area de la parte negativa = 3" 2%

2

2

d

glx)|=2x

SN ]

ll'll-.‘u
oS
2 of®

L j.‘a%
® e
e
o
1
Hq—

15+3 45

2

Calculamos area parte positiva limitado por la curva:

3 X3 (27
J-|x2—4|dx;=[——4x] = (——4*3
X 3 , 3

. 25%5 12,5
calculamos el Area triangulo mayor = T
Areadel . itiva = 125 7 375 14 235
rea de la parte positiva = N"V: =%
40,5 23,5
Area total punteada, entre la dos curvas, — u? = W =

46. Ejercicio
Calcular el area encerrada entre las curvas
fx) =x(x-DEx=2)yg) =x(x—-1)
Solucién
Area(0,1) = f(x) + g(x)
Area(1,2) = g(x) + f(x)
Area(2,3) = g(x) — f(x)
e Area(0,1) = f(x) + gx)

1 1
f fCodx =f (x3 — 3x% + 2x)dx =
0 0

x* 3x3+2x21 1 1
4 3 20_

1 1 3 2]

1 1 5
Area(0,1) = f(x) + g(x) = 7 + s

(w5

(¥}
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e Area(1,2) = f(x) + g(x)
2 2

—f fl)dx = —f (x3 —3x2 + 2x)dx =
1 1

x* 3x3+2x22_ (16 24+8) (1 1+1) B (o 1
4 3 2] 4 3 2/ \4 B 4

fl()d _fl 2 g | xzz_(8 4) (1 1)_4+1_5
, gde = | (xf m0dx =13 21_(32 372)7676 6

13
12

SN———
I
s

Area(0,1) = f(x) + g(x) = %+ g =

e Area(2,3) = g(x) — f(x)
3 3 3 213
_Lf(x)dx=f2 (x3—3x2+2x)dx=[x—4—3i+2i2=<(§_§+E)_ (E_ﬁ_i_g)):

4 3 2 4 3 2 4 3 2
B (243 324+108) 0 27
“\\12 12 " 12 T 12

[Jowar= e -nae=[5-5] - (F-3)-6-9)-((F-9)-(-7)-

27 4 23
00 23 27 19
Area(2;3) = f(X) + g(X) = ? - E = E

5 13 19 37
Area(0,3) = AREATOTAL = —+ —+ — =

)
R Ik

47. Ejercicio
Considerar el espacio recorrido por el movil en cada intervalos de tiempo
m
a)v(t) = (t2 —5t+6) Sen el intervalo t(1,3 s)

Solucion

. 2 2 5 t3 t? 2
Espacio entre (1,2) [ v(t)dt = [ t* — 5t + 6)dt = [; -55+ 6t] =
1

(@5t )-Ls1+9))- e

un

(6-5-6-5+9)- N

16-60+72 2-15+36 18 23 28-23 5 \ S
6 6 6 6 6 &M 2 N y 7
2 3 i
Espacio entre(2,3)—J v(t)dt=—] t?2 — 5t+ 6)dt =
2 2 1 P
£3 g2 3 :
—[?—5?4‘6'(]2 5 ]

27 45 8 20 54—-135+108 16—60+72
() G- - somser.

5 1
Distancia total recorrida s =1m
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48. Ejercicio

Calcula el volumen de una esfera de radio 5 cm — F—

haciendo girar la semicircunferencia

y =+/25 — t2 al rededor del eje X e

Solucion / )

Para t = 0; el radio valdra 5;

Si hacemos girar la recta r alrededor del eje X i T T 1

se genera un circulo . =

area del circulo = mr?,siendor = /25 — t2; =>

area = mr? = m(y/25 — t2) 2 .

El volumen de la esfera sera

315

V(t)=J_Zn(\/25—t2)2dt=1rj_i(zs—tz)dt =T [zst—% =

1T<25*5—5;>—(25*(—5)—(—:)3 =“<( 125_%5)_<_125_%25)>=

(125 125_|_125 125)_ (750 250)_500 3.
T 3 3 )" "3 73 )T 3™

500 4125
El volumen de la esfera sera = Tn =3

mus;

Comprobacion

4
Comprobacion dado que el volumende la esfera = 5111”3;

Volumen = f1'[1”3 = —m53 =-ml25=4x mud
3 3 3
49. Ejercicio
Calcula el volumen generado por la figura .
al girar sobre el eje X 2 =3 |
=
Solucién . i !
= [
El triangulo esté limitado por el eje X, :
1 S
larectarylarectay = —x -1 | gas: e SO 3 : K
2 1 -
Al girar la figura sobre el eje X se genera un cono E
de base, un circulo que tendra de area mir?; i
1 3
A= n(=x)% =
11(2 X)
W )_J4 (1 )Zdt_ J41 2gp = NN (16)_16
cono—onzx =T 04x =T 120—11 )= 3)=3""
Comprobacion

area de la base * altura  mr?h

Comprobacion dado que el volumende la cono = 3 == =

n224 16

Volumen = 3 =?T[u
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50. Ejercicio

Hallar el valor de a > 0 para que el area limitada por el eje X y la grafica

f(x) = alx +2)? — (x + 2)3 valga 108.

Solucion

Calculamos los puntos de corte de la grafica con el eje X ; f(x) = a(x + 2)% — (x + 2)3

f(x) = a(x + 2)? — (x + 2)3 sacamos factor comun f(x) = (x +2)?(a—x—2)

() = alx + 2)%(a—x — 2).Los puntos de corte serdinx = -2 y x =a— 2

a-2
Area = f alx +2)? — (x+2)3dx = [

-2

alx +2)3 B (x +2)*

3

a—2
=

3

4

~ (a((a -2+2) (a-2+ 2)4) <a((—2) +2)3 ((-2)+ 2)4>
- 3 - 4 B -

_a(a—2+2)3_(a—2+2)4_

_a3 a4_4
T3 4 12 12

3 4
_a@? (@* [(a(0)®* (0)*
=3 4 3 4
a4
17 = 108 a*=108+12 = 1296; a= 6;
51. Ejercicio

a(=2+2)* (=2+2)*\
(=525

4 4

a

= —.Como esto debe ser = 108

Hallar el valor de a para que la recta x = a divida en dos partes de igual area,

la zona limitada por el eje X,las rectas x = 1,x = 4 y la funciony =

Solucién

0 = Area = flaxizdx— f:xizdx;

ald 41d
Jimte= [
a

al
_zdxz

—114

x
p J-x‘zdx= [—]
1 1 -1 1

1= 1+1_ 1 a a+4_
T 4'a’ a a  4a a’
e e 4-4-asa=8a=
e 4a '@ N @00 =9 Ee

22(24)
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=
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4.2 Calculo del movimiento uniformemente acelerado

El movimiento uniforme mente acelerado es aquel en que la aceleracion es constante

dv
Dado que P a => dv = adt; por definicion de integrales ;v = fa dt ;

v=fadt= af dt =a*t+Cv=at+C
En el momento inicialt=0=> vy =a* 0+ C;vy =C
v =at+vg;

de
Dado que v = T => de = vdt; por definicion de integrales ;e = fv dt; sustituimos v por su valor

1
e=f(at+v0)dt; =Eat2+vot+C

1
En el momento inicialt = 0 => e, =Ea*02 +vo+0+Cey=C

1 2
e=5at +V0t+eo

52. Ejercicio
Un cuerpo se mueve en linea recta, con movimiento uniformemente acelerado, con aceleraciéon
De 2 S2una velocidad inicial de 1 . de terminar las distancias recorridas entre los intervalos (0 y 2 s)

y (2y 3s)t

Soluciéon

2 at? 2 (a2? 2% 22
e=f(at+v0)dt= T+V0t T+v02 =— +1%x2=4+2=6m
0 0

a?2? a?2?
T'I' Vo2 | — T‘l‘ Vo2 | =

2% 32 2% 22
2 + 1%x3)— 2 +1%2)= O+3)—-(4+ 2)=12—-6=6m

3 at? 3
e =f (at+vy)dt = [T+ Vot]
2 2

53. Ejercicio
m
Un movil se desplaza con una velocidad de v = (5t + 7) e Hallar el espacio recorrido

entre los 2 y 5 segundos.

Solucion
5 5¢2 ® /552 5 % 22
e=fvdt;e=f(5t+7)dt= —+7t] = +7%5)|— +7%2|=
X 2 , 2 2
_12s o, 1z 147
=72 =72 —tE !
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54. Ejercicio
m
Al pisar el freno en un semaforo la velocidad de un coche esta dada porla v(t) = (30 — 6t) 5

Calcula los segundos que tarda en frenar y el espacio recorrido.

Solucién

m
Si la velocidad responde a la formula v(t) = (30 — 6t) 5 cuando el coche se pare v(t) = 0

m
0= (30—6t)?;30 = 6t;t = 5 seg;

5 6t2]° 6 * 52
e=fvdt;e=f(30—6t)dt= 30t—T = 30%5-— > =150—-75=75m;
0 0

e=175m

4.3 Calculo del trabajo mecanico

El trabajo es una magnitud escalar que se representa con la letra W y se mide en la en el SI en Julios

El trabajo mecanico, es el producto de la fuerza ejercida sobre un cuerpo por el desplazamiento que
produce.

dW = f(x) * dx; loque implica que W = J-f(x)dx ;

Midiéndose en el Sistema Internacional la fuera en Newtons (N) y el desplazamiento en metros (m)

55. Ejercicio
Calcular el trabajo desarrollado por una fuerza que varia con la posicion segun la formula

f(x) = x? — 2x + 8 en el intervalo (1,3)

Solucién
w f 2 _geagyax =[S g (E 2+ 3 L ga3) (B2 g
— - =|— — — = —_— * - — - * =
2 R ) il O B 3 2
(9-9+11) (1 1+8)—11 (1+7)—11-W—11 li
3 = 3 =3 —3]1.1105
56. Ejercicio

m
Un cuerpo es empujado por una fuerza f(t) = 4t + 6;y adquiere una velocidad de 2 Py

Calcular trabajo producido en los intervalos (1,2)segundos

Solucion

W= J-f(x)dx ; como tenemos que calcular el trabajo en funcion del tiempo ,no del espacio.

ds
convertimos W = ff(x)dx ; por otro lado tenemos v = pri ds = vdt . sustituimos
3 3 3 gt2 3
w =f f(x)*v*dt=f (4t+6)*2*dt=f (8t+12)dt = [T+ 12t] =
2 2 2 2

8 * 32 8 % 22 72 32 72472 32+48 64
S+ 1253 ) = (—5—+ 122 =(7+36)—(7+24)= = =—

2 2 2
W = 32 Julios
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