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1 Concepto Primitiva de una funcion

Si f(x) es una funcion definida en un intervalo , una funcion primitiva de f(x) en ese intervalo, es otra
funcion F(X) tal que F’(x) = f(x) en dicho intervalo
Si F es una funcion primitiva de f en el intervalo [a, b] cualquier otra primitiva G(x)

de fen el intervalo [a, b] es de la forma F(x) + C

1. Ejercicio

1
Comprueba que F(x) = sen®x, es una primitiva de f(x) = sen 2x y G(x) = — 3 cos2x es otra primitiva

de f(x). ; En que constante se diferencian?

Solucion

2
Hallamos F'(x) = 2senx*cosx; G(X) = —EsenZX = —sen2x

Dado que sen 2x = 2 sen x * cos x

F'(x) = 2senx*cosx = sen2x
2
G = —EsenZX = —sen2x

Como ambas son primitivas => F(x) = G(x) + C

¢ En que constante se diferencian?

1
Para calcular la costante en que se diferencian Hallo F(0) = sen?0 = 0; y G(0) = —Ecos(Z *0)

F(0) = sen?0 =0 ) 1
1 1=> F(0)=G(0 +C;0=__+C;C=—
G(0) = —Ecos(z*o) =— (0) = G(0) > :

Ejercicio
1
Calcula la derivada de las funciones f(x) = arctgxy g(x) = —arctag o

1
Sin calculadora obten el valor de arctg7 + arctag;

Soluciéon
=1
g(x) = —arctag f(x);
/ F 60 ( 1 ) ( 1) 1 1 x? 1

= — [ S pe— _— |t

g AT+ (f(x))? x*/\ 4 n (1)2 x? x2+1 1+x?
X
Como f(x) y g(x) tienen la misma derivada son funciones primitivas de T2
porlo que f(x) = g(x)+C
T T

Dado que f(1) = —g(1) => f(1) = —f(1) + C; 2f(1) = C;C = ZZ =7 para todo x;

1 =«
Sin calculadora obten el valor de arctg7 + arctag7 =2

2(28)



3. Ejercicio
Comprueba que F(x) = arcsen x y G(x) = —arccos x son ambas primitivas de una misma funcion.

¢ De que funcion se trata?. ; En que constante difieren?

Soluciéon
1
F(x) = arcsenx ; F'(x) =
1—x?
1
G(x) = —arccosx; G (x) =
1—x2

Como F(x) y G(x) tienen la misma derivada son funciones primitivas de f(x) = i

porlo que F(x) = G(x) +C

N3

Dado que F(0) = G(0) + C => { arcsen 1 =

i
E=0+C; C=
—arccosx =10

2 DEFINICION DE INTEGRAL INDEFINIDA.

Se llama integral indefinida de f(x) al conjunto de todas las funciones primitivas de f(x) y se representa

ff(x) dx

Si F(x) es una primitiva de f(x) se cumple que f(x) dx = F(x) + C; Ce R

2.1 Integrales inmediatas

Son aquellas integrales que se pueden deducir directamente sin necesidad de hacer ninguna
transformacion.

2.2 Propiedades

Propiedades que hay que tener en cuenta para integrar algunas funciones

—Que las constantes que multiplican o dividen a la funcion no se integran sino que salen fuera

faf(x) d(x) = af f(x) d(x)

—Que la integral de una suma de funciones es igual a la suma de las integrales

de las funciones

[ 900 £ rde = [ gedea + | fe9de)

—Segun la definicion de integracion
P = [ F0dw => 1) = F @)
SiF(x) = g(x) * h(x); F(x) = g’"(x)h(x) + g(x)h’(x) segun esta demostracion

f fx)dx) = f(Zx eX +x2e¥) d(x) = F(x) = x2e*+C
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2.3 Cuadro de Integrales inmediatas

n+1
1 + C siendon # 1;

1¢ fx“ d(x) =

n+
20 fx‘l d(x) =In|x| +C;
3¢ fexd(x)=ex+(3;
aX
4° faxd(x)zm +C;siendoa>0ya+1

5¢ fsenx d(x) =—cosx +C;

6° fcosxd(x)zsenx +C;

1
0 = 2 = 2 = .
7 fcoszx d(x) fl + tg*x d(x) fsec x d(x) =tgx +C;

1
8° f d(x) = arcsenx + C = —arccosx + C
Vi—x2
1
8° f—d(x)= arctgx + C
V1 + x2 g

Una expresion mas general €s.

n+1
1¢ f(f(x))“ *f'(x)d(x) = fflxi 1 + Csiendon + 1;
¢
20 f%d(x) = In|f@)| +C;

30 fef(x) * f(x)d(x) = ef® +C;
af®
49 faf(x)*f'(x)d(X)=m +C;siendoa>0ya+1

5¢ fsen f(x) = f'(x) d(x) = —cos f(x) +C;

6° fcos f(x) «f'(x) d(x) =sen f(x) +C;

79 f f’(X) d(X) = ff’(x)(l + tng(x) d(x) - fff(x) . SeCZf(X) d(x) — tgf(x) + C,‘

cos2f(x)
8o f _f®
J1—f(x)?

d(x) = arcsenf(x) + C = —arccosf(x)x + C
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4. Ejercicio

Calcula las siguientes integrales indefinidas

t+1 . e?s _ 5 20, _ 2x _
a) f—md(t), b) f—1+625d(s), ) f(x +1) 5x d(x); d)f—md(s),

Solucion

t+1 2t+2
—d(t) = f—d(t) =t2+2t+3 +C
vtz +2t+3 2Vt2+2t+3

eZS 1 2825
S =_ | = = 2s
b)f1+ehd®) 2f1+emd@)lM1+e)+C

) f(x2 + 120 %« 5x d(x) = ;f 2(x%2 + 1) xx d(x) = 2+ +C = % 2+ 1D +C

221
f'(x)
J1I—f(x)?

d(s); es una integral del tipo 8 f d(x) = arcsen f(x)+ C

d)f 2x

VI+x*
2

f—xd(s) = arcsen x? + C;

5. Ejercicio

Halla la primitiva de las siguientes funciones :
a) f(x) = 2x(sen x*)(cos x?)* b) f tag 3x + 2)d(x)

Solucion

a) f(x) = 2x(sen x%)(cos x2)*;
fZX(SETL xz)(COSx2)4d(x) = _%f —5x2x(sen xz)(COSx2)4d(x) _ —%(Cosx2)5 i

f —3sen (3x + 2)
"3

1
s Grta) —gln(cos(3x +2)+C

b) ftag Bx+2)dx) =

6. Ejercicio

1
Calcula las derivadas de f(x) = tag? xy g(x) = mSimpliﬁca y explica

Solucién
f0) = tag? sen?x £00 2sen x cos x * cos?x + 2 cos xsen x * sen’x

x) =tag’x =——;f(x) =

g cos?x’ (cos x)*
2sen xcos?x + 2 sen x x sen®?x  2sen x(cos’x + sen’x)  2senx) sen x
(cosx)3 - (cosx)3 ~ (cosx)® “ (cosx)3

) = ‘@) = —2cosx(—senx) sen x

X) = x) = =
J costx ' (cos x)* (cosx)3

2sen x

Esto implica que f(x) y g(x) son dos priitivas de h = = f(x)=gx)+C

(cosx)3
Parax=0=>f(0)=g(0)+C; 0=1+CC=1;

1

24—
tag=x = cos?x
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7.

8.

Ejercicio
x2+3
vx

Calcula una primitiva de f(x) =

Solucion

x2+3 (X 3 B 3 N 21
f N3 d(x)—f(\/—; +\/—;)d(x)— f(xz +3*x 2)—fx2 d(x)+f3*x 2 d(x)

3 25 3 2 5 2
2 = - —x2 = — _=— 2 .
fxz d(x)—sfzxzd(x) 5x2 5x Vx;
1 1 1 1
f3*x 2d(x)=3*2f5*x 2d(x) = 6%x2 =6Vx

x?+3
\/_

d(x) ——xzx/_+6\/_+C

Ejercicio

Determinar f(x) sabiendo que f’(x) = 24x; f(0) = 2;f(0) = 1y f(0) = 0;
Solucién

Si f’(x) = 24x => que la ecuacion es de potencia ax* + bx3 + cx?+ dx +e = 0;
fx)=ax*+ bx*+ cx>+ dx+e=0; f(0) =e=0;;

f(x)=4ax®+ 3bx?+ 2cx+d=0;f(0)=1=>d =1;

f7(x) =12ax?+ 6bx+2¢;f7(0)=2c=2;c=1;

7 (x) =24ax+ 6b; f(x) =24ax+6b=24x=>a=1b=0

f)=x*+ x>+ x=0;;

9. Ejercicio

a
Dada una funcion y = f(x),x > —1 se sabe que tiene por derivaday” = " donde a es una constante .

Deterinr la funcion sabiendo que f(0) = 1y f(1) = —1;

Soluciéon
y = T+ % f—d(x) = af—d(x) =aln(l+x)+cy=fx)=aln(l+x)+c
fO)=aln(1+0)+C=aln()+C=1,C=1; _
= aln(l+x)+C; -2;a=——=—2,88539
f@x) = aln+x) bﬂ%=MM1+D+C=aMQ)+1=—La=EEa 0,693
f(x) =—-2,88539 In(1 + x) + 1;
10. Ejercicio
Hallar una funcion F(x)que verifique x5F'(x) + x3 4+ 2x = 3 parax # 0;
Soluciéon
2x+3 —x3—2x+3
xW(@+x3+2x=3;P&)————;j;——F()—f—ﬁ—zgi——d&)
—x3—-2x+3 3 x3 2x
P = [ a0 @) = [ i - [ Gaw —f;d(x) -
2
3*—]( —4)x75 d(x) ——f( Dx~2d(x) ——f( Dx~td(x) = — ‘4+x‘1 +3x‘3 +C;
3 1 2
FX)=— —S+=-+=—+C

4x* T x " 3x3
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11. Ejercicio
Halla la ecuacion de la curva y = f(x), sabiendo que pasa por el punto (1,1)
y la pendiente de la recta tangente ala curvaen x es 3x + 1;
Solucién

Si la pendiente de la recta tangente ala curvaenxes 3x+ 1 => f(x) = 3x + 1;

f(x)=f(3x+1)d(x)=;j2xd(x)+1fd(x)=%x2+x+C

3 3
flx) = 3 x? + x + C Si la curva ha de pasar por el punto (1,1) => 1 = 3 12+1+C
c=1 3 1;C = 3'
- 2 T2
3 3
= — 2 —_—
Ji€9) 5% +x >
12. Ejercicio
3
De la funcion f : (—1, +00)se sabe que f'(x) = ——— y que f(2) = 0;

(x+1)?
a) determina f(x)
b) Halla la primitiva de f cuya grafica pasa por elpunto (01)
Solucién

a) determina f(x)

1 3
3 3
flx) = _m+cif(2)=0=> —m+6=0;=>6=1;
3
flx) = —m-l‘l;

b) Halla la primitiva de f cuya grafica pasa por elpunto (01)

g(x) = —3I(ﬁ+ 1)dx = —;ln(x+1)2+x+(,'

3 3
gx) = —Eln(x+ 1)? + x + C; si pasa por (0,1) => 1 = —Eln(0+ D2+0+C=>C=1

13. Ejercicio

s
De todas las primitivas de la funcion f(x) = 2tagx = sec? x halla la que pasa por P (Z' 1)

Solucién
F(x) = 2tagx * sec? x => f = f 2(tagx * sec? x)dx = 1
cos?x
L b = C=>
a prueba es f(x) 057y +
—2cosx (—senx) 2 (senx) senx 1
’ = = = 2 = 2 t 2

NS cos*x cos3x cosx | cos?x agxx sectx

HallalaquepasaporP(E 1)' fx) = +C=>1=—-=x+4+C;1 —;+C' 1=2+4¢C;
4’7’ cos?x coszg ’ vz 2 ’

2

C=-1; f(x) =

cos?x
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14. Ejercicio

x —1)?
Calculafgdx
Vx
Solucion
(x—1)? x?+1-2x , -1 _1 _1
f—dx=f—1dx= fx * X 2dx+fx de—fo*x 2dx
Vx 3
3 1 1 15 11 1 3
= fodx+fx 2dx—f2x2dx=§x2+Tx2—2§x2+C
2 2 2
J(x_l)zd 2§+2% 4%+C
7 x—5x x 3x

15. Ejercicio

e
Halla la funcion f(x) tal que F(0) = 2;y que sea primitiva de la funcion pran

Solucion

ex
F(x)=f dx =In(e*+1)+C;

e +1
Dadoque F(0) =2=>2=1In(e’+1)+C=1In2+C;C=2-1n2;
ex
= = x —_ .
F(x) fex_l_ldx In(e*+1)+(2—-1In2;)

16. Ejercicio
Calcula la integral f(\/ x2 + 20x + (x? + 20x) (x + 10)) dx

Solucion

f(\/ x% 4+ 20x + (x? + 20x)(x + 10) dx = f(\/ x2 + 20x dx+f(x3 +30x% + 200x dx =

2 1 3 2 1.2 3.1 1 s 200 ,
f(x +20x)2dx+f(x + 30 x2? + 200x) dx=§(x +20x)2+1x4+§(30)x +Tx +C

2

2 3 1 1 200 2 3.1
§(x2 + 20x)2 +Zx4 +§(30)x3 +Tx2 +C= §(x2 + 20x)2 +ZX4 +10x3 + 100x% + C

2 3.1
f(\/ x2+ 20x + (x? + 20x)(x + 10)) dx = §(x2 + 20x)2 +Zx4 + 10x3 + 100x2 + C

17. Ejercicio
Calcula la integral f( e2X°=x+3(1 — 4x)) dx
Solucién
f( e2**=X+3(1 _ 4x)) dx comprobamos si se corresponde 3° fef(x) * f(0)d(x) = ef® +C;

f'(2x?—x+3)=4x — 1 = —(1 — 4x) se corrsponde con el caso 3

J( ezxz—x+3(1 _ 4x))dx = _ g2 x%2—x+3 +C
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3 Integracion por partes

La integracion por partes se utiliza cuando tenemos un producto o una division que

se podra escribir como producto J.udv = uv —fv du

fu dv = uv - fv d u La formula podemos aprenderla con la siguiente frase

"Un dia vi unavaca sin cola vestida de uniforme
Una forma de saber cual debemos elejir como u o como dv es con la palabra

( Inversa

Logaritmica
ILATE (Tipode funcion que tendremos) ! Aritmetica
LTrigonimetrica
Exponencial

fxz Inx d(x) Las dos funciones que aparecen son x? exponencial la logaritmica en ILATE la

logaritmica esta antes de la exponencial luego tomaremosIlnx =u y x? = dv
3

X
x? = dv; integramos v = —
fxz Inx d(x) 13 sustituimos en la formula
Inx = u; derivamos d(u) = ;dx
f dv = f d —>f21 60 =1 Xl Xy 1,
udv = uv vdu= x* Inx d(x) = - Inx 7 4% =g inx 7 4%

x3 x? x3 x3
?lnx—f? dx = ?lnx—?+C

x3 x3
2 — _Z
fx Inx d(x)—3lnx 9+C

18. Ejercicio
Obten la siguientes primitivas f(x2 —5x+ 1) cosx d(x);

Solucién

x?—-5x+1)=u; d(u)=2x—5)dx
cosx = dv; v = senx

f(x2 —5x+1) cosxd(x);{

fudv=uv—Jvdu

f(x2 —5x+1)cosxd(x) = (x* — 5x + 1)senx — f senx * (2x — 5)dx

2x —5=u; d(u)=2dx

2x — 5)dx ;int t {
f senx * (2x — 5)dx ; integramos por parte senx = dv: v = —cosx

f senx * (2x —5)dx = (2x — 5)(—cosx) — f(— cosx *2)dx = (2x —5)(—cosx) — 2senx
—(2x —5)cosx — (—2senx) = —(2x — 5)cosx + 2senx + C

f(x2 —5x +1)cosxd(x) = (x> — 5x + 1)senx — [—(2x — 5) cosx + 2senx + C
f(x2 —5x +1)cosxd(x) = (x> — 5x + 1)senx + (2x — 5) cosx — 2senx + C

J(x2 —5x+1)cosxd(x) = (x* —5x — 1)senx + (2x — 5)cosx + C
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19. Ejercicio
Obten la siguientes primitivas f arctag x d(x);
Solucién

arctagx =u; d(u) = mdx

f arctag xd(x) = f arctag xd(x) 1 integramos por parte {
ldx =dv;v=x

1 1 x
fudv= uv —fvdu=>xarctagx— fx* mdx=xarcsenx—5f mdx

1 x

1
2 = dx = 2
2[1 dex 2ln(1+X)+C

1
J arctag x d(x) = x arctag x — Eln(l +x)+C

20. Ejercicio
Obten la siguientes primitivas f arcsen x d(x);

Solucién

farcsen xd(x) = farcsen xd(x) *1 integramos por parte R w d(w) =

fudv=uv—fvdu=>xarcsenx—fx* dx = x arcsen x —

1 X
—dx
V1 —x? f\/1—x2
f a d 1-x2+C
———dx=—J1-x
V1 —x2

J arcsenxd(x) = xarcsenx +J1—x*+C

21. Ejercicio
Obten la siguientes primitivas f VxInx d(x);
Solucién
1
Inx =u; d(u)= ;dx

2
Vx dx =dv;v=§\/x3
2 2 1 2 2 1
fudv= uv —fvdu =>Inx*=+/x3 — f—\/x3* —dx =Ilnx*x=+x3— f—\/x3 * —dx
3 3 X 3 3 X
2 2 2 2
— = — — — % — 3
fg& dx 3f&dx 3*3\/)(
2 4 2 2
f&lnxd(x) = lnx*§\/X3—§\/x3+C= §\/X3 (lnx——)+C

3
J\/Elnxd(x) =§\/; (lnx—§)+C

f VxInxd(x); integramos por parte
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22.

23.

Ejercicio
Obten la siguientes primitivas f x (Inx)? d(x);
Solucién

1
(Inx)2=u; d(u)=2Inx*—dx
f x (Inx)?d(x); integramos por parte x

x dx =dv;v=5x2

1 1 1 1
fudv= uv —fvdu => (lnx)z*zx2 - JEXZ*Zlnx *;dx= (Inx)? *EXZ— J-xlnxdx

1
Inx =u; d(u) =—dx
f xInxdx; integramos por parte x

1
x dx =dv;v=5x2

_ _ 1 ) 1 5 1 _ 1 5 1
fudv— uv—fvdu—>1nx*zx —fzx *;dx— lnx*zx —Efxdx
_1,
fde_EX +C

f Inxd | 1 2 11 24 1 21 1 24
xInxdx =lnx*x=x*——=%x=x*4+C =— ——x%4
2X 2 2X 2X nx X

1 1 1 1 1 1
2 - 2,22 (242 g2 v 2,242 _ 42 2.2
fx(lnx) d(x) = (Inx) *oX (ZX Inx 2% )+C (Inx) A xE o lnx+4x +C

2

f 2 dGo) = n 2 =5 Inx + X4 ¢
x (Inx)*d(x —2(nx) > Inx+—

Ejercicio
Sea f: (—1,1)definida por f(x) = In(1 — x?) . Calcular la primitiva de f cuya grafica pasa por P(0,1)

Solucion

2x
In(1-x*»)=u; d(u)= —mdx

ldx =dv;v=x

fudv= uv —fvdu=xln(1—x2)—fx( a- ))dx=xln(1—x2)+f (%)dx

2x X 2x2+2-2  (2(x*-1D+2 [ =2(1-x*)+2
f(l—xZ)"‘ 1-x2 "‘f a-x) ‘f 1-x

f( 2+ 2))dx f( 2)dx+f(1 2))dx 2x+f(1 2))dx

[ase f (1+1)(1—x))d"
A B A(l-x) B(l+x) A(l-x)+B(1+x)
(1+@a—x)‘1+x+1—x‘(1+na—xy+u+1xx—n‘ A+Dx-1D

2=A1-x)+B(1+x)=A—Ax+ B + Bx;para todo x

f(x) = In(1 — x?) integramos por parte

parax=0=>2=A+B
parax=1=>2=2B;B=1,=>A4=1

J(1fx+1ix)dx:f(1ix+1ix)dx:]‘(ﬁ)dx+f(+ﬁ)dx=—ln(1—x)+ln(1+x)+C:

l 1+4+x
"1

+C
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14+x 1+x
fln(l—xz)dx=xln(1—Xz)—2x+ln|1_x|+C;F=xln(1—x2)—2x+1n|1_x|+C
1+0
Si ha de pasar por P(0,1) =>1=Oln(l—OZ)—2*0x+ln|1_O|+C;1=ln1+C;C=1;

1+x
F=x1n(1—x2)—2x+ln| |+1
1—x
24. Ejercicio
Calcula la siguiente integral indefinida en funcion de los parametroa a, b, c f( e¥(x% + bx + c¢)dx

Solucién
x>+bx+c=u; du)=2x+b

e*(x? + bx + c)dx integramos por parte 1
f( ( ) g p p { eaxdx =dv;vzaeax

1 1 1 1
fudv = uv —fvdu = (x?+ bx+c)Ee‘”‘ - faeax(2x+b)dx = (x?+ bx+c)Ee‘”‘ —Efeax(2x+b)dx

2x+b=u; du)=2

X (2x + b)dx int t 1
fe (2x + b)dx integramos por parte {ea"dx =dv;v=aea"

1 1
fudv= uv —fvdu=(2x+b)—e“"—f—e“"2=
a a
1 2 1 2
(2x+b)—eax——f e =(2x+b)—e™™ —— e
a a a

a2

ax (2 — 2 l ax_l l ax_i ax | .
(e™(x*+bx+c)dx=x*+bx+c)—e (x +b)—e 5 € ;
a a a a

>+ bx + 2x+b) 2
f(e‘”‘(x2+bx+c)dx=e“"<X xte (2 )+ >+C

a a2 a3
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4 Teorema de descomposicion en fracciones simples

P(x)
Cualquier fracion de polinomios @ donde el grado de P(x) < grado de Q(x) se puede escribir
como suma de fracciones
El metodo de descomposicion en fraciones simples consiste en descomponer el cociente en una suma

de fracciones de polinomios de menor grado. Esto de utiliza principalmente en el calculo de integrales

Caso 1: Las raices del polinomio Q(x) son raices reales simples

P(x) A, A, Az
Qx) x+a; x+ta, x+ajz’

. Donde A{,A;A;.... Son constantes a determinar

Caso 2: Las raices del polinomio Q(x) son raices reales multiples
P(X) _ A 1 A 2 n A 3
Qx) x+a; (x+a;)? (x+a )"

. Donde A{,A;A;.... Son constantes a determinar

Caso 3: Las raices del polinomio Q(x) son raices complejas simples

P(X)_ A1x+B1 A2x+Bz A3x+B3
Qx) a;x2+bix+cy ax2+byx+c, azx2+bsx+cy’”

Donde A {,B1,A,, B, A3B;...... Son constantes a determinar

Caso 4: Las raices del polinomio Q(x) esuna raiz compleja multiples

P(X)_ A1x+B1 " A2x+Bz N A3x+B3
Qx) ax2+bsx+cy; (@x2+bix+cy)? (@;x2+bx+cy)3

Donde A {,B1,A,, B, A3B;...... Son constantes a determinar

25. Ejercicio

dx ]
2x+5’

Calcular la siguiente primitiva previa descomposicion en fracciones simples
Soluciéon

fdx- leula directa = Slnx +5
2x+5, Sse cailcuta lreca—znx

26. Ejercicio

xdx ]
DE+3)x+5)’

Calcular la siguiente primitiva previa descomposicion en fracciones simples f C
X —

Solucién
X A B C
(x—l)(x+3)(x+5)dx:J-(x—1)dx+f(x+3)dx+f(x+5)dx
X _Ax+3)x+5)+Bx-1)x+5)+Cx—-1Dx+3)
x—DE+3)(E+5) x—1DE+3)(x+5) =
x =A@ +3)(x+5)+B(x—1)(x+5)+ C(x — 1)(x + 3) ha de cumplirse para cualquier valor de x
Parax=1; 1=A(x+3)(x +5);A = ! 1'A= !

(1+3)(1+5) 24" 24
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-3 -3 3
3-D(3+5)' >~ 8873
-5 -5 5
5-D(5+3) 12°° 12

Parax =—-3; =3 =B(x—1)(x +5);B =

Parax = -5, =5=C(x—1)(x+3);C =

X C
@—1xx+3xx+9 ka—n f(-+w +ka+9dx

f(—l) (+3) (X+5)

5
J(X—l)(x+3)(x+5) ﬁln(x—1)+§ln(x+3)—ﬁln(x+5)+(}

27. Ejercicio

Calcular la siguiente primitiva previa descomposicion en fracciones simples I%d&
Solucién
e e = k=

(X—l)(X—Z) x-1 (x —2)

2x—1 Ax—-2)+Bx-1)

G-Dx=2) (x—1)+(x—2) G-Dx-2) =>2x—1=A—-2)+B(x—-1)

1
Parax=1=> 2x—1=A(x— 2);sustituyo2*1—1=A(1 - 2);A =_—1;A =—1;

3
Parax=2=> 2x—1=B(x—1);sustituy02*2—1=B(2—1);B—I B =3;

2x—1
—(x—l)(x—Z) f(x—l) dx+f(X ) dx; sustituyo = f( f(
2x—1 d
Gx-D&x-2)

—In(x—1)+3In(x—2)+C

28. Ejercicio
o AN . . . . x5+x*—8
Calcular la siguiente primitiva previa descomposicion en fracciones simples | —————dx;
X3 — 4x
Solucién

4x% +16x—8
—)dx

x> +x*—8 x5+x*-8 ] ) )
3 dx; = dx; dividimos los polinomios = | (x* +x+ 4)dx +

—4x x3 —4x —4x
x3  x?
f(x2 +x+4)dx integral directa = 3 + > +4x+ C;
4x2 4+ 16x— 8 4x2 4+ 16x— 8 5
IT) dx = J-W descomponemos x° —4x = x(x +2(x — 2)

4x% +16x— 8 B d C d

(x(x+2)(x—2) f() +f(x+2) x+f(x—2) *

4x%2 4+ 16x— 8 A c Ax+2)x—2)+B@x)(x—2)+Cx(x+2)
(x(x+2)(x—-2) (x)+(x+2) x-2)" (x(x+2)(x—2)
Para todo x se ha de cumplir 4x% + 16x— 8 = A(x + 2)(x — 2) + 8(x)(x — 2) + Cx(x + 2);
Parax=0=> —8=A0+2)(0—-2);A=4;
Parax=2=> 16+32-8=C%*2(2+2);C=5
Parax =—-2=> 16—-32—-8=B*(-2)(—2—-2);B=-3
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4X2+16X_8d_fAd+f B d"'f C J vitui
(x(x+2)(x—2) X = (X) X (X+2) X (X—Z) X sustituimos

4x2 + 16x— 8 -3 5
G Dx-2) x—f() fmdx+fm=4lnx—3ln(x+2)+51n(x—2)+c

x5 +x*—8 x3  x?
fﬁdx=?+7+4x+4lnx—31n(x+2)+51n(x—2)+C

29. Ejercicio
dx _
x-1*(x—-2)’

Calcular la siguiente primitiva f

Solucion

f(x—l)dz)zx—z)z f(xél)dx +f(X_Bl de+f(x+2d =

Ax—1D)E—-2)+BEx-2)+Cx—1)2
f(X—l)Z(X—Z) f (x=1)2(x—-2)

1=A(x—1)(x—2)+B(x—2)+ C(x—1)? Para todo valor de x
Parax=1=>1=B(1-2);B =-1;
Parax=2=>1=C(2-1)%;C=1;

dx =>

Parax =0=>1=A(x—1)(x—2) + B(x— 2) + C(x — 1)?; sustituyo valores
1=A0-1D0-2)+(-1D0-2)+1(0-1)2=24+2+1;4= —1;

f<x-ndz’§x-2) = f(x_—ll)d" +f(x:11)2dx+fﬁdx

n+1
f = 5 dx se resuelve integral directa caso 1 f(f(x))“ *f'(x)d(x) = f(xi 1 +C;
1 =Dt -1
f(x—l)2 T-1 T (x-1)
X _ 1
f—(x—l)z(x—z) =-Inx-1)+ (X_1)+ln(x—2)+(]

30. Ejercicio

Calcular la siguiente primitiva f%,
Solucién
f dx

x3+1

descomponemos en factores usando ruffini B+1=@x-Dx*+x+1)

X Bx+C
fx3+1 f(x—l)(x2+x+1) (x—1) f(x2+x+1)
dx A Bx + C _A(x +x+ 1)+ (x—-1)(Bx+0)
x3+1_(x—1)+(x2+x+1)_ x3+1
1=A?2+x+1)+ (x—1)(Bx+0C)
Parax=-1=>1=A(-1?+ D+ D+ (-D-1)BED+C)=A+2B-2C

Parax=0=>1=A(0)2+0+1)+(0—-1)(B*0+C)=A—C
Parax=1=>1=A((1)2+1+1)+(1—1)(B(—1)+C)=3A;A=%

15(28)



1 2
1=A—Csustituyo=>1=§—C;C=——

3
, 1 2 5 1
1=A+ 2B — 2C Sustituyo 1=—+ZB—2<——>=ZB+—; B=—-—=
3 3 3 3
d 1 X
% _Z
f = dx+f f 3 3
x3+1 (x—l) (x2+x+1) (x—l) x2+x+1)
__X__ (x+2) d 1 b derivable del d inad
f(x2+x+1) 2 +x+ 1) desarrollopara buscar una derivable del denominador
12x+1)
x+2)=———+3
1 x+2) Gt . x+1 1 3
T3) 6Frx+ D) w2+x+1> f&2+x+1) .f&2+x+1)='
2x+1 2x+1
6f(x +x+1)_8_f(x2+x+1) “6) (x? +x+1)_§f(x2+x+1)

hacemos el denominador como un cuadrado =>

1
§f(x2+x+1)

1
x2+x+1=hadeser =(x+a)?= x2+a2+2axcom02ax=x=>a=5

1 1 1 1 , 3
(x+ 5)2 =xZ+ (5)2 + ZEx = xZ+ 7 xparaque sea iguala1=> hede sumar o

2 2

1
x2+x+1= (x + E) —lo puedo poner como potencia = <7>

1’7

titui la int llf L d—lf 1\2 \/§2
sustituimos en la integra 3) v+ D) X = 3 (x+7) +<T>

o V3 1 1 1 1
dividimos por | — =——f 5 dx =__f—2dx
2 3 3 3 1
1\2 = (X+§)
(x+3)  \2 7 +1

1 1

3 2x+1)2
+1
<\/§

dx sustituimos

2x+1 1 1
Jx3+1 3f(x—1) T6) (Z+x+1) §f<2x+1)2+ a

1
V3
de L= 1) — 2z 4 v+ 1) — L o2 acot (2x+1)+c
—_— = — = —_— =k —
x3+1 3nx 6nx X 3\/§acoang \/§
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31. Ejercicio

x3—6

Calcular la siguiente primiti ————d
alcular la siguiente primitiva fx4+6x2+8 X

Solucion

3
x°—6
fmdx = descomponemos en factores; x> =t;t> + 6t+8 =0;t = —2;t = —4;=>

f x> —6 d'f x> —6 d—fAX+Bd-+fCX+Dd
@+ +0) 0 Je2rnez+ 0 Tl e+ T ey ™

x3-6 _ Ax+B Cx+D  (Ax+B)(x*+4) + (Cx + D)(x* +2)
2 +2)(x2+4) (x2+2) (x2+4+4) (x%2 4+ 2)(x%2 +4)
x3 — 6 = (Ax + B)(x% + 4) + (Cx + D)(x? + 2) para todo x
Parax=0=>—-6=(A+x0+B)(02+4)+(C*0+D)(0%+2)=4B+2D
Parax=2=>2=(A*2+B)(2%+4) + (C 2+ D)(2% +2) = 164 + 8B + 12C + 6D
Parax = —2 => —14 = (A* (=2) + B)((=2)? + 4) + (C * (—=2) + D)((=2)% + 2) = —16A + 8B — 12C + 6D

Parax=1=>-5= A1) +B)(1)*+4)+ (C=(1)+D)((1)>+2) =54+ 5B +3C + 3D

—6=4B + 2D
2=16A+ 8B+ 12C + 6D { —6=4B + 2D
—14=-16A+8B —12C + 6D =12 =16B + 12D
—5=54A+5B +3C + 3D

{—14=—16A+BB—12C+6D
—5=54A+5B+3C+3D

D=3;B=-3;

—14 =—-16A—24—-12C + 18

sustituimosDyB{ 5 =54-15+3C+9

—8=-16A—12C , _ . ._
{ 1=5A+3C A=-1C=2

x3—6 dx = —x—3d_+ 2X+3d )

+)2+ ) T e T v T

f(x2+2) f( 2+ 2) +f(x22_-):4)dx +jﬁdx

1 3 2 2x 3 2
_Ef—(x2+2)dx —\/—Ef(%)2+1)dx+f(x2+4)dx +Ef—(%)2+1)dx

1 3 X 3 X
—Eln(x2 +2) ——arctg —+ In(x? + 4) + Earctgi +C

J(x2+2)(x +4) V2 V2

32. Ejercicio

12x3 —8x%2+9x—5

Calcular la siguiente primitivas H = f dx que cumple H(1) = 1;

Z-7x+2
Solucion
HZJ12x3_8x2+9x_5dxdividim05 =>f(2x+1)dx+£ ‘o
6x2—7x+2 s
x?+x+ &dx:x2+x+ &dx=x2+x+ln(6xz_7x+2)+c
6x%2—7x+2 e —Tx 12

sihadecumplirH(1) =1= 12 +1+In(6%12—-7*1+2)+C =2+ Inl1 +C;
240+C=1C= —1;

H—j12x3_8x2+9x_5— 24 x+In(6x? —7x +2) — 1
T T e Txwz AT SR
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5 Integracion por cambio de variable

El metodo de cambio de variable o de sustitucion lo utilizaremos cuando no podamos identificar

una integral con ninguno de los tipos de primarias inmediatas

33. Ejercicio

1-+vVx
Calcular las siguientes primitivas a f—dx b f dx f
g p ) 1+Vx ) 2x 41 ) Ux +

Solucién

)f
1-— 2t — 2t? t—
= A2 o [
1+t 1+t

2f2dt—2ftdt—2f—dt—4t—t2—4ln(1+t)+C
1+t

x =t? 1-vt?
dx Hacemos un cambio de varlable{ => 2t dt;
dx = 2tdt 1 ++¢t2

dt = Zf(z—t)——dt—zf(z—t)dt— J.l—-l-tdt

4t —t2 — 41In(1 + t) + C sustituimos => 4/x — \/Ez —4In(1+Vx)+¢C

fl_\/_dx—éh/_ x—4In(1+vx) +C

1+Vx
1+ e* e =t
= i i dt dt =
)erX 1 dx = Hacemos un cambio de varlable{ede = dt:d(x) -5== >

f1+t 1dt f1+tdt f 1+t dt
—_— % — = =

t2+1 t t3+t t(t?2+1)
1+t A Bt+C A(t>+1)+Bt>+C(t

=—+4 =
t34+t t t?4+1 t34+t
Parat=0=> 1+0=A*0+1)+B*x0+C*x0=>1=4;

=>1+t=A(t%+ 1)+ Bt? + Ct para todo t;

Parat=-1=> 0=A(1+1)+B*1+C(-1) => 0=24+B — C;
Parat=1=> A1+ 1)+B*1+C(1)=> 2 =24+ B +C;

{0=2A+B—C;
2=2A+B+C(;

0=2A+B — C sustitumos =>0=2*x14+B—-1;B=-1

1+t A Bt+C o 1 —t+1
=—++ = sustituimos —+ ——-
t34+t t t?+1 t t?2+1

f3+tdt—f1dt+f ! dt+f L= fldt+f LI f L gt
t3+t t t2+1 tZ+1 t2+1 t2+1

1
dt=lnt+arctt—51n(t2 +1)+C

restamos 2 =2C;C =1

lnt+actt+2ft2_i_1

1 1
Int +arctt— Eln(t2 + 1) + C deshacemos los cambios => Ine* + arctg e* — Eln(ezx +1)+C

f1+exd—l et I o 140 €
o 1 x =Ine* +arctg e 2n(e )

Y=t x=1t3

1
C ———dx Hacemos un cambio de variable{
) fi/?+1 dx = 3t%dt;

f ! 3t2dt—f3t2 dt dividi 3f(t 1)+ ! dt =
t+1 T ) gy Gt @vamos t+1
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1 3
3ft+3f—1dt+3ft+—1dt =Et2 —3t+3In(t + 1) + C deshacemos los cambios

1 3,2
— dx==-3x —3¥x+3Im(¥x+1)+C
f%/?+1 2 ( )

34. Ejercicio

o . Vx x+5
Calcular las siguientes primitivas a)f3—dx b)f
Vx+1
Solucién
1 3
\/; X2 . 6
a)f 3 dx = f I dx hallamos el comun denominador => f > dx
Vi1 x3+1 x6+1

1
xX6=t;x=t°
dx = 6t5dt;

Vx Vté t3
fs =f3 6t5dt=f2
Ve +1 Vee +1 t?+1

1 6 6 6
f((tG—t4+t2—1)+ 2+1>dt= 7t7—§t5+§t3—6t+6arctag t?+1) +C

Hacemos un cambio de variable{

6t5dt—f 67 dt—6f a dt = didividi
= t2+1 = t2+1 = alawwiairmos

6 6 6
7t7 - gts + §t3 — 6t + 6arctag (t? + 1) + C deshacemos cambio
6 17 6 1° 6 13 1 12
-x6 ——x6 +=x6 —6x6+6arctag (x6 +1|+C
7 5 3
Vx 67 65 63 1 2
——dx =-x6 ——=x6 + -x6 — 6x6 + 6arctag (xé + 1) +C
Vx+1 7 5 3
Vx 6 .
—_— = —= \/ Vx3—6 6arct Vvxz+1
W+1 7\/_ + Ux + arcag( +)
( x+5 5 5
=t51+=-=t5x=5——
X x te—1
b)f dx; Hacemos un cambio de variable
—2t*5 —10t

ldx = mdt,‘ dx = mdt

x+5 —10t*t t2
f f dx = fJ_ S dt o 1of(t2 1of—t4+ it

resolvemos la ecuacion cuadratica = t*+1—-2t> = (- 1D(t -1+ 1D+ 1)

=-10 —tz dt = —10 e dt = —10 —t d
B ft4+1—2t2 b=- f(t—l)(t—l)(t+1)(t+1) t=- f(t—l)z(t+1)2 g

usamos el teorema de descomosicion de fracciones

t2 A B C D
(t—12(t+1)2 (t—1)+(t—1)2+(t+1)+(t+ 1)2

A(t—1D)(t+1)2 B(t+1)2 Ct+ D(t—1)2
C—DE-DE+D+D) =D -De+D+D T t=D=DE+ D +1)

D(t—1)2 3

T DE-De+ D+ D

t? CAE-D(E+ 1)+ B+ 1)+ Ct—1)*(t+ 1)+ D(t— 1)
(t—1D2(t+1)2 t-DE-DE+D(E+1) ’

t2=AC -1+ D2+ B+ 1)?+C(t— 12+ 1)+ D(t—1)?
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parat=0=>0=—-A+B+C+D;
1
parat=1=>1=4B;B=Z
1
parat=—1=>1=4-D;D=Z
parat=2=>4=94+9B+3C+D
0= A+1+C+1' 0= A+2+C'
- 4 4’ - 4 { Fi_—-F

Sustitumos los valores 1 1 10 Fs > F3 — 3F,
4=9A+9*Z+3C+Z 4=9A+T+3C;

0=—a+ltc
= THC

a=2a=1 +2ico=-1
4 =5 4=7; == T L= ——
4=124++0; 124 4 4
__1_ I D 1
=pB=gc= 4
f Xty 10J~ 10J~ A LB L ¢ D -
x= (t— 1)2(t+ 12 % -1 t-D2 w+D " (t+1)2

1
4 —z 1 1 1 1

kaa R ) a+g”“ 1°J%u—n+4a—1ﬂ"4a+n+4a+D”M
1 1
10 G —1o | <m>dt ~10 [ g+ 10 [+ g

10 1 10 10 1
‘Tf Gy f 17 1)2)d T f ((t+1)) f G

t—1=r
dr = dt;

J-((t 1)2)dt Hacemos un cambio de varlable{

_ = — = -2 = —p1 = —— 0 — — ——
f((t—l)z)dt frzdr fr dr rl+C r+Cdeshacemoselcamblo t—1+C
f x+5d _ 10l 1) 10( 1 )+101 €+ 1) 10( 1 )+C-

x T " 4 \t—1)7 g " 4 \e—) Y

x+5 1

f} dX——(—ln(t—1)+( )+ln(t+1)+( ))+

x+5

5
Deshacemos el cambio de variable f dx;t =

x+5 5 x+5 1 x+5 1
f ——dx==(—In —1]|+] —|+1n +1|+|—D+C
% 2 % x+5 2 x+5
T_l +1
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35. Ejercicio
Calcular la siguiente primitivas f sen (Inx) dx

Solucién

Inx = tpor definicion de logaritmo et = x

f sen (Inx) dx Hacemos un cambio de variable .
P dx;

fsent* etdt= fsent* et dt

resolvemos usando la integracion por partes {sen t=w d(u)=costdt
& porp eldt =dv;v=et
fudv = uv —fvdu; fsent* et dt =sentx et —fe‘costdt = e‘sent—fe‘costdt

cost=u; d(u)=—sentdt
etdt = dv;v=et

f el cost dt = usando la integracion por partes{

fetcostdt = etcost—fet(—sent)dt= etcost+f—etsent dt

fsent* et dt=efsent— (etcost+fetsent dt) = e'sent— etcost—fetsent dt)
¢ t t t L 1y

2| sentx e dt= e'sent— e'cost; | sentx e dtzie sent—Ee cost

. . 1 1
deshacemos el cambio de variable => [sent=* el dt= Eetsen Inx — Eet coslnx+C

1 1
Dado que et = x => fsent* etdtzzxsen lnx—Excoslnx;

1
jsen (Inx)dx = Ex(sen Inx —coslnx) + C

36. Ejercicio
Sea la integral fezxsen (e®) dx

a) integrala mediante el cambio t = e*

b) Calcula la constante de integracion para uge la funcién integral pase por el origen de coordenadas

Solucién
t=e*=>x=Int
f e?*sen (e*) dx ; Hacemos un cambio de variable 1
dx = ?dt;

1
Jez"sen (e¥)dx = f t?sen (t)?dt = f tsen (t)dt

usando la integracion por artes{ t=y; du)=dt
g porp sentdt = dv,v = —cost
fudv = uv —fvdu; ftsen (t)dt = t(—cost) —f(—cost)dt = —tcost+senx+C

Deshacemos el cambio de variable => —tcost + senx + C;
[e**sen (e¥)dx = —e*cose* +sene* +C;
b) Calcula la constante de integracion para uge la funcién integral pase por el origen de coordenadas

Si ha de pasar por el origen 0 = —e®cose® + sene® + C;0=—1cos1+sen1+C; C =cos1—sen1

Jez"sen (e¥)dx = —e*cose* +sene* + (cos1—sen 1)
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37. Ejercicio
Calcula fx((ln(l +x2) 4+ (e7¥))dx
Solucién
x((In(1 +x2) + (e7))dx = J.x(ln(l +x2)dx +

t=14+x2=>x=Vt—-1

fx(ln(l +x?)dx ; Hacemos un cambio de variable 1 1
dx == dt;
2 V-1
fx(ln(l + x2)dx = f\/t— 1lnt*l* ! dt —lflntdt
2 \t—1 2

1
Int=u; d(u)= ?dt

f Int dt; resolvemos usando la integracion por partes{
dt =dv;v=t

fudv= uv —fvdu;flntdt=tlnt—ft*%dt=t*lnt—t=t(lnt—1)+C
1
fx(ln(l + x2)dx = E((ln t) — 1) + C deshacemos =>

fx(ln(l +x%)dx = %(1 +x3)((In(1+x?) -1+ C

x=u; d(u)=dx

e *dx=dv,v=——

resolvemos usando la integracion por partes{
ex

. 1 1 1 /1 11
udv=uv — |vdu; | x(e )dx=x(—e—x)— e_"dxz_xe_x_<e_")+cz_xe_"_e_"+

1

_ 1 1
Jx((ln(l +x3)+ (e7)dx = 5(1 +x2)((In(1+x2)—1) - e_"(x +1)+C

38. Ejercicio
Calcula fe“ex dx

Solucién
t=e*=>x=Int

fe’”ex dx = J- e* xe®"dx Hacemos un cambio de variable dx = ldt'
7t

. 1
fex*ee dx=ft*et*¥dt=fetdt=et+c
deshacemos el cambio de variable f et dx = e®" + C

Je’”ex dx =e® +C

39. Ejercicio
Calcula f sec3x dx hacer un cambio de variable sen x = t para obtener una funcion racional

Solucion

t=senx =>dt = cosxdx

sec3x dx = Hacemos un cambio de variable {
dt = cosx dx;
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3 1 cos x 5 5 5 2
sec’xdx = | —5—dx= | ——dx;dado que cos“x + sen‘x = 1;cos*x =1 —senx =>
cos3x cos*x

cos*x = (1 — sen? x)?;

1 cos x cos x . .
f sec3x dx = f—dx = f dx = dx Hacemos el cambio de variable
cos3 x cos* x (1 —sen? x)?
f cos x _ f cost _ f 1 dt
O—smﬂ@z &)= go ™= | gz
f a t2)2 usamos el teorema de descomosicion de fracciones

m, descomponemos en factores (1 —t?)? = (1+t)(1—t) (A1 +t)(1—t) = (1 —t)?>(1 + t)?

1A B c D
A-22 a-pia-o2 a+otaroz
A -0+ BA+t)? CA+)(1-t)* D(A-t)?

(1-1t2)? (1-1t2)? (1-1t2)? (1-t2)2
AQ-t)A+t)?+BA+t)*+CA+t)(1—-t)>+D(1 —t)?
(1-1t2)2

1=40-t)A+t)?+BA+t)?’+CA+t)(1-t)2+D(1-1)?

1
Parat=1=>1=4B;B=Z
1
Parat= -1 =>1=4D;D=Z;
Parat=0=>1=A+4+B+C+D
Parat=2=>1=-9A+4+9B+3C+D
1—A+1+C+1-1—A+C'1—2A+ZC
B 4 4’2" T

sustituimos By D

1 1 3
1=_9A+9ZB+3C+Z; —E=—9A+3C;—3=—18A+6C

{ 1=24+2¢ ,_6

1 1 L 1
3= _184+ 6C 24—Z;A=Z; Sustituimosen 1 = 2A+ 2C _>C_Z

1 1
1 1 4 _
Jk1—ﬂy f%1 (1—n2+(y+o+(1+ﬂﬂdt_

H((l1 f(l t+f((1+t) +Hﬁdt_

. . 1-t=r
f a2 f((l — t)Z)dt Hacemos un cambio de variable {dr = —dt;

f ! dt = f 1d— f‘zd— —1+C—+1+C
((t )2) 2 r = rédr =-—-r =+

1

deshacemos el cambio = 13 +C

f . = f( ! )dt Hacemos un cambio de variable {1 tt=r
1+0% ) (1 +1)? dr = dt;

f ! dt—fld—f_zd— 1yc= 1+C
((1+t)2) ) =T r=oT T oor

deshacemos el cambio = — L +C
1+t
1 1 1 1
fmdt=—zln(1 t)+z*1 —ln(1+t)—z*1
1 1 1 1 1
J(l—tz)z 4_ln(l senx)+z*—1 Senx ln(1+senx) 7 —1+senx
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40. Ejercicio
Calcula fsec3xdx

Soluciéon
Resolvemos el ejercicio anterior usando la integracion por partes

3 ) secx =u; d(u) =tang xsecx dx
sec’xdx = | secx * sec®x dx 2
sec’xdx = dv; v =tag x
fudv= uv —fvdu; fsecx*seczxdx=secx*tagx—ftagxtangxsecxdx=

. sen x 1 2 2
Identidades tang x = ; secx =——ytang °x = sec“x —1=>
cosx cosx

2

5 senx sen *x
sec’xdx = == T dx
cos?x cos3x

sen 2x sen?x 1
- dx = s—*——dx = | tang Zx xsecxdx = | (sec?x — 1) *secxdx =
cos3x cos?x cosx

f(sec3x—secx) dx = fsec%dx—fsecxdx

fsec3xdx=secx*tagx—(fsec%cdx—fsecxdx) => 2fsec3xdx=secx*tagx+fsecxdx;
1 1 1 1

fsec3xdx=Esecx*tagx+zfsecxdx =Esecxtagx+zln(secx+tag x)+C

1 1
fsec3x dx = Esecxtag x +Eln |(secx + tag x)| + C

41. Ejercicio

dx
Calcula f—; realiza el cambio/x2 —2 —x =1t
Vx2 -2

Solucién
dx x2-2—-x=t
; hacemos cambio de variable x x —Vx2 =2
X t=| —-— X; dt = ——————dx;
N d ( 1>d d d
Vx2 -2 x2 -2
VJx2 =2 —x=1t x2 — 2 =t+xelevamos al cuadrado los dos terminos x* — 2 = x? + t% + 2xt
2 4 2xtt 22 0od ] _—tz—z_d o2tk 2t-2(t7+2) 2t2—4.
x = 0;despejamos x = ;dx = e = yreat
E _—tP+2
Y=o
—t2+2 —t2+2 —t2+2 —t2+2
2t2 _ 2t2 _ 2t2 _ t _
sustltulmosf\/xz_ P dt—ft+_t2_2dt—f2t2_t2_2dt—f P dt =
2t 2t 1
t2 -2
- 1 o
fz—dt —f——dt = —In| t| + C sustituimos
t?—2 t
1
& @ —2-xl+C
n|+/x 2—X
\/_
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42. Ejercicio
Calcula f sen ®x * cos?x dx;

Solucién

dt
senx

f sen 3 x * cos?x dx hacemos el cambio de variablecosx = t; —senx dx = dt ;dx = —

dt
fsensx*coszxdx=fsensx*tz*(— )=f—sen4x*t2dt
senx

aplicando la razon fundamenta = cos?x + sen’x = 1; sutituimos

—f(l—coszx)z*tzdtz—f(l—tz)z*tzdtz —f(t4+1—2t2)*t2dt=—f(t6+t2—2t4)dt;

t7 3 t5
—ftsdt—ftzdt—f2t4dt= ————— 2?+C

cos’x cos3x cos°x

5 — —
7 3 2 5

deshacemos el cambio J.sen X * cos?x dx; = —

43. Ejercicio

n*x

se
Calcula f —
co

dx;
s3x

Solucién

Los cocientes de potencia entera de sen x y cos x, Si una de ellas es impar se utiliza

la otra para el cambio de variable

sen*x
f dx = hacemos cambio de variable t = sen x; dt = cosx dx ; dx =

cos3x cosx
fsen"x A = f t* dt f f f
cosx X7 ) cos?x cosx cos4x 1- senzx)2 (1- tz)2
£ " t3=u; d(u) =3t3dt
f—dtzfﬁ*—dt ¢ 1
— +2)2 — +2)2 = dv: =+ C
(1 t ) (1 t ) (1 t2)2 v, v 2(1 — tZ) +

f d f d f 4 dt = 3 ! f ! 3t2dt
= - p " 55 = * - =
war=wvm el [ e 20-t0) ] 2(1—-19)

t3 f 3t? gt = t3 3f t? i@t
2(1—1t2) 21—t2) " 2(1—-t2) 2) (1—-t?)

1 1
f(l dt; dlmdLmos-f—1+(1_t2) f 1dt+f(1 —t+fmdt
1 . .
fmdt = fmdt usamos descomposicion de fracciones
1 A B Al-t) B(1+t) AQ-t)+B(1+1t)
A+ —-t) 14+t 1—-t 1-t2)  1-1t2) 1—1t2) B

1= A1 —-t)+ B +t)paratodo t;

1
Parat=1=> 1= ZB;B=E

Parat=—-1=> 1= 24; A=

AL SR SN

1

1 — 2 1 _1 — .
f(m)(l_t) dt={ RS dt+ [ ) dt =>In|1+t|—ZIn[l—¢t|+C;

25(28)



t3

3 .
ﬂl—ﬂ)_ff(l—ﬂ)t =20-9 2

1
(( t)+= ln|1+t|+51n|1—t|)+C=

sen*x 1+t
3 dx = +— - —l —| 4+ C;deshacemos variables
cos3x
sen*x 3senx 3. |1+senx
= dx = ——In|——| +C;
cos3x 2 4 1 —senx

44, Ejercicio
Calcula fsen“x* cos?x dx;
Solucién

fsen“x * cos?x dx; como las dos potencias son paresos utilizamos la formulas de angulo mitad
sen’x = 11 cos2x; cos’x = ! + ! cos 2x;
X=272 PEOSX=GTY '
4y g 24 — 2¢ 4 24 4 2 _(l_l 2)(1_1 2)<l+1 2)—
sen’x  cos*x = sen®x x sen’x * cos*x = (5 —5c0s 2x)(5 — 505 2x) |5+ Scos2x | =

1 1 ) (1 1 22)_1 1 ) 1 2 +1 39
(2 2cos x) 2 4cos X =3 8cosx 8605 X 8cos X;

f n*x 2x dX—J- 11 2x ! 22X+1 32x)dx =
% = | === —_ _ =
se cos (8 3 cos 3 cos 3 €0S°2X)
—1 - ! 2xdx — —1 22x dx + —1
f X f8COS X f 0s%2x dx f800
8 f

1
—gfc052 dx 832 2x=—Esen2x

32d—1fd 1-[ 2xd 1f 22d+1f 32xd
xdx=g | dx =2 | cos2xdx — o | cos?2xdx + g | cos*2xdx

1 1 1
5€0s4x) dx= ——x ——sen4x

1-+
272 16~ 64

1
gf c0s%2x * os 2x dx;
1 1
gfcosz —g*zsen 2x=Esen2x;
, t = sen 2x 1 , 1
——f(sen 2x) * cos 2x dx; hacemos cambio de variable {dz — 2.cos 2x do: = —gf t% * Edt
1 1 1
=— 16 * 3 t3; deshacemos variables = — Esen 32x
1 1 1 1 1
Jsen X * cos%x dx = gx = Esen 2x — Ex = 64sen 4x + Esen 2x—Esen32x +C
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45. Ejercicio

Al aplicar integracion por partes para calcular ff(x) sen x dx donde f(x)es una funcion derivable se

obtiene ff(x) senx dx = —f(x)cosx + f 3x2 cos x dx.Sabiendo que f(1) = 2

ecuentra la funcion f(x);

Solucion

fudv= uv —fvdu;{_f(x)zu;duz —f(x) dx

senx dx = dv; cosx = v
ff(x) sen x dx = —f(x)cosx — f cosx(—f'(x))dx = —f(x)cosx — f —3x2%cosx dx =>
—f(x) cos x = —f(x) cos x
cosx(—f'(x)) = =3x% cosx; f'(x) = 3x%; f f(x) dx = f 3x2 dx => f(x) = 3%3(3
f(x) = x3 + C;

Si de cumplirse que f(1) =2=>2=13+C; C= 1
fl)=x3+1;

46. Ejercicio
. . m
Un punto se mueve en linea recta conuna velocidad de v(t) = 12t— 5 ~

Calcula el espacio recorrido en cada instante t sabiendo que €(0) = 10m.
¢ Cual es la velocidad media entre t = Os y t = 2s?.
Recuerda que la velocidad es la derivada del espacio respecto al tiempo

Solucién

e(t) = fv(t)dt => e(t) = f(th— 5)dt; e(t) =f 12t dt — det;

1
e(t) =12 *Et2—5t+C; e(t) = 6t2 -5t +C; dado quet = 0;e(t) = 10

e(t) = 6t — 5t + 10
v —v; _(12x2-5)-(12x0-5) 19-5 14

ST 2-0 2 2 '

47. Ejercicio
En un examen se ha pedido a los estudiantes que resuelvan f 2senx cos x dt;

Juan lo resolvio mediante cambio de variable t = sen x

Pedro con el cambio de variable t = cos x

Pilar usando la formula del angulo doble 2sen xcos x = sen 2x

El profesor aun siendo respuestas distintas las dio todas por validas.
Halla las distintas respuestas y explica porque son correctas

Solucién

]uanf 2senx cos x dx; cambio de variable t = sen x, dt = cosx dx

f 2t dt = t? deshacemos variables ;f 2senxcosxdt =sen?x+C
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Pedro f 2senx cos x dx; cambio de variable t = cos x, dt = —senx dx;
th(—dt) = —t2; deshacemos variables ;stenx cosxdt = —cos?*x+ C
Pilarf 2senx cos x dx; ecuacion del angulo doble 2sen x cos x = sen 2x;

1
fZSenxcosxdx=J.sen2xdx= —Ecos2x +C
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