Contenido
1 LA REGLA DE BARROW 2
2 AREA BAJO UNA CURVA 5
3 INTEGRAL INDEFINIDA “AREA BAJO UNA CURVA” 6
4 TEOREMA DEL VALOR MEDIO DEL CALCULO 8
41  TEOREMA DEL VALOR MEDIO DEL CALCULO DIFERENCIAL 8
42  TEOREMA DEL VALOR MEDIO DEL CALCULO INTEGRAT 8
5 FUNCION INTEGRAL: TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO 11
6 AREA DE RECINTOS 17
7 VOLUMENES 27
71 VOLUMENES DE SOLIDOS DE REVOLUCION 29
72 LONGITUDES DE ARCOS 31
3 OTRAS APLICACIONES DE LAS INTEGRALES 32

1(33)



1 Laregla de Barrow

1.

La regla de Barrow tambien conicida como primer teorema fundamental del calculo indica:
Si una funcion f(x) es continua en [a,b] se cumple que f (f(x)dx = F(b) — F(a)
a
donde F es cualquier primitiva de f
Ejercicio

31+tg t

1
i 2 _
tgt t ;b) f_lx(x 1dx

Calcula a) f

Solucioén:

31+tgt %1 %
)f =f —dt+f tg tdt
tgt ntgt i

§ 1 % 1 %COSt i i sent=u %1
f —dt = f ——dt= f dt hacemos cambio de variable { X j —du=Ilnu+C
n tgt n sent n sent costdt =du Jr u
2 % Cost 2 2
z z s V3 V2
[Inu ]2 = deshacemos cambio de variable [Insent]3 = In (sen ) In (sen —) =In—-Iln—;
s s 4 2 2
Y
Fldt—lﬁ—l 3_1.3
ntgt "ZTN 272"
T T Ed
3 3sent . . cost=1u _ 3du
fz tgtdt= f . deshacemos cambio de variable {—sen fdt = du = —J;_T - =
2
z ) 3 T T T T
—[Inu]; Deshacemos cambio = — [Incost]z = —(In(cos §) — (In(cos Z)) = In cosy = In cosz
% 1

7 vz
3 b b
L tg tdt=lncosz—lncos§ lnT—ln— ln\/_——an

4

[EnN

f%1+tgztdt 1 3.1 1 (3 2) LI
— = —_— — — = -_ —_ = -_—
n " tgt 2027 2 T2 23

b) f_llx(xz_l)dx=f_11x3dx— f_llxdx = [%4];—[%2];=(%—%)—(%—%)=0

Ejercicio
Caleul f x+2 J‘ezln(lnx)d
alcular a) T ax +5x ) ) o x
Solucién

a) f s j_:xz_l_ i rsr = % [In( x? + 4x + 5)]g* = %((ln(O2 +4%(0)+5) — In((-4)? + 4+ (—4) +5))

o ox+2
Jo it (IH(S) In (5)) = 0;
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b f"’ ln(inx)

1
dx = hacemos un cambio de variable Inx =t ;;dx =dt;=>

e? e? e? 2
f ln(lnx)dx=f Int gr { Cuandox=e =>t=1ne=1 =>f 1ntdt=f1nt dt
. x . uandox = e? =>t=2lne=2 . 1

2 2 1
f Int dt = f Int 1dt; usamos integracion por partes {u =Int;du = ?dt
1 1

dt=dv;t=v

2
1
flnt 1dt=lnt*t—ft*?dt=t
1

e? In(Inx) . .
f po dx = [t * Int — t)]? = deshacemos cambio de variable
e
[x(Inx) —x)]?=2(In2)+2)—(x(n 1) +1)=2In2+2-0—-1=2In2+1
¢ In(inx)
f dx=2In2+1
. x

Ejercicio
Calcular una aproximacion por exceso y otra por defecto deln 2 utilizando una participacion

2dx
de 5 subintervalos para calcular ¥;
1

Solucién
2dx

f —=[Inx)]? =1n2;
, X

1
f(x)=;

Longitud del intervalo 2 — 1 = 1;

1
5 intervalos ancho de intervalo = = 0,2

5

Los puntos de la particiéon 1,1.2,1.4,1.6,1.8,2;

Aproximacion por exceso f(x) = % \ 1

Fla)=—
f=1=1 __‘__"_s_: ™) Ll
1 3 |
f(1,2) = 17 = 083333
— 1 -

f4) = 37= 07143 40,60,8 | 1/21,41,618 1 2,22,4

(1,6) = LI 0,625
f(1,6) = 6=

(1,8) = L _ 05555
f ’ - 1,8 - Y

Area de los rectangulos
A=02%1+0,2%08333+0,2%0,7143 + 0,2 x 0,625 + 0,2 * 0,5555 = 0,2 * 3,728185 = 0,745637
Area total = 0,745637
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Aproximacion por defecto f(x) =% \ : J'_ I
1
1 \ ﬂTJ = _
—_—— x
£(1,2) 15 = 083333 |
(1,4) = L 07143
fa4) = 1,4 o=
(1,6) = L o625 |
JAe)=15=0 ,40,60,8 121‘41.6181 2|2
|
1
f£(1,8) = 75 = 05555
@)= L_os
f@)=5=0

Area de los rectangulos
A=0,2%0,83333+0,2+%0,7143 + 0,2 0,625 + 0,2 % 0,5555+ 0,2 * 0,5 = 0,2 * 3,22818 = 0,645636
Area total = 0,645636

2

dx
0,645636 <J —= [Inx)]? =1In2 < 0,745637
1

Ejercicio
Sabiendo que V2= 1,1487 ,puedes enconrar otra aproximacion deln 2, haciendo

una participacion en 5 subintervalos,

1

para calcularf 2% dx.
0

Solucion

Longitud del intervalo 1 —0 = 1;

1
5 intervalos ancho de intervalo = T =0,2

Los puntos de la particién l’_‘é‘iE
5'5°5’5'5
f=2%
1 1 2 2 3 :
f(g) = 25 = 1,1487; f<§> =25 = 1,3195; f<§> =25 =1,51572; f<5> =25 = 1,741101
5 5
r(g)=7-2

Area de los rectangulos
Area = 0,2(1,1487 + 1,3195 4+ 1,51572 + 1,741101 4+ 2) = 0,2 * 7,725021 = 1,545
Area total = 1,545

X

1
a
f 2* dx = segun la integral primitiva fax =—+C=>
0 Ina

! 2x g2t o2t 11
fo 2% dx = Vi [m) =02 Iz -2 dado que el area calculada = 1,545 =>

1
In2 = 1545 0,647249 por defecto
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Area bajo una curva

Consiste en hallar el area delimitada por la curva, el eje Xy dos lineas perpendiculares al eje X
que definen un intervalo

Para hallar el drea se divide esta en rectangulos infinitesimamente pequefios y se suman sus areas

Ejercicio
Obten el area del trapecio limitado porlarectay = 2x + 1,el eje X y las verticalesx = 0y x = 4

Comprueba el resultado calculando el area geometricamnete

Solucién

4 B 1, 4 o . 260 y-= 2%+
L(2x+1)dx—[2*§x +x]0—[x +x]¢ //
X2 +x]4=(4%2+4)—(0%2+0) =20u? 10 ,/
Area del Trapecio: //
Semisuma de las bases por la altura dividido por dos S
Punto donde corta x = 0 a larecta /ﬂ/‘( =0 ; 1 zlx = 4(- ;
=> (0,1) Area de la base menor = 1; 10

Punto donde corta x = 4 alarecta
=> (4,9) Area de la base mayor = 9;

Altura del trapecio = 4;

B+b 9+1
Area = *h = * 4 = 20u?
2 2
Ejercicio
Calcula el area limitada porla curvay = x3 + 1, ‘ l ‘ ‘
elejeXy lasrectasx =0y x = 1: 3
., y+x®+H1
Solucién z
1 1 o 1
f (x3+1)dx=[—x4+x] =<—14+1>—(—04+0) 5
o 4 0 4 4
-2 i ) s
=
0 1 / x=10 =
i |
Area=f 3+ 1)dx = Z+1=1.25u2 I =
0
' =
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3 Integral Indefinida “Area bajo una curva”

o

flxi= xt+6x%+5

a 6
Si f(x) = 0=> Area = f x* + 6x> + 5)dx I\
h L1\

_ x==—41 xT1 . _o
2 1

e [+ e [ e 5 -
-1 -1

7. Ejercicio
Sea f continua en [—1,4] y g(x) = f(x) + 2;

4

4
Si J_lf(x)dx = 5. Calcula J_lg(t)dt.

Solucién

g(x) = f(x) + 2;

4 4 4 4
f gt)dt = f (f(t) + 2)dt = f f(Hdt + f 2dt=5+[2x]*, =5+8—2(—-1) = 15;
-1 -1 -1 -1

8. Ejercicio

ot 4 (2 g8 3 11
si [ feodr=3, [ fwax=g.y [ reoar =3
0 3 1 3 0 3

2 3 3
Hallar a) J f(x)dx ; b) f fx)dx ;c) j f(x)dx
0 1 2

Solucién
2 % 2 4 8 12
a) J f(x)dx =f f)dx + j fx)dx =§+§=?=4;
0 0 1
3 3 1 1 4 7
b) | fGdx = dx — dx =———==
)L(@x Lﬂ@x Lﬂﬂx --3=3

3 3 1 2 11 4 8 1
C)-Lf(X)dX = Jof(x)dx —Lf(x)dx —jlf(x)dx=?—§—§=—§

9. Ejercicio
1

Sin calcular las integrales, justifica cual de ellas es mayor A = f x? sen’dx B = f x sen’dx
0 0

1
Solucién
En el intervalo [0,1]se cumple x% sen? < x sen? dado que x? < x;

Si tomamos cualquier numero entre 0y 1 ejemplo 0,2 => 0,22 < 0,2

1 1

Dado que el intervalo es el mismo en la dos expresiones => j x2 sen?dx < j x sen?dx
0 0
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10. Ejercicio

Contesta razonadamente si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones

b c c
d dx = d
a)Jaf(x) x +-Lf(x) x Jaf(x) x
b b b
b [ fwgedx = [ fedxs [ g dx
b
) Sijf(x)dx = 0 entoncesa = b;
b
d) Sif f(x)dx = 0yf(x) > 0 paratodo x entonces a = b;

b b b
e) Sif (f () + g(x)dx =f fx) dx+f g(x) dx

Solucién
b @ @

a)f flodx + f flx)dx = f f(x) dx;es verdadero si f(x) > 0 en el intervalo [a, c]
a b a

Si f(x) < 0 e el intervalo [b, c] seria —

b b b
0 [ rwgear = [ fears [ g dx Faisa

En general la integral de un producto no es igual al producto de las integrales

! ! ¢ 1 0 1
Jox*xdx =J0x2dx =[?L=§_§=§;
1 ' 1
J()dez[7]0=§

1 1 1 1 1
fx*xdx ¢fxdx fxdx Pues—#+ —
0 0 0 3 4

b
©) Si f f(x)dx = 0entoncesa = b;
a

Esta afirmacion no se cumple siempre es falsa

‘F e S
e ) I A A '

@
x=-1 x=1

b b b
e) Si f (f () + glx)dx = f f(x) dx + f g(x) dx Esta afirmacion es verdadera

a
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4

4.1

4.2

Teorema del valor medio del calculo

Teorema del valor medio del calculo diferencial

El teorema del valor medio para el calculo diferencial nos dice que si una funcion f(x) es continua en

f(b) — fi
[a,b] y derivable en (a,b) existe un punto medio C donde f'(C) = %
f'(C) es la tangente a la curva en el punto C
f(b) — f(a) ; del
y ﬁes a tangente de la recta que pasa \ F(x) = (xH2)2 H1 //
por Ay B \ _4_9“______
; \ f(b) B
Ejemplo: 55
Calcular el punto medio en el intervalo [1,4] \
fO)=x+2)*+1; \ 20 /
f’(x) = 2(x + 2) Para hallar el punto C \ £(2)
f(b) —f(a) 37-10 27 N\ /L
’ — — —_— — I
FO === i-1 3 N7/, 1
-/ = 15
27 15 ; £ ; s
=>2(C+2)=—;C=—; o -B 6 il 2 € e €
3 6
C_(15 765) pendiente 2 y" x=a x=b
=g 3¢ ¥ Pendiente
Recta t teal ; to C (15 765). _ 324 45
ecta tangente a la curva en el punto 6 36) Y= 36" 36

Teorema del valor medio del calculo integral

El teorema del valor medio para el calculo integral nos dice que si una funcion f(x) es continua en
b
[a, b] existe un punto C en el intervalo [a,b] donde j (f(x)dx = f(C)(b—a)
a
f(C) = es el valor medio de f en el intervalo [a, b]
Ejemplo:
Calcular el punto medio en el intervalo [1,4] f(x) = (x+2)? + 1;
4
f ((x+ 2)% + 1)dx = f(C)( 4 — 1) = 3f(C) =>
1
4 4 4 4 4
J ((x+2)?+ 1dx = J (x+2)%dx +J 1dx = j ((x+2)%dx +j 1dx
1 1 1 1 1
4
f ldx = [x]¥=4—-1=3;
1
3

4 4 4 4 X34 Xz4 64 1
J((x+2)2dx=Jx2dx+J 4xdx+f 4dx = [?] +[47 +[4x‘1‘:(——§)+(2*16—1)+(16—4)
1 1 1 1 1 1

4 63 15
f (x+2)%dx=—+—+12+3
. 32

4 63 63 93 36
J (x+2)+Ddx= —+31+124+3=—+—+—+
. 3 3 3 3
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f&@+zy+1mx=3m3=>¥?=3«¢
1

201
f(C) = T = 14,5 45 ’ !
4 f[.u{tx-:—ZI‘+
El teorema del valor medio del calculo integral :.aiﬁﬂ' [ '/
nos dice que el area encerrada por la curva | 30 f
yelejeXen | 25 ) /
. . . ‘ ficy L - ! =
el intervalo [1,4] es igual al area determinada | 20 ; {
por el rectangulo de base (A, B)y altura F(c) | : F.Al
Ara encerrada por la curva el eje X y (1,4) \ ! 10f(a) |
i
@ 201 | |
= f ((x+2)2+1)dx= T; > I | |
1 0 : .
Area del rectangulo: Baase =4—1=3; ' 2 = a ?c .ﬁr i
= — 10
Altura 5 10
01 201
Area del rectangulo = ) *3 = =
11. Ejercicio
Halla el valor medio de las funciones
Solucién:
, _
(f()dx = f(CO)(b — a); B
) ——
b 1
j (f(x)dx = al area sombreada 6
a -4 1 3
del triangulo = ot =2 ’
area del triangulo = —— =3 .
area delrectangulo =5%1 =5
A total = !
rea total = -
b 15 3 1
f (fdx =f(O)(b —a) => —=f(OOE -0} f(e) =5:fl0) =¢
a
1 3
—area del circuloder = 2 »
4
b 21 N
(f(x)dx = area sombreada area del triangulo — > N
a o
1x1 D i,
larea del triangulo = > L i
Jbﬂ)d-—lzz Tto=m—a; ’
| (fodx=gm 2=y
1 2mr—1

=f(OG-0);f() =

b p—
L (f(x)dx = f(C)(b —a) =>m — : L
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f;(f(x)dx = area sombreada;

1 31! 421"
f (x% —4x+3)dx = [—] - [— +
0 3 0 2 0

+3

(48]
.‘.;u—
=
E
7
I
oM |
[
|
.
b

1 4
3x]f==—=+3
[3x]5 372

3 %]

fi 2 gy e 212 +18 8
0(x X+ 3)dx = A =2

L5 &}

fl(x2 —4x+ 3)dx = f(C)(1 — 0) =>
0

8
f(C) =g:

12. Ejercicio

1+tg’t £y
tgt

1
Calcula a) f t ;b) f x(x? — 1)dx
-1

Solucidn:
T Vs
31+tg t 31 3
)f =f —dt+f tg tdt
tgt gt i

T T Vs
E 1 3 1 3 cost = 31
f —dt = f —dt = f dt hacemos cambio de variable { sent=u f —du=Inu+C
L n sent T t T u

tgt T sen costdt =du Jr
4 cost 4
T L V3 V2
[Inu ]2 = deshacemos cambio de variable [Insent]3 = In (sen ) In (sen —) =1 -5 = lnT;
% %

T T T
3 3sent . X cost=1u _ 3du _
fz tgtdt= fz mdthacemos cambio de variable {—sen tdt = du = —J;[ - =
2 2 2
z ) 3 s s /s /s
—[Inu]; Deshacemos cambio = — [Incos t]; = —(In(cos 5) — (In(cos Z)) = In cosy — In cosz
2 4

T

3 T T V2 1
fz tg tdt—lncosz—lncos§— lnT—lnE—ln\/_—Ean

4

[u=N

J%—Ht‘qztd In> + 12 1(3 2) e
=—ln=—+— =— — % =—
T 2027 2" n 23

b) J-11X(x2_1)dx=f11x3dx— fllxdx = [%4]1 —[%2]1 =(%—%)—(%—%)=0
- - -1 -1
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5 Funcion Integral: Teorema fundamental del Calculo

El teorema fundamental del cilculo, establece la relaccion inversa ente la derivacion y
la integracion.

Si una funcion f(x) es continua en [a,b] y F esta definida en [a, b] por
X
F(x) = f (f(t)dt ; entonces F es derivable en [a,b] y F" = f(x)
a

u(x)
G(x) = F(©)dt entonces G'(x) = f(u(x) * u’(x)

a

13. Ejercicio
X a
Calcular las derivadas de las funciones a) f(x) = f tg tdt ;b)g(x) = f ax* e%da
0 x
Solucién:

X

a) f(x) = j tg t dt segun el teorema fundamental f'(x) = tagt
0

sent . . cost =u;
ftg tdt = fm dt hacemos cambio de variable {—sen tdt = du;
sent —du ]
f cost dt = f u - Inu deshacemos cambio = —In (cost) + C

fx) = J-xtg tdt = [—In(cost) ]& = —(In(cosx) — (In(cos 0) = —In(cosx) + 0 = — In(cos x)
0

@) = -1 5 le f(x) = CE
f(x) = —In(cos x) ; Se cumple f'(x) = osx - gx
a X
b)g(x) = j a* e%da = —j a * e%da segun el teorema fundamental g'(x) = —xe*
a

X

a=u; da=du

aqg. 1 .
a * e%*da = hacemos integracion por partes {
f 9 porp e?*da =dv;v=e?

fa* eada=a*ea—fe“daza*e“—fe“daz axe®—e®=¢e% a—1)
X

g(X)=—f a * eadaz—[a*ea—ea]gz_((x*ex_eX)_(a*ea_eg_))z
a

gx) =—x*e*+e*+axret—e* =axet— xxe¥

Se cumple g'(x) = — x x e*;

14. Ejercicio

3 x24x

X
Calcular las derivadas de las funciones a) f(x) = f sen2tdt ;b)gx) = f e t'dt
—x2 3x-2
Solucidn:
X3
a) f(x) = f sen 2t dt;
—XZ
fsen 2t dt = hacemos cambio de variable { 2t=1u; =>
2dt = du

du 1 1 1
fsen 2tdt = fsen uT =5 (cosu) = —Ecosu Deshacemos cambio = —Ecos 2t
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3 x3

x 1 1 1 1 1
f(x) = f sen 2t dt = — [—cos Zt] = —=cos2x3 +=cos2 (—x?) = —=cos 2x3 + =cos (—2x2);
_x2 —x?

2 2 2 2

1 1
f(x) = —E(—6x2 sen 2x3) + E(—4x(—sen(—2x2) = 3x% sen 2x3 + 2x sen (—2x?)

f'(x) = 3x%sen 2x3 + 2x sen (—2x?)

x2+x
b) g(x) = f e tdt; segun el teorema fundamental
3x-2

si F(t)es una primitiva de f(t) entonce F'(t) = f(t)

sutituimos e~ = f(t) => F'(t) = e~*’;

x2+x

g(x) = fs . e tdt = [F(t) 1515 = F(x2 + x) — F(3x — 2)

g(x) = F(x? + x) — F(3x — 2) Derivando los dos terminos
g(x) = Q2x + DF ((x? +x) —3F( (3x = 2)) = 2x + 1) e"@*+0)° _ 3¢-(x-2)*

15. Ejercicio
x

Dada la funcién g(x) = f et dt ¢ Tiene g(x)puntos de inflexion? razona la respuesta
0

Solucion

X
gx) = f et dt= Segun el teorema fundamental del calculo (ver ejercio anterior b)
0

X

e =f(t) =F () => f e dt =F(t); g(x) = f et = [F() 1§
0 0

= F(x) — F(0); derivamos
g =1F@x—-0F(0)= Fx)=e*;g(x)=e™*;

X

g9 '(x)= —2x*e* parax =0

Estudiamos g”’(x) = 0 por la derecha e izquierda

{si x < 0 izquierda g”(x) > 0 es concava

Six > 0 derechag”(x) < 0 es convexa al cambiar de signo hay un punto de inflexion

16. Ejercicio
X
Calcula la derivada de la siguiente funcion f(x) = f cost? dt
0

Solucién

X
f(x) = f cost? dt = Segun el teorema fundamental del calculo (ver ejercio anterior b)
0

X X

cost? dt = F(t); f(x) =f cost? dt = [F(t) ]%

cost? = g(t) = F'(t) => f
0

0
= F(x) — F(0); derivamos
f(x)=1F(x)—0F(0) = F'(x)=cost?;f(x) = cost?;
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17. Ejercicio
xZ

SeaF(x) = f Int dt conx > 1.a) Calcular F'(x) y b); Es una funcion constante ; justifica la respuesta
1

Solucién

a) Calcular F'(x)

1
fln tdt = fln t1dt = utilizamos integracion por partes u=lnt;du= fdt

dv=1dt; v=t

1
flntdt= =tlnt—ft*?dt=tlnt—t;
2

X

F(x) =f Int dt = [tlnt—t;)]F = (x?Inx2 —x%) — (1In1—1) =x2Inx? —x?) + 1
1

F(x) =x?Inx?—x?+1

B 2x

F'(x)= 2xlnx2+ﬁx2—2x= 2xInx? 4+ 2x —2x = 2xInx? =4xInx

F'(e) =4elne = 4e

b); Es una funcion constante ; justifica la respuesta
F(x) =x?Inx?>—x2+1;
Una funcion es constante si su derivada es igual a 0 para todos los valores de su dominio

F’(x) = 4xInx; parax > 1 laderivadano es 0 No es constante

18. Ejercicio

Ysent

dt definida para x = 1 Halla los valores de x que alcanzan sus

SeaF(x) = f

1
maximos y minimos relativos

Solucién

Segun el teorema fundamental del calculo

sent
t

=f@t)=>Fkx)= fxf(t)dt; f'(x) es una primitiva = F(t);
1

F'(x) =[f@®) ¥ = f(x) — f(1); derivamos

3 i 3 3 senx
F)=1f0)—-0f(0) = F(x)=——;
*sent 5 sen x
F(x) =f —dt; F'(x) = ;
.t x
sen x
Para hallar los maximos y minimos relativos hacemosF’(x) = ek 0;

Habra maximos o minimos en senx = 0;x = 0y x = km
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19. Ejercicio

X
Dada la funcion Sea F(x) = f (t2 — De~t°dt
0

a) Calcula F” (x) .Estudia el crecimiento de F(x) y halla los puntos de sus maximos y minimos relativos
b) Calcula F”(x) Estudia la concavidad y con vexidad de f(x) y halla puntos de inflexion
Solucién

a) Calcula F’ (x) .Estudia el crecimiento de F(x) y halla los puntos de sus maximos y minimos relativos
F(x) = fx(t2 — e tde ; Aplicamos el teorema fundamental del calculo
0
Definimos f(x) = (t2 — De™t* => F'(x) = f(x);
F&)=f?@ﬂt=>?@)=@2—ﬂfﬂ;
0

studiamos los puntos en que F'(x) = 0; (x© —1)e™ =0;senacel0enx ==+
Estudi 1 F'(x) = 0; (x> — 1)e™*) = 0; se hace 0 +1

(-o0-1)
parax = —2 -1 0 1 (1,0)
Parax =0 Parax =2
+ 0 - 0 +
creciente maximo decreciente minimo creciente
Hayunmaximoenx = —1 yunminmoenx =1

b) Calcula F”(x) Estudia la concavidad y con vexidad de f(x) y halla puntos de inflexién
F(x)=@2—1e™ => F'(x) =2xe™ + (—2xe ¥ (x2 — 1) = 2x e~ — 2x3 e~ + 2xe™™"
F'(x) = 4xe ™ —2x3 e = 2x ™" (2 — x?)

Estudiamos los puntos en que F”“(x) = 0; 2x e (2—x2)=0;se hace Oenx = 0; x = +V2

Hallamos los valores que toma la segunda derivada de F y vemos la forma de la funcién F(X)

(-0 =V2) | V2 (—V2,0) 0 ©0.+/2) V2) (V2,)
Para x= -3 para x=-1 parax=1 Para x= 3
+ 0 - 0 + -

Céncava hacia | Puntode  (Céncava hacia Punto de Coéncava 0 Céncava
arriba inflexion abajo inflexion ha(_:ia Punto de hacia abajo
arriba inflexion

20. Ejercicio

eX—x-1
Dada la funcion F(x) = f e’ dt Hallalos puntos en que se anula F*
1

Solucién

u(x)
El teorema fundamental del calculo establece que si G(x) = f f(t)dt entonces G'(x) = f(u(x) * u'(x)

a

iux) =e*—x—Lu(x) = e* —x

Definimos f(x) = e~
Aplicamos el teorema G'(x) = f(u(x) * u’(x);
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eX—x-1
R = ede=> F) = e @0 er — 1,
1

Hallamos los puntos en que se anula F" = e‘(ex‘x‘l)z(e" —1)=0;Seanulaene* =1;x = 0;

21. Ejercicio

2x

Dada la funcion F(x) =f et dt Calcular F’(0)
0

Solucion
2x )
F(x) = f et’dt
0

Definimos f(x) = et’ => F’(x) = f(x); Aplicamos el teorema fundamental del calculo

u(x)
Gx) = f(®)dt entonces G'(x) = f(u(x) * u’(x)

a
Definimos f(x) = e u(x) = 2x;u’'(x) = 2
F(x) = @0 « 2 = 24"

Calculamos F'(0) = 2e4©° x 2; F'(0) = 2¢° = 2;

22. Ejercicio

X
Halla el punto del intervalo [0,2] en que la funcion F(x) = f dt alcanza su minimo

o 1+1t2
Solucién

Demostracion del teorema fundamental del calculo
fﬂdt: def‘ f;df

1+t2 1+t2 1+t2
det = 1ln(1 + t?)

1+t2 2

1
fmdt = arctg t

J-xt—ldt_ fx t dt+fx t dt—[ll o ]x | t(t)]x—ll 1452 .
o 1+t27 ), 1+¢2 o 1+¢t2 —2n( )0 arctg o—zn( x%) —arctg x

X 1 _x—l
14+x2 1+x2 1+x2

F()—fxt_ldt—ll (1+x2) tg x; F'(x) =
X_01+t2 —Zn X arch, X) =

Para que haya un maximo o minimo F'(x) = 0; 5 = 0; habra un maximo o minimoenx = 1

1+x

(-0,1) (1,)
parax =0 1 parax =2
Parax =1
- 0 +
decreciente creciente

15(33)
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23. Ejercicio

a) Halla los extremos relativos y absolutos de la funcion en el intervalo [—7,1] f(x) = x3 + 6x2 + 49

B
b) sea B el punto en el que la funcion alcanza su maximo absoluto . Calcular f f(x)dx
-7

Solucién o

f(x) = x3 + 6x2 + 49;f(x) = 3x% + 12x f(x) —i[x- - sz + |‘-l9 /
habra maximo o minimo en f'(x) = 0; |29'\

f(x) =3x%2+12x = 0;

3x(x + 4) = 0; Maximo o minimo en /.—-ﬁ-.._f_?.:}_ ’/
x=0yx= —4; = —d |x'$

Para ver si es maximo o minimo damos _%7 B -5-43-p _I | 2 4
valores proximosax=0yx = —4 / - 100 |
Maximo x = —4 y minimo x = 0;

B
b) sea B el punto en el que la funcion alcanza su maximo absoluto . Calcular f f(x)dx
-7
B -4 x* 6x3 -4
B=(—4,81) => f f(x)dx ; sustituimos f (x3 + 6x2 + 49)dx = [T Tt 49x] =
-7 -7 -7

- —4)3 _ —_7\3
<( 4)4+6( 4 +49(—4))—<( 7)4+6( 7 +49(—7))=@

4 3 4 3 4

24. Ejercicio

X
a) Si f es una funcion continua, obten F’(x) siendo F(x) = f (F@) +t3 +tH)dt
0

1
b) Sif(1) = 1y ademas f (f(t) dt = 1; halla la recta tangente a la grafica en F(x) en el pinto (1,F(1))
0
Solucién
X X X X
F(x) =f (f() +t3 +t2)dt =f f(@) dt+f t? dt+f t3dt
0 0 0 0

Aplicando el teorema fundamental del calculo

Fx)=f(x) +x%+x3
1
b) Sif(1) = 1y ademas f (f (t) dt = 1; halla la recta tangente a la grafica en F(x) en el punto (1, F(1))
0

La ecuacion de la recta tangente en (1,F(1) serd; y — F(1) = F(x)(x — 1)
y=F®E-D+FQ1)

F(x) = fx(f(t) + t3 + t?)dt para hallar F(1) =>
0

1

F(1)=fl(f(t)+t3+t2)dt=ff(t)dt+f1t2dt+flt3dt=f11dt+f1t2dt+f t3dt =
0 0 0 0 0 0 0

t+t3+t41_1+1+1_12+4+3_19_F(l)_19
3 4 T3 4 12 12 T 12
FR=f@+x2+x3enx=1=>FX =1+1+1=3;
19 17
La recta tangentey = F'(x)(x — 1) + F(1) sera y=3(x—1)+ﬁ; y=3x—ﬁ

16(33)



25. Ejercicio
X
Sea la funcion F(x) = j V5 +et* dt y g(x) = x? Calcular la derivada (F(g(x))’
1
Solucién

X
F(x) = J V5 + et? dt Aplicando el teorema fundamental del calculo; f(t) = v/ 5 + e** =>
1

F(x) = V5 +e*;

(F(g(x)) = F(g() *g’(x) = |5+ x2x = [5+ e x 2x
(F(g(x)) = 2x/5+e*

6 Areaderecintos

Consiste en hallar el area comprendida entre curvas y rectas con unos limites especificos

26. Ejercicio

x
Calcula el area de la region limitada por la curvay = T2 elejeXylasrectasx =1yx = 2;

Solucion

x 02 |

LV ] X

Yo 142 o Y= 1ixa?
i 2y 1 2 ’
A = ——dx = |=In(1 2 ]
p 1 1 0.2
Area = E(ln(l +2%) — E(ln( 1+1%) = Gz
. 1 1 5 x=1 1 ) X = 2
Area=5(ln(5)—z(ln(2) =In 5 o2
Area = 0,458145 u? 0,4

27. Ejercicio

Calcula el area de la region limitada por el eje horizontal y la graficay = x? — 2x — 3;

Solucion
y = x? — 2x — 3 la grafica es una parabola que \\ 2J=12_2x_3 /’
cortaalejexeny = 0;x2—2x—3=0. 1

2+vV4+12 4
x=f;x=—1yx=3 D . ! 3 4
i 3 x3  2x? 3 ‘ /
Area=—j x2—2x—3dx=|=——-—-3x

-1 3 2
-1

roa = (27 5>_ (32)_32 3
rea= 3 3)° 3)°3 4
i 32, =
rea = —-u
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28. Ejercicio

3
Calcula el area de la region encerrada entre la graficas f(x) = x — x? y g(x) = x? — 3

Solucién

Hallamos los puntos de corte de

fx)=x—x2yglx) = 2—% \

_—
| T
HM

i
S~

x—x2=x2—§;2x2—x—5=0;

4x2 -2x—3=0

g(x) =

g g Y*T 78 3 2

2 ++4 + 48 2 ++/52 2—+/52
X = M = y

2++/52
. 8
Area = fz—ﬁ (f(x) — g(x))dx:
8

2+/52
J ° ((X —-x2) — (xz - i)) dx:
2—;3/5 2 f = 1
2+/52 -@:1,183

J ] ( 22_1_3)(1__x2 2x3+3x
g T T )T T T T g s
8

8 =-0,651

_ {(1,183)? 2(L183)3+_3(L183 (—0,651)2 20—&651)3+_30—Q651
- 2 3 2 2 3 2

) =1,2736 +1,1339

Area = 2,4075 u?

29. Ejercicio

Calcular el area limitada por las funcionesy = x + 5;

w

y=2y=-1Ly=+Vx

Solucién 2
Calculamos el area por partes 1 |
=x+5
A+B N=x
area amarilla = Area del trapecio = A + > h o
1 8 of 4 2 2 4 3

A 6+3 ; 27 5

= —% = — = o

rea > > U iy N

3]

area verde positiva : [0,4]y = 2; y = ++/x = >

w

4
Area = J; (y=2)—(y=++Vx))dx

3 3
Area = 4(2—\/§)dx= 2)(—)%2 = 2X—¥ —(8——4-%>—(0—0)=
) 21, 0
Area:ﬁ—g—ﬁu2
3 3 3
area verde negativa : [0,1]y = /x;y = —1;
3 1 3 1
! ! x2 2x2
Area=—J; ((y= \/J?)—(y=—1))dx:=—J;(ﬁ%—l)dx::— ?—(x) =-|5—x
2 0 0

18(33)



N w

2x*1
Area = —

A TTl—27+ +1—33 2
rea oa—2 3 3—2u

30. Ejercicio

ax?>+b silx] <2
Se considera la funcion f(x) = 1 Se pide:
72 St |x| =2

a) Calcula a y b para que la funcion sea continua y derivable en R
b) Para los valores de a y b obtenidos calcula el area acotada por la funcion el eje Xy
lasrectasx=1yx =3

Solucién

Condiciones de continuidad:

ax?+b six| <2
f(x) = 1 Kl > 2 los puntos donde f(x) puede perder la contiuidad esel x =2y x = =2
— si|x
x? -

Para ver si hay continuidad calculamos limites por la derecha e izquierdadex =2y x = —2
lirr% (ax?+b)=4a+b
n->—2—
estudio parax = —2 => 1 1

G2 =g
Para que sea derivable en x = —2 los limites tienen que coincideir 4a + b = 7

lirg (ax?+b)=4a+b
n-—2-—
estudio parax = 2 =>

o (2 =g
Para que sea derivable en x = 2 los limites tienen que coincidir 4a + b = 7

1
Como las dos ecuaciones son iguales tendra infiitas soluciones siempre que se cumpla 4a+b = 7

Condiciones de derivabilidad:
Para que una funcion sea derivable en un punto las derivadas laterales han de ser iguales

f'(—27) = 2a(-2) = —4a;

estudio parax = —2; f'(-2) = F(—2+) = — 2 2

27" -8

2 1
8 4

) 1 1 o 1 1 1
Para que sea derivable — 4a = Z,a =1 sustituimosen4a+b = 7 => b= i 4 x (_E)'
b—z'b—l'L funci derivabl =-2 _ 2 b—1
=qib=5; a funcion es derivable en x = paraa = 16y =3

f'(27) = 2a(2) = 4a;
estudio parax = 2; f'(2) = 2 2 1

FeY=-zF="5""2
) 1 .1 ) ) 1 1
Para que sea derivable 4a = — 7 a=- 16 La funcion es derivable en x = 2 paraa = T y b= 7
1 1
La funcion es continua y derivable paraa = — 16 yb = 5

19(33)



b) Para los valores de a y b obtenidos calcula el area acotada por la funcion el eje Xy

lasrectasx=1yx =3

| 1., 1

1 1 =T - -
——x*+-sifxl <2 \x) iué +2 e L
— 16 2
feo = 1 ~ 66 -
1 - 1 l[}:_ﬂf
f(x):—;x +3 si x| < 2; £(x) =|— si [x] > 2
1 20,2
f(x) = = si x| = 2;
X Fat
2,01 1 1x2 1 -p a1 ] )
2y g = |22 y
fl ( 16" +2>dx [ 16 3 +2(")]1 8.2 |

123+1(2) 113+1(1) 5 22 17
163 2 163 2 T 6 48 48

Area total = 7120
48 6 48
31. Ejercicio
Calcular el area limitada por las parabolas funcionesy = x? ;y = —2x? + 3;
Solucién
Comprobamos puntos de corte x2 = —2x2 + 3; )
3x2=3;x2=1;x = +1 \ . /

¥
1 1 )
J ((—=2x2 +3) —x?)dx =j (=2x% + 3 —x%)dx Yy
-1 -1

1 «3 1
A= j (—3x%*+3)dx = [—3? + 3x] =[-x3+3x]%, x=-1 | xq41

=(-13+3%1) = (—(~D))P +3+ (1)) =2+2=4
A= 4u?

32. Ejercicio
Calcular el area limitada por la grafica de la funcién f(x) = In x ; el eje X y la recta tangente
a dicha curva en el punto x = e;
Solucién

El punto de tangencia a la curva sera x = e;

[ur

X
y=Ine=1; (e 1) Y~ /{;1)

1 1
La tangente ala cuva serd f'(x) = o f(x)=Inx
1 £
la tangente en el punto e => f'(x) = S 2 L L t
La recta tangente (y — 1) = (x — e)~; y = > /
a recta tangente (y =@x-eo; y=1 / .

Area se puede calcular = Area del triangulo de base(e — 0) — area de la funcion entre (1 — 3);
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33.

34.

bxa (e—0)*x1 e

2 2 24

Area limitada por la curvay =1Inx ;eje X yrectas:y=1,y=e

2

Area del triangulo =

Area=J-e(lnx)dx=[(lnx*x—x)]f=(lne*e—e)—(lnl*l—l)=(1*e—e)—(0*1+1)=+1
1

e e
Area pedida = o ) = (E — 1u?

Ejercicio
Dada la funciony = ﬁ Calcular el area limitada por la curva el eje X y las rectas
perpendiculares al eje X que pasan por los puntos
maximos y minimos de la funcion

Solucién

Para hallar maximos y minimos hallamos la derivada

eigualmosa 0 =>

. 13 +2)—2xxx 2 —x2

w+22 vV

2—x2=0;x = ++2;maximo y minimo

Dado que la funcion es simetrica bastaria con calcular

una de las partes.

vZoox 1
= —_— = — 2 V2
Area de una parte -L Z 12 dx > [(nx® + 2)]y

1 2 1 1
— _ 2 [R— L = —
_2<Qmﬁ'+2) (In0 +D> sIn2+2-2=>5n2

1
Area total = 2 *EIHZ =1n2 u?

Ejercicio
Hallar el area del recinto limitado por la grafica de la funcién f(x) = x® — 2x? + x yla
recta tangente a dicha grafica por el maximo relativo.

Representa la grafica, puntos de corte, maximos y minimos relativos ...

Soluciéon
Representa la grafica, puntos de corte, maximos y minimos relativos X f(x)
a) Puntos de corte de la funcion con los ejes 01 0,081
2 +VF—a 0,2 0,128
f(X)=x3-2x24+x=0; x(x2—2x+1)=0; x = 2 ;x=1; 0,333333 | 0,148
Puntos de corte conel ejex:x = 0y x = 1; corta al eje Y (0,0) y (1,0) 0% 0144
f(x) = x3 —2x% + 0 0 corta a los €j (0,0) % 0,125
X) = x> — 2x? + x;parax = 0;y = 0 cortaalos ejey en (0,
P Y ey 0,7 0,063
b) Maximos y minimos
f'(x) = 3x? — 4x + 1 = m; pendiente de la tangente a la curva 07 i
4+V16— 12 1 1 0
() = 22 — —0:-f(x) = v = —— - ==
f(x) =3x*—4x+1=0;f(x) =x = A ,x-lyx-3 4 0,011
1 4
En estos puntos (1,0) y (§'ﬁ) habra un maximo o minimo 1,2 0,048
1,3 0,117

1 4
(1,0) habra un minimo y en (§'ﬁ) habra un maximo
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1 4
c) Tangente en el punto maximo (§’ﬁ) y pendiente

1 1 1
r(3)=3G2-4@+1=0 05 '
3 3 3 & 5
4 1 4 fix)=x%—{2x? +x
——=O(x——>: =—= 6:4
Y27 3)'Y =27 s © (14) 4%
. “'=F 9'2 a.; (;r
d) puntos de corte de la tangente y = 277 la funcion /
f(x) =x3 —2x2 +x; A
-1 |
0
4 4 =
03 _ 992 4y 43 92 _X _ 0.
27 Xx° —2x* +x; x° —2x +x127 0; v
sabemos que una solucion es x = 3
5 25 16
Dividi (X3—2x2+x—24—7)_ , 5 4_0_ _§i 99 1 _ 4
widimos x_l =X _§X+§_ ;X = 2 ,x—gyx—g
3
tos de corte de la funcion y la tangent (1 4) 2
puntos de corte dela funcion yla tangente | =, - y(3,27)
I d_§3 , L DN SN S O
Area—Lo(ﬁ)—(x —2x* +x) X—L (—x + 2x —X+ﬁ) X = _T+?_7+ﬁx1
3 3 3
A L
rea =_-u

35. Ejercicio
. . . . . e T[
a) Dibuja el recinto limitado por las curvas de ecuaciony = senx;y = cosx x =0y x = 3

b) Calcula el area del recinto determinado en el punto anterior
Solucién

Las ecuaciones y = senx ,y = cos x son funciones senoidales;
. . T[
Comprobamos donde se cruzan en el intervalo sen x = cos x ; son iguales en i 452

Damos valores a las funciones y las representamos

22(33)

Grados | senx | cosx 2
0 0 1
15 | 0,259 | 0,9659 7
30 0,5 | 0,866 y = sen s
45 0,707 | 0,7071 1
60 |0,866| 05 ™~
75 0,966 | 0,2588 =
90 1 | 6E-17 y =083
105 | 0,966 | -0,259 0
120 |0,866]| -05 -15 30 45 60 75 90 “¥Q5 120 135 150 165 180
135 | 0,707 | -0,707 2
150 0,5 |-0,866 x=I —lgge NU
165 | 0,259 | -0,966 1 3
180 |1E-16| -1




b) Calcula el area del recinto determinado en el punto anterior

T Y
[sen x — (—cosx)]} = [sen x + cosx]? =
n V2 V2
(senz+cosx) — (sen 0 + cos 0) =7+7— 1 =+v2-1=04142

m
= T ™
Area = ﬁj(sen x — (cosx))dx =[—cosx — (sen x]3 = [—cosx —senx]3 =
z 3 3
s s s T V2 W2
— —_— RN —_— —) = — — —_ | —-———] = — = 2
cos 3 sen 3 ( cos4 sen 4) 0,5—-10,866 ( 2 2 ) 1,366 + V2 = 0,048u

T
3

Area = L (sen x — (cos x ))dx = 0,048u?
7

Area total = 0,4142u? + 0,048u? = 0,4622 u?

36. Ejercicio
a) Representa las curvas de ecuacion y = x? — 3x + 3 ;y = x; calcula donde se cortan .
b) Halla el area imitada por dicha curvas
Solucién

Puntos de corte;igualamos => x?> —3x+3 =x; x> —4x+3 = 0;

x = ‘&ZA; x = 3y x = 1; puntos de corte (3,3) y (1,1)

x ) g(x) | | I

0,25 | 23125 | 0,25

0,5 1,75 0,5 y={x>-3x+3

075 | 12125 | 0,75 " yi==
1 1 1 -

1,25 | 0,8125 | 1,25

15 0,75 1,5 2

1,75 | 08125 | 1,75
2 1 2 1

2,25 | 1,3125 | 2,25

2,5 1,75 2,5 .

2,75 | 2,3125 | 2,75 ¥ |
3 3 3 - T 4
5 13 5 T

b) Halla el area imitada por dicha curvas

3

3 3 3 4x2 3
Area=f (x—(x2—3x+3))dx=f (—x2+4x—3)dx=[—?+7—3x] =
1 1 1

33+4*32 3x%3 13+4*12 3x%1 9+ 18 9+1 2+3 1+1
_— _ * _ _— _ * = — —_ —_—— = —_
3 2 ) 3 2 3 3

4
Area = = u?

3
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37. Ejercicio

1
Sea f: R — R la funcion f(x) = X2+\/EX+Z.

1
a) Dibuja el recinto limitado por la funcion f'y sus tangentes en los puntos x = S yx=-3
b) Prueba que el eje de ordenadas divide el recinto anterior en dos zonas de igual area
Solucién
1
enx=z=>m= 1++2
Pendiente de la tangente ala curvam = f'(x) = 2x+ V2 1
enx=—5=>m=—1+\/§
1 1 1.1 1+4v2 11+V2
S
Punto de tangencia en 2
_ 1 —(1)+ﬁ L, 1_1-v2 11-42
ETTT YR, Prz=—= 3
1 1++2 1
{ x=§=><y— 5 >=(1+\/§)(X-E);y:(1+ V2)x

tangentes 4

lx=—%=> (y—l_zﬁ>=(—1+ \/E)(X—(—%)>); y=(=1+ V2)x

x i) [T TR
1,2 | 0,01 -28| -05
-1 | -016| -24| -04
0,8 | -024| -19| -0,33
06 | -024| -14| -0,25
04 | -016] -1| -017
-0,2 | 0,007| -0,5| -0,08
0 025/ © 0
0,2 | 0573| 0,48| 0,083
0,4 | 0,976| 0,97| 0,166
0,6 | 1,459| 1,45| 0,249
0,8 | 2,021| 1,93| 0331
1 | 2,664| 2,41| 0,414

b) Prueba que el eje de ordenadas divide el recinto anterior en dos zonas de igual area

1 1
Area (0%) = foz((x2 +\/§x+%) — (1 +V2)x)dx =f02((x2 +\/§X+%—X—\/§X)dxz

1 1 1 1y?
f? . N 1 dx = x3 x? N 112 (2)3 (j) N
| x“—x 4) X = Rl

0 0
Area (0,—%) =f_%((xz+\/§x+%)—(—1+\/§)X)dx=f_%((x2+\/§x+%+x—\/fx)dx=

1 2

1
fo 2 i by 1 0 (—73+(—7) A ( 1) 111 1
— = |—— J— — = - = -7 —_—%|—-——=) = — —_— — =
_%(X X+ pdx 37272, 3 2 "4'\"2)7 2478 8 24"
2

A Ttl(ll)—z—lz
rea Tota 23) = = u
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38. Ejercicio
a) Hallar el area del triangulo formado por el eje X y las rectas tangente y normales a a la curva
y = e * enel punto de abscisas x = —1
b) Halla el area de la region limitada por la curvay = e ™* y el eje X para valores — 1 < x < 0.
Solucién
y = e * Hallamos la derivada = m (pendiente de la tangente a la curva)
y =—eX;menelpuntox = -1 =>m’ = —el;
Punto de tangencia enx = —1; y = el;(—1,e)
recta tangentey — e = —e (x — (—1));y = —ex

Punto donde corta larectay = —ex aleje X => 0 = —ex; (0,0)
. 1 x 1
recta normal a la funcionen (—1,e) => y—e = s (x—(D)y= " 4 (; +e)

x 1 x 1
Punto donde corta larectay = 2 aF (E aF e) aleje X =>0 = 5 4= (; 4= e)

x= —1— e? = —8,389; (—8,389,0)

‘A’

X Y Tag Nor i
-1,5 | 4,482 | 4,077 2,534 = i _1 =)
=1 2,718 | 2,718 | 2,718 __‘v'=;+ (;—'rE)

-0,5 11,649 | 1,359 2,902 ___,.LT L\

0 1 0 3,086 = W 1 ——
0,5 0,607 | -1,36 | 3,27 5 N ==
0,75 (0472 | -2,04 | 3,362 iﬂ‘".l-—B £ 4 x A 2 i P

1 0,368 | -2,72 | 3,454 L 1
125 0287 | -34 | 3546 Area de trazado |

' : - ’ =11
1.5 0,223 | -4,08 | 3,638 “ \ ¥=—ex
1,75 (0,174 | -4,76 | 3,73 3

2 0,135 | -5,44 | 3,822 .

B |

|(=1—e*) xe

> = 11,4019 u?

Area del triangulo =

b) Halla el area de la region limitada por la curvay = e * y el eje X paravalores—1 <x < 0.
0 11° 1 1
Area = J e X)dx = [—— = (—— - (- F)) =(-1+e)u?

X
—il el
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39.

40.

Ejercicio
. x? — 12 . .
Dada la funcion f(x) = 24 calcula el area acotada por la funcion f(x) y el eje X
Soluciéon
] ] x? =12
Comprobamos donde corta la funcion al eje X; 0 = T4 =>x=1V12;x = —2\/§yx = 2\/§,
Calculamos valores de la funcion entre (—4 y 4)
Como la grafica es simetriva
Calculamos el area de
o |
= X Y
desde(—2v3a 0) £ + x* ~12
T %244 -4 Diz
[0 (X2 l 3,5 | 0,015385
Area = — f_z\/g m dx -.-""-.. o P . !
o 5D J -3 | -0,23077
dividimos 1 25 | -0,56008
0 -16 - _
_f ( 1+ 2—) dx = 2 2 1
——2V3 X%+ 4 5y -1,56
o]
0 16 7 -1 -2,2
—J- ( 1+ 2—) dx =
VT x2 4+ 4 a -0,5 | -2,76471
210 —24/3 0 -3
- [x +8artg (E)]—Z\/? = —((0 — 8 actag0) — ((—2\/?) + 8 arctg <T>) 05 |-2,76471
¥ V)= 23 £ -t
=—(2V3 +8 tg(—Vv3 )= 2V3 +8x(—602= —(=
@(F 48+ arceg(—F) = 247 +a+ (600 = =(§)
s _
Area = —(2V3 —83) = ~34641 + 837758 = 4,91348 2 1
2,5 | -0,56098
Area Total = 2 * 4,91348 = 9,82696 u?
HEGHOtd 4 , L 3 |-0,23077
3,5 | 0,015385
4 0,2
Ejercicio
a) Hallalarecta tangente a la curva de ecuacién y = x> — 3x en el punto x = —1.
b) Dibuja en recinto delimitado por la tangente y la curva y halla el drea
Solucién X Y
-15 | 1135
Hallamos puntos de corte con los ejes; ToE B
{y=0=>0=X3—3X=X(X2—3);X=O;X=\/§;X=—\/§ = 2 daximo
-0,75 |1,82813
x=0;y =0; A ,
-05 | 1,375
Puntos de corte (0,0); (v3;,0); (—V3,0) -0,25 |0,73438
0 0
Hallamos pendiente de la tangente ay = x3 — 3x => 0,25 |-0,7344
2_3 —m- 05 | -1,375
3x°=3=m; 0,75 |-1,8281
Habréa un maximo o minimoenm =0; 3x2 -3 =0;x= lyx= —1; 1 -2 [Minimo
1,25 |-1,7969
Damos valores proximosax = 1yx=—1 15 | 1125
Puntos (1, —2) minimo y (—1,2)méaximo
Hallamos recta tangente a la curva de ecuaciény = x> — 3xen el puntox = —1

y—2=(x—-(-1)@m)=> -2=(x+1)3(-1)2-3);y— 2= (x +1)(3 — 3); Tangente y = 2
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41.

b) Dibuja en recinto delimitado por la tangente y la curva y halla el area

Puntos donde corta la curva a la tangente:

48]

y =x3 —3x =y = 2; x3 — 3x = 2; conocemos un punto

pues es tangente a la curva en x (—1,2)

X} —3x—2=0; / ‘

dividi _>(X3—3X—2)_ 2 2): l I
ividimos = T D =(x2—x—2); n
1+V1+8 : 3 '
X2—x—-2=0;x=—"——;x=2;x=—1 3 14 \ o /
2 1
2
Area=f (2—(x3-3x))dx = 3
- y=x3}-3x
2 x3  3x? x3 z 3
f (2-x*4+3x)dx=|2x ——+—| =|2x——+x? J
) 473, 4 B

(2*2—2;+22>—<2(—1)—(_:)3+(—1)2>=(4—%+4)—(—2—_—1+1)

2 3 27
Area=] (2—(x3—-3x))dx=6+-=— u?
-1 4 4

Volimenes

La integral definida puede utilizarse para calcular volumens de solidos, siempre que tengamos una

seccion transversal conocida

b
Volumen = J A(x)dx ; siendo A(x) una seccion transversal del cuerpo
a

Ejercicio
Calcula el volumen de un solido cuya base es un circulo de
radio 1 y las secciones trnasversales perpendiculares ala
base son triangulos equilateros
Solucion

Si el corte transversal es un triangulo equilatero, todos

los lados del triangulo mediranr = 1;

ry\2 V3
; h2=r2_(2) .h=
altura del triangulo: h* =r (2) ;h > r
i n R
) . _ _ 2
Area del triangulo equilatero = =T

La ecuacion del circulo y? + x? = r? = 12; centrado en el origeny = /1 — x%;

la longitud del lado del triangulo equilatero = 2y = 24/1 — x2
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El Area de la seccion transversal (superfice menor)

V3 V3
Area del triangulo equilateroT r? sustituimos => + (2V1—x2)2 =V3(1 —x?)

b 1 1 1 .
Volumen =f A(x)dx =f V3(1 —x¥)dx = f V3dx —f V3(x?)dx = [\/gx_\/?;x )
a -1 -1 -1

\/§*1—\/§3 (\/_ (- 1)—\/_(—1)> @—\é—§+\/§—\/——2\/——£—23094—

Volumen del solido = 2,3094 u3

42. Ejercicio
Demostrar mediante integrales que el volumen de
una piramide de base cuadrada de lado L y altura h

12%h

es igual area de la base * altura dividido por 3 =

Solucién

Si cortamos el prisma transversalmente por el puno

x, nos daria una superficie cuadrada de lado I(x)y A(x) = (1(x))?
Si dibujamos el triangulo en rojo por el metodo de semejanza

de triangulos podremos determinar
L

h 7 _ h
he) 1) GO l(x)
)

*h(x)
) = —; con lo que ya

tenemos el lado del area transversal en funcion de h(x)y los datos que nos han dado

L x h(x))2 _ L2 * h(x)?
h h?

El Area de la base transversal = (1(x))?; sustituimos => A(x) = (

b
Volumen = f A(x)dx = los limites de integracion seran los distintos cortes transversales
a

que podriamos hacer e irian desde 0 (vertice) hasta h( la base)

P12 « h(x)? 1?2 [h(x)3
Volumen = f ———Lyh son valores numericos => —f h(x)? dx = =
0 h “h 3 4,
12 3 12 12 L2xh
Volumen=mh —m 0=?h= 3
*h
Volumen de la piramide de base cuadrada = ud
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7.1 Volumenes de solidos de revolucion

Los solidos de revolucion son solidos que se generan al girar una region plana alrededor de

una recta eje de revolucion. Con lo que cada seccion transversal es un cirlulo de area = w2

b b
Volumen =f AX)dx = T[f F(x)?%dx;

43. Ejercicio

Halla el volumen del cuerpo que se forma al girar la region bajo la graficay = 1 + cos x entre [0, 2r]

Soluciéon
"]’E | N
b A(x)dx => = |
Volumen = n 5 1,{‘\\ il
a (1 + cosx)?dx; i | USSP P Al
0 49{‘ i
3 |
o [ [A(x) ~ " i
i (1 peosar (cos X)Z)dx B 5-()E ‘il Ih_n<ﬂ\ 270 315 :. %ﬂl
0 [of ”
" 1
2m ] \ ‘-‘ ’
mi[x + 2(—senx))]3" + (cos x)?dx; J / - T
0 2
Aplicamos razon trigonometrica 25 l

1+ cos2x
_  =>

2 —
(cosx) >

f( )2d _f1+c052xd 1 +1f 2xd 1 +11 2 1 +1 5
cosx)“dx = > x=gx+- | cos2xdx =zx 2(Zsen x)—2x zSen2x

2m T

1 1 am 3 1 2
T (1+ 2cosx + (cosx)?)dx = [x + 2(senx) + 5% + Zsean)] =T [Ex + 2senx + Zsean)]
0 0 0

3 1
T <§ 21 + 2sen (2m) + ZsenZ(Zn)) = (37w + 0+ 0) = 3n?

2
13 (1+ cosx)?dx = 3m?u®
0

44. Ejercicio
Halla el volumen del cuerpo S de base la region (x,y) tal que x?> < y < 1; cuyas secciones transversales

perpendiculares a la base son cuadradas

Solucion

Los valores de y que cumplen esa comndicion son los fz ¥ V=4
sombreados. Los limites serdnx = -1y x = 1; =

Los limites serany =0 ey = 1; x2sy=1

El valor maximo seraeny = 1y el minimoeny =0

Para un valor cualquieradey => x = \/;;

Ellado de la seccion transversal estara entre x = iﬁ &

Lado del cuadrado de A(x) = \/; - (—\/;) =2./y; -1 !

Elarea A(x) = Zﬁ * Zﬁ =4y

4y2]!
L] 2y = 20

b 1
Volumen =f A(x)dx; f 4y =
a 0 2

0

Volumen del cuerpo S = 2 u?
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45. Ejercicio

Halla el volumen engendrado por la region plana definida por el eje X,la curvay = e~

y larecta x = 3,al girar alrededor del eje X

Solucién
Los limites estan definidos por eje Xy x = 3;

Los limites son (0,3)

3 3
Volumen = th (e7*)2dx = ﬂf e 2 dx =
0 0

1 3 1 1
e 2%| - t(a=2%3 _ a0y — _ (=6 _
n[ 2e ]0 21't(e e ™) 21't(e 1)

= l1'[(1 —e %)

2

1
Volumen del cuerpo S = Eﬂ(l —e9ud

46. Ejercicio

Determina el volumen generado al girar respecto

al eje de abscisas la region acotada por las funciones
f(x) =x% ygx) = 2x;

Solucién

Los limites lo determinan los puntos de corte de

las funciones; x% = 2x;X = 2;yx=0;

2
Volumen = th (2x — x?)%dx =
0

2 5 3 472
X 4x 4x
th (X4+4X2—4X3)dX=ﬂ[—+———]
0 0

5 3 4
25+4*23 2t = (32+32 16)— (16)
™57 3 ™5 73 ~™\1s5
Vol _ (16) .
olumen =m (=) u
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7.2 Longitudes de arcos

La longitud del arco formado por una grafica f(x) en un inervalo [a, b] viene de finida por:

b
Longitud del arco = f V1+f(x)?dx
a

47. Ejercicio

Halla la longitud de la catenaria

2 | /
e +e™ e’ He ¥
y=———entrex=0yx=1; y=—"71 — F /
2 6 !
Solucién i /
1 4
Longitud del arco = J 1+ f(x)? dx \ [/
0 iy 2 --—-/
=St e — !
VET T2 5
1.1 2 . (] ! 2
. — —_pX _ _ o™X
f'(x) > e > e 5
xF0 x31
! 11 4 '
Longitud del arco = f 1+ (Eex — Ee—x)z dx B I
0

1 1 1 4 1
—_aX — _a—X)2 — — (a2x —-2x _ X —X) = |— 4 —(a2x —2x _ —
\/1+(2e 7€ ) \/1+4(e +e 2eX x e7¥) J4+4(e +e 2)

1 1 1 1
5\/4 + (e +e72x—-2) = 5\/(e2" +e 2 4+2) = 5\/(e" +e*)2 = E(e" +e™¥)

1 1 1
fo \/1 + (%ex - %e"‘)2 dx = fo %(e" +e¥)dx = % [e¥ —e™]5 = E((e1 —e ) —(e2—e)) =

1(o-)-0-0)-36 Do

1 1
Longitud del arco = 3 (e — E) u

48. Ejercicio

2 2
Dibuja la grafica de la funcion x3 +y3 =9;

n
el

|
y halla la longitud de la curva entre 25 \
x=1lyx=27 \
01
Soluciéon 1\
15 I \ I
2 2 2 2 oz 2)3 17N | 2)3
X3+y3=9;y3=9—- x3;y= (9—x3) = 1 ¥ ||9—X3)
10 3 A
3 2 :
2 2\2 |
y = (9—x3) =(9—x3)2 T
N
1 |
3 . 2nNg/ 2 1 ot B 0 [
= — — x3 R 3
Y 2( * ) ( 3" ) |
|
|

Il
it

31(33)



2 _2 _2 2 _2 _2
y'(x)2=(9—x3><x 3>=9x 3—x3xx3=9x3—-1

27 27 27
Longitud del arco = V14 f(x)? dx sustituimos = f /1 +9 X‘% —1dx= f /9 x% dx =
1 1 1 -

227 27
27 27 217”9 2 9 2 9 9 72

3] ==273—=13==%9—=—=—=36
fl3x 3dx= 3|2 J-3x3dx—3 X]l 2 2 2" 2 2 “

2

Longitud del arco = J \}1 + (_9 x_% + x%) dx = 36u
1

8 Otras aplicaciones de las integrales

49. Ejercicio
La desidad de coches p(x) (coches por Km)en los primeros 20 km de autovia de salida de una gran ciudad
viene dada por la funcion p(x) = 300(2 + sen 4m ,siendo x la distancia en km al comienzo de la
autovia.
a) Calcula el numero total de coches en los 20km .

Solucion

20 20
f (300(2 + sen 4/x + 0,15 dx) =f (600+ 300sen 4/x + 0,15) dx =
0 0
20 20 20 20
f 600dx +f 300sen 4/x +0,15dx = f 600dx + 300f sen 4/x + 0,15 dx;
0 0 0 0
20 20
[600x]2° + 300f sen4y/x + 0,15 dx = 12000 + 300f sen 4/x +0,15dx =
0 0

20

sen 4\/m dx; {m =t

hacemos un cambio de variable para calcular f
dx = 2tdt

0

sen 4t * 2td(t) = f 2t sen 4t d(t) = hacemos integracion por partes

’

4t
sendt dt = st —

2t sen 4t d(t) = 2t * —

J
{ 2t—u2d.t—du
J

cos 4t cos 4t t cos4t cos 4t t cos4t 1 sen4t
— f — * t=— + t= — +=
4 4 2 2 2 2 4

t cos4t sen4t

= i — + 3 = deshacemos el cambio de variable =>
Jx+0,15 cos4,/x + 0,15  sen 4,/x + 0,15
— + =
2 8
20
20 x + 0,15 cos4/x + 0,15 sen 4./x + 0,15
3OOJ- sen 4/x + 0,15 dx = 12000 + 300 —\/ > \/ + 8
0
0

20+ 0,15 cos4,/20 + 0,15  sen 4,/20 + 0,15 JO+0,15 cos4,/0+ 0,15  sen4,/0+ 0,15
300( — > + 3 - (- > + 5 ) |—-=

Numero de coches = 12000 + 372 = 12372 coches
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50. Ejercicio
Una tipica ciudad, estd muy poblada cerca del centro, pero su poblacion decrece cuando nos alejamos

habitantes

de él. En efecto su densidad de poblacion es 10000 (3 —r). 2.

Siendo r la distancia al centro en km

a) Si la densidad de poblacién en los confines de la ciudad es 0.; Cual es el radio de la zona en la
que viven?

b) Cual es la poblacion de la ciudad

Solucion

a) Como la densidad de poblacion en los confines es 0 => 10000 (3 —r) = 0;r = 3 Km

b) El area de cada corona serd = n((r + dr) 2 — r?) =

nm(r? + dr? 4+ 2rdr — r?) = n(dr? + 2rdr) = n(dr)® + 2mw*r * dr
Dado que m(dr)? es muy pequefio respecto al otro termino

El area de cada corona = 2m * r * dr

3
La poblacién de la ciudad = f 21r (10000 3- r))dr =
0

3 3 3 2 313
f 20000 (3r — r?)dr = 2000011f (3r— r?)dr = 20000m [T ] 5
0 0 0
= 20000 3x 3 3 20000 3x 07 a = 20000 (27 27) = 20000 27'
- ™2 3 ™2 3 )" ™2 " 3)° R

Poblacion de la ciudad = 282.743,3388 habitantes = 282.743
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