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1

E

xamen 2019 A
Ejercicio
a) Halle la ecuacion del plano que es perpendicular alarectar (x,y,z) = (1 + 2t,—t, 2t)
y que contiene al punto P(3,—1,2)
b) Halle la distancia del punto P(7,—2,—6 )alarectar = (5 + 2,2 + 2t,—1 + t)
c) Hallar el area del paralelogramo con vertices en los puntos 0(0,0,0), P;(1,2,3), P,(1,1,1)y Q(2,3,4)
Solucion
a) Halle la ecuacion del plano que es perpendicular alarectar (x,y,z) = (1 + 2t,—t, 2t)

x =142t
r=14 y=—t; wvector director v = (2,—1,2)
z =12t

Si el plano es perpendicular ala recta tendra el mismo vector directorv = (2,—1,2)
Ax+By+Cz+D=0; 2x—y+ 2z+ D =0 como ha de contener al punto P(3,—1,2)
Cumplird la ecuacion del plano . Sustituyo
2%3—-1%x(-1)+2%24+D=0;6+1+4+D=0;;D=-11

Elplanosera2x —y+2z—11=0 ;

b) Halle la distancia del punto P(7,—2,—6 )alarectar = (5 + 2,2 + 2t,—1 + t)

|Pr—P> . Vl Plrpypz)
H=——— —
| VI -
v=(221) r e

By ¥p Zg)

PP=(7-5-2-2,-6-(-1)=(2,—4,-5)

PP« V] = . ];1 = |2, _d-ils el 2= i 1z—12k
2 -4 -

—_—

[BP* V] = (=6)% + (+12) + (—12)2 = V36 + 144 + 144 = V324 = 18

[Vl ={(@)2+22+(1)2 =3,
_|pPx V| 18

H =
| VI 3

=6

c) Hallar el area del paralelogramo con vertices en los puntos 0(0,0,0), P; (1,2,3), P,(1,1,1)y Q(2,3,4)
0P, = (1-02-03-0) = (1,23)

0P, = (1-01-01-0)=(1,1,1)

0Q = (234)

Dado que 0P, + 0P, = 0Q; (1,2,3) + (1,1,1) = (2,3,4)estos puntos forman un paralelogramo

El area del paralelogramo = producto vectoria de 0—131) * O—P£

|0P; « 0P| = P k3 =i 2 =il el A= ek
1 1 1

[0P; + OP,| = J(-1)2+ (+2)2 + (-1)2 =Vi+4+1=6
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Ejercicio

12
a) Halle la valor minimo de f(x) = 3x + ?cuando x> 0;

4
b) Halle f dx

0 2x+1

(1 —cosx)(1 + cosx)
3x senx

c) Halle lim
x-0
Solucion
12
a) Halle la valor minimo de f(x) = 3x + " cuando x > 0;

12 3x2—12

12
‘() — ; — (5) — -0 — 0 22 — 0y —
f(X)—3—X2 igualamosa 0 => f(x)—S—XZ—O, 2 =0;3x*—-12=0;x=2

12 12
El valor minimo serdenx = 2; f(x) = 3x+?; f(2)=3%2 +7 =6+6=12;f(2) = 12;

4
X
b) Halle f ) dx; intentamos convertir la integral en una del 2° tipo Ln
0
20 fﬂd(ﬂ =In|f(x)| +C;
f{x)
3x X 3 2x%x

i 3 w1 multiplico numerador y denominador por 2 = > T 1

para que el numerador quede como el denominador sumo y resto 1 al numerador

3(2x+1)—-1 3/2x+1 1 3 1 3 3 1

27 2x+1 =E(2x+1_2x+1)zi( _2x—+1) 272" 2x+1

4 3y 3 3 1 43

1T OE_E*ZX—HdXZLE f 2 %1 (f ldx=3 1dX

3 3 4 3 3 _ 3 ,
[Fx—3inx+ 1)]0—5*4—5Ln(2*4+1)—6—ELn9,

F X x=6--Ln9
y2x+10 0Tz

(1 —cosx)(1 + cosx)
3x senx h

c) Halle lim
x—0

1—cosx)(1 + cosx) 1% —(cosx)? 1— (cosx)?
( it ) = (cosx) = (cosx) ;dado que (cosx)? + (senx)? =1 =>
3x senx 3x senx 3x senx

1—(cosx)? (senx)* senx

3xsenx  3x senx 3x
. (1 —=cosx)(14+cosx) . senx 1. senx [ senx o .
lim = lim = =lim——; lim—— es un limite especial = 1 =>
x—-0 3x senx x-0 3Xx 3x-0 X x>0 X
. (1—cosx)(1+cosx) . senx 1 1 . (1—cosx)(1+cosx) 1
lim = lim =—x1==; li ==
x—=0 3x senx x-0 3X 3 37 x=0 3x senx 3
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3.

Ejercicio
o 5 -1y,
a) Halle la matriz inversa de (—6 2 )'

b) discuta la resolubilidad del siguiente sistem segun los valores de A

—2x —4y +3z =16

{x +y +z=-3
2x +2y +Az =—4

c) resolver el sistem del apartado anterior paraA = 3;

Solucion

- 5 -1y,
a) Halle la matriz inversa de (—6 2 )'
5 -1 : - !
A= ; Lamatrizl ATt =— o (A0S
(—6 , ) a matriz Inversa il * (A
[Al =10—-6 =4;

o= 9
@r=( ¢)

1 12 1
q -1 _ Nt —
La matriz Inversa A _|A| * (AY) 2 (6 5)

b) discuta la resolubilidad del siguiente sistem segun los valores de A

—2x —4y +3z =16

{x +y +z=-3
2x +2y +Az =—4

1 1 1
<—2 -4 3

-3 E; 1 1 1
16>E2=E2+2E1=><0 -2 5
2 2 A

—4- E3=E3—2E1 0 0 }\—2

-3
10 )
—4 + 6;

A=2=—4+6;A—2=2;=> A1+ 2; Puespara A = 2 el sistema es incompatible

¢) resolver el sistem del apartado anterior paraA = 3;

x +y +z=-3 1 1 1 -3

{—Zx —4y +3z=16=<0 -2 5 10 ); para= A=3
2x  +2y +Az =-4 0 0 A—2 —4 4+ 6;

1x ly lz= -3

0 -2y 5z=10 =>

0 0 B-2)Z=2

z=2;

—2y+5z=10; -2y+5+2=10;y=0;
x+y+z=-3;x+0+2=-3;x= =5;

Ejercicio
En una encuesta sobre redes sociales en Espafia determina que el 56% usa YouTube, el 35% usa
Twiter y el 21% no usa ni YouTube ni Twiter

a) ¢ Cual es la posibilidad de que al elegir al azar un usuario lo sea de las dos redes YouTube ni Twiter?;

b) Si se sabe que un usuario los es de Twiter ; Cual es la posibilidad de que lo sea tambien de YouTub?;

¢) ¢ Cual es la posibilidad de que al elegir al azar dos usuario uno cualquiera los sea de Twiter y el otro no?;
Solucion

a) ¢ Cual es la posibilidad de que al elegir al azar un usuario lo sea de las dos redes YouTube ni Twiter?;

P(ANB) = P(A) + P(B) — P(AUB); P(TiterNYoutube) = 0,56 + 0,35 — 0,79 = 0,12

4(30)



b) Si se sabe que un usuario los es de Twiter ; Cual es la posibilidad de que lo sea tambien de YouTube?;

P(Twiter| tube) = P(TwiterNyoutube) 012 034285
witerlyoutuve) = P(youtube) ~035

¢) ¢ Cual es la posibilidad de que al elegir al azar dos usuario uno cualquiera los sea de Twiter y el otro no?;

El primero sea de Twitery el 22 no => P (1%twiter) * P(29 No sea de twiter ) =
0,35 % 0,65 = 0,2275

EL2°° sea de Twitery el 12no => P (2%twiter) = P(1° No sea de tWLter) =
0,65 * 0,35 = 0,2275
P(un usuario sea twiter) = 0,2275 + 0,2275 = 0,455

Ejercicio
a) Hallar la distancia del origen al plano 2x +y + 4 =7
b) Hallar el punto de larectar = (x,y,z) = (t,5 —t,—1 + t) mas proximo al origen
¢) ¢ dados los puntos 0(0,0,0). P;(0,1,1), P,(2,0,1)y P;(3,1,0) Hallar el volumen del paralelepipedo
del que sus aristas son OP;, OP,, OP;,
Solucion
a) Hallar la distancia del origen al plano 2x+y + 4z =7
Distancia de un punto P(xy,v1,z)y elplanoA=Ax+By+Cz+ D =0
|Ax; + By, + Cz, + D|
VAZ 1 B2 CE
[250+14+0%4%0-7 |7 7

distanciade (P al) =

V22412 + 42 Va+1+16 <21

7 W2l W21 V21
V21 V21V21 21 3

b) Hallar el punto de larecta r = (x,y,2z) = (t,5 — t,—1 + t) mas proximo al origen

distanciade (P al) =

si quiero quitar fracciones

Vdr = (1,—1,1); Un plano perpendicularalarectaseral =1x —1y+1z+ D = 0;
Si ha de pasar por el origen (0,00) 1 =1%*0—-1%*0+1%*0+D=0;=>D=0
plano perpendicularalarectaA=x—-y+z=10

interseccionrectaplano=r = (x,y,z2) = (t,5—t—-1+t)y A=x—y+z=0

X=t
r=&yz = (t,5—t,—1+t)[y= 5 —t Sustituyo en el plano
z=-1+t
A=x—y+z=0=>t—-G5-t)+(-1+t)=0;t—-5+t—1+t=0;3t—6=0;t=2

x=2
parat = 2{ y=5—2;y=3 Elpunto pedido sera (2,3,1)
z=-1+2;z=1

¢) ¢ dados los puntos 0(0,0,0). P,(0,1,1), P,(2,0,1)y P5;(3,1,0) Hallar el volumen del paralelepipedo
del que sus aristas son OP;, OP,, OP;,
opr, = (0,1,1) — (0,0,0) = (0—-0,1-0,1-0) = (0,1,1)
0P, = (2,0,1) — (0,000 = (2—0,0 — 0,1 — 0) = (2,0,1)
0P; = (3,1,0) — (0,0,0) = (3—0,1—0,0—0) = (3,1,0)

01 1
2 01
310

Volumen = lado * lado * lado = =04+24+3-0-0-0=5
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Ejercicio
X
Sea f(x) = (2x + 3)ez
a) Hallar los puntos criticos de f(x)

b) Decida si f(x)tienen extremos absolutos o extremos relativos y en su caso obténgalos.

2
) Hallef f(x)dx
0

Solucion

a) Hallar los puntos criticos de f(x). Para eso hallamos la priemera derivada

X X /Xy, X x 1 x
f(x) = (2x + 3)ez; f'(x) = 2 xe2 +(E)'e2 *(2x+3) = 2 xeZ +oxez *(2x+3) =
X X 3 X 3 X 7
2xez+e2 * (x + E) =e2 ( 2+x+ E) =e2 (X + E) igualamos 0 para ver los puntos criticos

(4 )= o= x4 L= oik2 38
exz—,—xz—,x—,

b) Decida si f(x)tienen extremos absolutos o extremos relativos y en su caso obténgalos.

X ¥ 1

10 |[-0,11455 .

-9 |-0,16663 ) I
8 | -0,2381 =

-7 |-0,33217 5

-6 |-0,44808

-5 | -0,57459 2
4,8 |-0,59874

-4,3 |-0,65231 '
-4,1 |-0,66942 ‘/ s
-3,9 | -0,68232 do b B otttk bt 1 12
-3,7 |-0,69184 1
-3,5 | -0,6951

3,3 |-0,69138 =

-3 |-0,66939 —

-2,5 |-0,57301

-2 |-0,36738

-1,5 0

-0,5 |1,557602

Dando valores vemos que a la derecha e izquierda del punto critico la funcion crece. Luego no hay

maximos relativos. Hay un minimo absoluto en x = —3,5

2
) Hallef f(x)dx
0

2 X
f (2x + 3)ez dx ; aplicamos la integrcion por partes
0

X
f(Zx + 3)e2dx
u = (2x + 3); derivamos du = 2dx

X X X
dv = e2 dx; integramos = fdv = f ezdx; v = 2e2

X X
Aplicamos la formula fu dv=uv— fvdu => fu dv =(2x+3)2 ez — f 2e2 2dx =
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X X X X X X
fudv=(2x+3)2* ef—IZeE*de=(2x+3)2* ef—f4e7dx=(2x+3)2* ez —4(2e2)
X X X X X X
(2x+3)2+ e2— 4(2e7 ) = (4x+6) » €2 — Bez = e2(4x +6—8) = e2(4x — 2)

2 x x 22 0
f (2x+3)ezdx=[ez(4x—2)]0 =ez(4+2—2)—e2(4%0 —2) = 6e + 2
0

2 X
f (2x+3)ezdx=6e+2
0

Ejercicio
2 -5 2

Dada la matriz A = <0 -1 2) se pide hallar:
2 0 1

a) El determinante de la matriz A

b) El valor de A para el que la matriz A no tiene inversa.
¢) Matriz inversa de A cuando 4 = 10

Solucion

a) El determinante de la matriz A

2 =5 1
A= (0 -1 2) Hallamos el determinante y vemos si hay valores de 4

2 0 1
2 -5 A
0 -1 2|=-2-204+0+4+2A=-22+ 24;lamatrizno tine inversa si el determinate es 0
2 0 1

—22+22=0;A=11
b) El valor de A para el que la matriz A no tiene inversa.
La matriz no tiene inversa paraA = 11

¢) Matriz inversa de A cuando 4 = 10

1
La matriz Inversa A~ = — x (A")Y

|A]
2 -5 10
[Al=]0 —1 2|=-2-2040+2+10= —2;
2 0 1
2 =5 10 -1 +4 2
A=<0 -1 2>;A*=<5 —-18 10)
2 0 1 0 -4 =2
-1 5 0
(A)t=( 4 -18 -4
2 10 -2
1 -1 5 0 % —g 0
_1=— - - =
A—z‘z*ll(f_‘z* 2 9 2
-1 -5 1
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Ejercicio

Se sabe que en un lote muy grande de bombillas, el 5% son defectuosas.

a) ¢ Cudl es la probabilidad de que al extraer al azar dos bombillas del lote ninguna sea defectuosa.

b) ¢ Cudl es la probabilidad de que al extraer al azar cuatro bombillas almenos una se adefectuosa.

¢) Si se extrraen 200 bombillas del lote, ; Cudl es la probabilidad de que ocho o mas sean adefectuosas.
Solucion

Regla de la multiplicacién La regla de la multiplicacién es un proceso que se utiliza cuando se quiere
calcular la probabilidad de que 2 0 mas sucesos independientes pasen al mismo tiempo.

P(A) =P(a) * P(b) * P(c) ... ... .x P(n)

a) ¢ Cual es la probabilidad de que al extraer al azar dos bombillas del lote ninguna sea defectuosa.
Al ser independientes P( al extraer 2 bombillas del lote ninguna sea defectuosa)
=(1-0,5)(1-0,5) =0,9025
b) ¢ Cudl es la probabilidad de que al extraer al azar cuatro bombillas almenos una se adefectuosa.
pueden ser defectuosa la 12,22,32 o la 42 0 o puebe haber 1,2, 3 o las cuatro malas
La probabilidad de que no haya ninguna mala = (1 — 0,05)* =,000000000619
P(de que no haya ninguna bombilla de las 4 mala) = (1 — 0,12)!% = 0,81450625
P(de que haya almenos una mala) = 1 — (1 — 0,05)* = 0,18549375
¢) Si se extrraen 200 bombillas del lote, ; Cudl es la probabilidad de que ocho o mas sean defectuosas.
Ditrubuccion de probabilidad normal estandar
El numero de bombillas defectuosas normal X seria; X = 200 = 0,5 = 10;
La desviacion tipica = \/m = 3,08;
7,5—-10
3,08
segun la tabla de distribuccion normal ya que es simetrica respecto a 0

P(Z = —0,81) = 0,7910; se toma la fila 0,8 y la columna 0,01

P@215=P@2 )=P@2—Qm)=1—P@203D=1—Q%9=th

TABLA DE LA DISTRIBUCION NORMAL

Ejemplo: si Z tiene distribacidn N(0, 1), P{Z < 0.45) = 06736

z 0.00 .01 002 0.03 .04 0.05

0.0 | 0.5000 05120 0.5160 0.5199 5319 0.535¢
0.1 | 0.5398 05517 06557 0.6506 6 0. 5714 3
0.2 | 0.5703 05010 0.5048  0.5087 06026 06064 06103 06141

0.3 | 0.6179 265 06203 06331 06368 06406 06443 064D 0G51T

0.4 | 0.6554 06664 06700 06736 06772 06308 06844 0.68TD
0.5 | 0.6015 07019 0.7054 07088 07123 07157 07190 0.7224
0.7422 0.7454 7486 0.7517 0.7540

F 07764 0.7323 0.7852

0.8051 0.8133

0.9 | 0.8159  0.8186 .82, 0.8280 0.8315 0.8340 0.3380
L0 | 0.8413 0.8438 018485 08 0.8531 08554 08577 0.8621

0L.8665 08703 0.8749 08770 08790 08830
5 0.8044 D862 0.8980 0.9015

0.9115 08131 09147 09177

0.9265 0.9279 0.9292 i 0.9319

2 0.03M 00406 0.M1E 0.9441

16 I NoMR?  NO4RR 00474 00484 NO405  NOSAE  NORIE AORYE  NORAE 0 ORAR
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2 Examen 2019 B

1.

Ejercicio

Se considera el sistema de ecuaciones lineales en funcion del parametro m

X +y +z =m+3
{ mx 4y (m—-1z=m
X my +z=m

a) Discutir segun los valores de m
b) resolver param = —2;
Solucion

a) Discutir segun los valores de m

x +y +z =m+3
{ mx +y (m—1z=m
X my +z=m
1 1 1| m+3 E; 1 1 1 m+ 3
m 1 m-—1 m E,=E,—-mE;=>1(0 1-m m—1-—m m — m(m + 3)
1 m 1 m E; =E; —E; 0 m-—1 0 m— (m+ 3)
1 1 1 m+ 3 1 1 1 m+3
<o 1-m m-1-m m—m(m+3))=<o 1-m -1 —m2—2m))
0 m-—1 0 m— (m + 3) 0 m-—1 0 -3

Param # 1 el sistema es compatible indeterminado

Param # 1 el sistema es compatible indeterminado
D j Es( Dy=-3;y= 3
espejo en E;(m y=-3;y= =

Despejo en E,; (1 —m)y — 1z = —m? — 2m;

3 3
sustituyoy; (1 —m)(———7)—z= -m? —2m; z=m? + 2m + (1 — m) (- ——)

3—3m 3 —3m
; z=m?+2m —
-1 m-—1

z=m?+2m—

3 —3m
m-—1

3
Despejo enE1x+y+z=m+3;x=m+3+m—m2—2m+

Param = 1 el sistema es incompatible

1 1 1 m+ 3
(0 1—m m—1—-m m—m(m+3)>sustituyom=1;
0 m-—1 0 m— (m + 3)
1 1 1 1+3 1 1 1 4
0 1-1 1-1-1 | 1-1A2+3)){o o0 -1 -3
0 1-1 0 1-(1+3) 0 0 0 3
Despejo en E3; 0 + 0 + 0 = 3 el sistema es incompatible
b) resolver param = —2;
1 1 1 1 E; 1 1 1|1
-2 1 -3 | -2 |E;=E;+2E;=>{0 3 -1 0
1 -2 1 -2 E3=E3_E1 0 -3 0 -3

E;; Ox =3y+ 0z=-3;y=1
E,; dadoquey=1=> 0x+3y—z=0;3%1-z2z=0;3—-2=0;z=3;
E{; dadoquey=1;z=3=> x+y+z=1x+1+3=1,x=-3;

Solucibnx = =3;y=1,z=3

9(30)
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Otra forma es calcularlo partiendo de los valores de x,y ,z obtenidos

3 3—3m
[X=m+3+——m2—2m+
m-—1 -
Param = —2{ y = —i sustituyom = —2
m-—1
l ) 3-3m
z=m"+2m—
m-—1
3 3—-3(-2
X=(-2)+3+———(=2)2 - 2(-2) L3730
=2)-1 (-2)—1
3 x=1-1-4+4-3=-3;x=-3
y= ——— y = 1
| (‘2)‘13( » z=4—-4+3=3; z=3
L Z_( 2)Z+( 2)—ﬁ
2. Ejercicio
Considera las funciones f(x) = e?* —1 2 |
y 800 =x; V1L .
£ plxty _ fi) =|e”* 11
[ |
a) Calcular hm
0g(x) [
“1—
b) Determinar el area comprendido entre |
el eje horizontalylarectax = —1lyx =1 E ok & b b ] X
L £ T -]
y la curva f(x) * | m=m
Solucién 2
plx) = x x=—1
f(x) 3
a) Calcular hm
0g(x)
_ex—1 _e—1 0, .
lim— — =——— = —indeterminado
x-0 X 0 0
£2+(=0,0001) _ 1
Calculamos limite por la derecha lm —87— —— =2
x--0,0001  (—0,0001)
£2+0,0001 _ {
Calculamos limite por la 1zqu1erda lim —— =2
-0,0001  (0,0001
2X __
lim: =2
x—0 X
b) Determinar el area comprendido entre el eje horizontal y las rectax = —1 y x = 1 y la curva f(x)

1 0 1
f ezx—ldx=—f ezx—ldx+fezx—1dx
-1 -1 0

0 1 R | 1 1 1 1
2X __ — |Ze2x _ =—e _ 2x(-1)__ I —__ - _
f_le [2 € XL 26 70 (2 1) 2 <2e2 + 1) 2 22 1

1 1
- (E + ﬁ) = hay que vambiar el signo pues la curva esta debajo del eje X

fo = —1d —(1+ 1)
£ =27 2e2

1 1
f e —1dx = [lezx—x] =le2*1—1—(le2*(°)—0)=le2*1—1—l= lez*l—E
) 2 o 2 2 2 2

1 0 1
f ezx—ldx=—f ezx—ldx+fezx—ldx=(l+i)+(le2*1—ﬁ)
. . : 2 2e2) 72 2

c il 3 L 0067667 + 3694528 — 1 = 2,7621956;
2ez2 72% 727 2e2 T2¢ =Y ' =& '

1
2
1
f e — 1dx = 2,7621956
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3. Ejercicio

Dada la funcidn real de variable real

2

x“+1
f(x) =
( ) x+3 20
a) Calcular sus asintotas XF— \ ) L xf +|L
b) calcula y clasifica sus extremos relativos \ S

..--"ﬁ
Solucién = —u il
a) Calcular sus asintotas i e e '5__:4.;3 =21 ’ i
= [

Asintota vertical -

x2+1 ] A 25
f(x) = ——;la funcion se anulaenx = —3

x+3
Asintota vertical en x = —3
Asintota Horiziontal

x> +1 o ) )
f(x) = <13 ; para calcularlo hallamos el limite de la funcion cuando x tiende a + o

. X +1 . ¥ +1 . .

lim = -0 y lim = +oo luego no hay asistots horizontales
n--—oo X + 3 n-+oo X + 3

Asintota Oblicua

La asintota oblicua es unarectay = mx + n

fx)
ha de cumplirseque m = lim —; n = lim f(x) — mx;
n-too X n-+
41 2
X
m= lim X3 = |im > dividimos numeradr y denominador por x*
n-otoo X n-too x4 + 3X
X 1 1
2 + 2 1+ 2
lim &——= lim =1m=1
n—»iooX_ E n—-+oo 1 +§
2T X
. ? x2+1 ) (X2+1)—X2—3X
n= lim fx) —mx;n = lim —1x) = lim =
n-too n-to \ X+ 3 n-ztoo x+3
. X +1—x% = 3x . -3x+1 . .
lim { ————— | = lim (—) =divido numerador y denominador por x
n-too x+ 3 notoo \ X + 3
1
-3 + =
lim 3X =-3;
LGl W
X

La asintota oblicua esunarectay = x — 3

b) calcula y clasifica sus extremos relativos

x?+1

f(x) = —— hallamos la derivada e igualamos a 0 para ver los puntos criticos
2x(x+3)—1(x2+1

f(x) = ( (X)+3)(2 ) _ 0;2x(x+3)—1(x*+1)=0;2x>+ 6x— x* —1=10

—6++/62—4x1x(—1 —6 ++/40
x2+6x— 1=0;x= 71 S = 2 ; estos pueden ser maximo o minimo
—6 +/40
x=—0—= 0,162278.,y = 0,3333

Calculo a la izquiera y derecha parax = —0,2 y = 0,371429
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para x = 0,6;y = 0,377778 => que este punto es un minimo

—6 — /40
x=——"—"= —6,162278;y = —12,3246
Calculo a la izquiera y derecha parax = =7y = —12,5
parax = =5,6;y = 12,44628 => que este punto es un maximo
Ejercicio

Considera los siguientes planos

x=A+p+1
[liiy=A-F+2 JlLhx+y+z=2
z=—-1+f+3

a) Determina la posivion relativa de los planos. Si se cortan, determina su interseccion
b) Deterinar distancia entre el plano [[, y el Punto P(3,2,1)
Solucién

a) Determina la posivion relativa de los planos. Si se cortan, determina su interseccion

x=A+B+1
H1{y=l_ﬂ+2 [lx+y+z=2
Z=-A+p+3

x=A+p+1 x—=1=21+p x—1+1+1
{y=/1—ﬂ+2 {y—2=/1—,8 Hallamos el determinante [y—2 +1—-1|=0
z==A+f+3 z-3=-1+p z—3 —1+1

«-n(Y N-o-2( Pre-(] L)=Gc-Dr0-0-22+c-nC2 =
—2y+4-2z246=0,-y—-z+5=0[[;=-y—-2z+5=0,y+z—-5=0

1_[1 y +z=5 .
Como no son proporctonales Sse cortan en una recta

[Lx+y+z=2
y+z=

2. o —
larecta de corte sera: Xty+z= zresto la 1°de la segunda x 3
. y+z= 5 y = 5—2z ) ‘.
Sustituyo 34y4z=2 la ecuacion de la recta sera;
x= -3 x= -3
y =5—2z Sustituyo z por A ecuacion de la recta interseccion {y =5 — 1
z=2z z=2

b) Deterinar distancia entre el plano [], y el Punto P(3,2,1)
|Axy + By; + Czy + D|
VZ1B I C?
[1+3—1%2+1%1-2 [2] 2

distanciade (x +y+z=2 a(3,21) = — =
Gty N S

distanciade (P al) =

P
=l
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5.

Ejercicio
Considerar dos sucesos A y B de un experimento aleatorio tales que:
P(A) =0,6;P(B) =05y P(A|B) =04
a) Determina P(AUB)
b) Deterinar P(A|B)
Solucion
a) Determina P(AUB)
probabilidad condicionada P(A|B) = P(ANB)/P(B)
P(A|B) = P(ANB)/P(B)sustituimos; P(ANB) = P(A|B) = P(B);
P(ANB) =04%0,5=0,2
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB) = 0,6 +0,5—0,2= 09
b) Deterinar P(A|B)
P(A|B) = P(ANB)/P(B)sustituimos;
P(B)=1-P(B) =05
Dado que P(ANB) = P(A) — (ANB)sustituyo en la ecuacion

P(4) - (ANB) _ qe—oz__OB
P(B) B 05

P(A|B) =

Ejercicio

Considerar el sistema de ecuaciones lineales para el valor de a:

ax +y +z =2+3a
2x +y z =2
2x +y +az=4-2a

a) Discutir para valores de a
b) Resolver paraa = —1
Solucion

a) Discutir para valores de a

2x +y z =2
comoenEznohayacambiolasdosprimerasfilaslla{ax +y +z =2+3a
2x +y +az =4-2a
2 +1  +1=2 2 1 1] 2 B2 11 z .
a +1 +1=2+3a (a 1 1 2+3a>E2=E2—EE1 0 1—5 1—5 24-3;71_7
2 +1 +a=4-2a 2 1 al 4-2a

E3=E3_E1 0 0 a—1 4 —2a—-2
Para a # 1 el sistema es compatible indeterminado
2—-2a —2(a—1).

Es(a— 1)z =2 — 2a; =>Z=a_1— 7 — 1 1z =—2;
E_Z—a +2—a _4+6a-2a it 2-a +(2—a) 5 _4-+4a_>
275 y 2 Z= 2 ; sustituyo z; > y > (=2)= 7=
8+ 2a
QC-a)y+(—4+2a)=4+4a; Q—a)y=4+4a+4—-2a=8+2aq;y = >4
Sustit B vty 2ot T2 o, B¥28 42-0)-(@%20)
ustituyo es Ey2x +y +2 = 2; 2x + 5= =2;2x = B S ;
8—4a—-8-2a —6a —3a
X = = X =
2(2-a) 4—2a 2—a
. —3a _8+2a_ -
¥tV T 2=a’ 7T
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paraa = 1 el sistema es Incompatible

2 +1 +1=2 2 1 1
1 +1 +1=2+3%*1 1 1 1

2 E 2 1 1
5| E,=E,—E;| -1 0 0
2 +1 +1=4-2+1 2 1 a 0

E3=E3_E1 0 0

E3; 0 = 2 => como 0 no puede ser igual a 2 el sistema es incompatible

b) Resolver paraa = —1

ax +y +z =2+4+3a —x +y +z =2+3(-1)
{Zx +y z =2 paraa=—1{ 2x +y z =2

2x +y +az=4-2a 2x +y —z=4-2(-1)
-x +y tz=-1-1+14+41=-1 (-1 1 1| -1 E;

2x +y + z=2 2+1+1= 2 2 1 1 2 | E; =E, +2E;

2x +y —z=6 2+1-1=6 2 1 -1l 6/ E3=E;3—2E
-1 1 1] -1 E; -1 1 1] -1

0 3 3 0 E; =E; 0 3 3 0 |;

0 3 1 4/E3=E;—E;\0 0 -—-21 4

E3 =>-2z=4;z=-2;

E, => 3y + 3z = 0; sustituyoz = -2,y = 2

Ei=> —x+y+z=—-1sustituyoz=-2;y=2;x=2-2+1=1;
x=1y=2,z=-2;

Otra forma es calcularlo partiendo de los valores de x,y ,z obtenidos

-3 3D
(x= z—cjz &S 2-(D (x= 37
Param=—1{ 8+2asustltuyoa——1{ 8+2(— 1){ 6 2
y: y — = — =
2= 1 3
k z=—2a k z=—(2 )kz -

Ejercicio

m 1 2
DadalamatrizZ=| 2 m 0
-1 0 3

a) Determinar el rango de Z en funcion del valor de m
b) Calcular Z(6Z~! + Z!); donde t indica la matriz transpuesta param = 0
Solucién

a) Determinar el rango de Z en funcion del valor de m

m 1 2 m 1 2
2 m 0 ]=>]12 m 0]=0; sihacen 0 el determinante la matriz es indeterminada
-1 0 3 -1 0 3
—2+4./22—4+3 % (=6 —-2++72
3m?+2m—-6=0;m= ( );susraicesson;m=—;
2%3 6
—2++/72 -2-+/72 _
param # 3 ym# 5 el rango de la matriz es 3
—2++/72 -2-+/72 _
param = 3 ym= 5 el rango de la matriz es 2

b) Calcular Z(6Z~* + Z*); donde t indica la matriz transpuesta

0 1 2 0 1 2
2 0 0|=>|Al= 0 0|=-6
-1 0 3 -1 0 3

1
La matriz Inversa A~ = —* (A")*

|4l

14(30)



0 1 2 0 -6 0 0 -3 0
Z=<2 0 O);Z*=<—3 +2—1);(Z*)t=(—6 +2 +4)
-1 0 3 0 +4 -2 0o -1 -2

-1 =2
0o 1 2 (0 -3 0 0 2 -1
Z(6Z—1+Zf)=(2 0 0> 6 —E<—6 +2 +4> +<1 0 0)
-1 0 3 0o -1 =2 2 0 3
0 1 2 0 +3 0 0 2 -1
Z(6Z‘1+Zt)=(2 0 0> (+6 —2—4)+<1 0 0>
-1 0 3 0+1 +2 2 0 3
0 1 2 0 +5 -1
Z(6Z‘1+Zt)=(2 0 0><7 -2 —4)=
-1 0 3/\2 +1 5
0x0+1%x7+2%2 0x5+1(-2)+2+1 0(—1)+1(—-4)+2%5

2%0+0%x74+0%2 2x54+0*(=2)+0x*(—4) 2(-1)+0x(—4)+0=x5 =
D*04+0%7+3*2 (D *54+0(=2)+3+*1 DED+0x(—4)+3+%5

1 0 6
Z(6Z‘1+Zt)=(0 10 —2)
6 —2 16
Ejercicio

} ) ) 3x2+2x—1
Considera la funcion real de variable real f(x) = ——

a) Calcula la ecuacion de la recta tangente a f(x) enx = 3.

b) Calcula el area del recinto delimitado por el eje x,1a curva f(x) ylasrectas x =1y x = 2

Solucién
3x%2+2x—1
f(x) = — la tangente tendra la forma y = mx +n
§ 6x+2)x—103x2+2x—-1) 6x%2+2x—3x2—-2x+1 3x*+1
m:f(x) = 5 = 5 = 5 ;
X x X
parax=3; m=f(x) = %,
260 _
2 | 3t +2x—1
la tangente serd y = g Xtn == = -
18 /| 4
en el punto x = 3; 1 i
o 2IH6-1_ 32 ISRyl 4
ANNY 3 ~3° = 10
f/ x=|2
y=gxtn ! 20
xF1
tit > 3+ 2 28 2. te serd y = oy 4 o
=> — = —x . = — - — == = — -

sustituyo 379 n;n= ——— = latangente serdy = X + 2

b) Calcula el area del recinto delimitado por el eje x,1a curva f(x) ylasrectas x =1y x = 2

23x2 4 2x — 1 2 1 3x2 2
J- —dX=J- (3X+2——)dX= —+2x—lnx =
1 X 1 X 2 )

3 22 3 *12 3 21
= +2x2—-In2— +2x+x1-In1 =6+4—ln2—5+2—1n1=7—(ln2+ln1)
21 21 23x2 +2x— 1 21
——(n2%1)=——-1n2; f—dx=——ln2
2 2 1 X 2
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9. Ejercicio

x=2A+1

=2

Dadas las rectasr; = [ y=A+2 2 = {X_—i—xy++yzz 1
z=-A+3

a) Determunar la ecuacion del plano que contiene las dos rectas.
b) Determinar la distancia entre las dos rectas
Solucién

a) Determinar la ecuacion del plano que contiene las dos rectas.

x=A+1 —
Dadas lasrectasr; = { y=A+2 2 = {X_-I-Xy++ Z=_12
z=—-A+3 y

a) metodo para hallar el vector director de la recta

_ {X+y+z=2
27 x+y=1

_ O+y+z=2 (y+z=2 .. _
parax=0, { VISP Sy =121 5= 01

_ Xx+0+z=2 (x+z=2_ _ .. o _ o a4 _
paray =0, {—x+0=1 '{x=—1'X_ L 2=34=0103)

n=0-(-1,1-01-3)=(11,-2)
b) otro metodo para hallar el vector director de la recta

k
0
1

S DG Y D

i
-1
1

x=t—1 x=t—1
Con el vector director de la recta (1,1, —=2)y un punto (—1,0,3); r, = [ y=t+0 { y=t
z=-=-2t+3 \z=-2t+3

x=A+1 x=t—1 A+l1=t—-1 A—t=-2
rN=yy=A+2 1, y=t interseccion A+2=t =>{A-t=-2
z

z=—-A+3 ==2t+3 —A+3=-2t+3 —-A+2t=0
{}\_tz K sumo la primera y la segunda t = —2;
-A+2t=0 ’

sustituyoA—t=—-2=>1=—4

x=A+1 x=—-4+1 X = -3
punto decorteeny y=A+2 =>4 y=—4+2 y=-2
z=-A+3 z=—(—4)+3 \z=7
X =X, +u A+ v
Ecuacion del plano (x4, Yo, 20) + (Uq, uz, uz)d + (vy, v, v3)u ; {y =Y, + Ul + vy
zZ=12,+usd+vzu
x==-34+11+1p (x=-34+1+yu
xv,z) =(-3,-27)+(1,1,-2)A+ (1,1, -Du; {y =-2+4+11+1pu {y =-24+1+pu
z=7-21-1u z=7=-21—u

Prueba

Hallamos la ecuaciongeneral del plano

x=-3+1+u x+3=4+A+u

{y= —2+ A+ pecuacion general y+2 =+A+pu
z=7=21~-pu z—7=-21—u
x+3 1 1

y+2 1 1
z—7 -2 -1

x+3)1-@+2)1+(Zz-7)0=x4+3-y—-24+0=x—y+1=0;

hadeser0=>(x+3)(_12 _11)—(}""2)(_12 _11)"'(2_7)(} }):

ecuaciondel planox—y+1=10

16(30)



Comprobamos si la recta estd incluida en el plano

x=A+1
ry=9y=A+2 Planox—y+1=0
z=-1+3

12 El Producto escalar de los vectores directores es 0, Vector del plano vector de la recta perpendiculares
(1,-1,0)(1,1,—-1) =1 — 1 — 0 = 0; perpendiculares

12 El punto estd incluido en el plano

Un punto de larectaserd (1,2,3);parax =1=> 1—y+1=0=>y =2,secumple

Comprobamos si la recta estd incluida en el plano

x=t—1
Iy y=t Planox —y+1=0
z=-2t+3

12 El Producto escalar de los vectores directores es 0, Vector del plano vector de la recta perpendiculares
(1,-1,0)(1,1,-2) =1 — 1 — 0 = 0; perpendiculares
12 El punto estd incluido en el plano

Un punto de la recta sera (=1,0,3);parax =—-1=> -1 -y +1=0=>y = 0,se cumple

10. Ejercicio
Se fumiga una plantacion de zanahorias con un producto toxico. Se sabe que la cantidad de producto
que absorbe una zanahoria en mg es una variable aleatoria con distribuccion normal de media 4 y
desviacion tipica 2.
Se considera que una zanahoria est4 contaminada si ha absorbido mas de 6,4 mg del producto toxico
a) Calcular la probabilidad de que una zanahoria elegida al azar haya sido contaminada en el proceso d
de fumigacion
b) Si elegimos al azar 5 zanahorias. ; Cual es la probabilida de que hay una contaminada?
Solucién
a) Calcular la probabilidad de que una zanahoria elegida al azar haya sido contaminada en el proceso d
de fumigacion

Ditrubuccion de probabilidad normal estandar

a — distribucccion normal media
P(x>a)=P(Z> — — )
desviacion tipica

6,4 —

4
P(x> 64) = P(Z > ) =1-P(Z<12)=1-0,8849 =0,1151;

segun la tabla de distribuccion normal P(Z > 1,2 ) = 0,8849

b) Si elegimos al azar 5 zanahorias. ; Cual es la probabilida de que hay una contaminada?

5
P(A=1) = (1) % (0,1151)(0,1151)* = 0,352876
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3 Examen 2019 C

1. Ejercicio
a) Hallar las ecuaciones parametricas de la recta r que pasa por el punto (1,2,0)y que es perpendicular
alplanopy; =x—-2y—-3=0
b) Calcular la distancia del punto (1, —1,0)al plano
¢) Determinar el vector proporcional al (3,0,4)que pertenece al plano p, =x—y—z=1
Solucion
a) Hallar las ecuaciones parametricas de la recta r que pasa por el punto (1,2,0)y que es perpendicular
alplanop; =x—2y—3=0

Si es perpendicular al plano p; = x — 2y — 3 = 0, su vector director r; = (1,—2,0)

x=1A+1
r{ = y=—2}\+2
z=0xA+0

b) Calcular la distancia del punto P(1,—1,0)al planopy =x—2y—3 =0
|Ax1 + Byl + CZl + Dl
VA% + B? 4+ (?
1#1)—2%(-1)+0%x0-3 1+2+0-3 0
distanciade(Pau1)=|( ) S |=| |=—=0;

V12 + (—2)2 + 02 V5 V5

el Punto pertenece al plano => distancia es 0;

distanciade (P al) =

Prueba

El punto P(1,—1,0) pertenece al plano si cumple el plano x — 2y — 3 = 0 sustituyo x,y, z
=>1-2(-1)4+0%0-3=0;

¢) Determinar el vector proporcional al (3,0,4) que pertenece al plano p, =x—y—z =1
12 El Producto escalar de los vectores directores es 0

Si pertenece al plano => (3a,0a,4a) * (1,—1,—-1) =0; 3a—0—4a=0; a=0;

el vector (3,0,4) pertenece al plano

2. Ejercicio

Estudiar y resolver el sistema de ecuaciones homogeneo segun los valores de b;

x+by+z=0
x—=2y+Mb-1z=0

x+y+z=0
Solucion
1 b 1 0 E; 1 b 1 0
<1 -2 (b-1 0>E2=E2—E1<0 (-=2-b) b-1-1 0)
1 1 1 0/ E3 =E3 —E; \0 1-b 0 0

1 —b = 0; es incompatible parab = 1;

3. Ejercicio

x+2e7™* Six<0

avl+bx si0<x<1

a) Calcular para que valores de ay b la funcion es continuaenx = 0

Dada la funcion f(x) {

b) Calcular para que valores de a y b la funcion es deribable en x = 0

Solucion
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a) Calcular para que valores de a y b la funcion es continuaenx = 0

{ x+2e7* Six<0

. Para ver si es continua hallamos el limite de la funcion
avl+bx si0<x<1

por la derecha e izquiera de 0

lim x+2e™* =2

x--0

limoa\/I +bx=avl=a=2;
xX—>—

dado que el limite por derecha e izquierda es igual, la funcion es continua
b) Calcular para que valores de a y b la funcion es deribable en x = 0

x+2e7* Six<0

av1l+ bx siO<x<1;

hallamos la dereivada de la funcion f(x){

_ 2
o 1—2e™* enx=0=>1—I= —1_ ab_ .
FGo = ab 0 ab ab _>7__1'
——— enx=0,——x==—
2v/1 + bx 21 2
a=2 2
ab => b = —=;b = —1la funcion es derivable ena =2yb = -1
7=—1;ab=—2; 2
\ %
\ s x+ 2el* Six=0
F Ll@;)l —= TR -
. 2 ~
-1 1
4. Ejercicio
Calcular los limites:
i (2 +x)e* i x2—4x+4 i 5x*—2x2+6
@) #30 X+ COSX )xl_rg x2 —4 ) oo x* 12019
Solucion
\ (2+x)e"_(2+0)e°_2*1_2
a)xl—%x+cosx_0+coso_ 1
N x2—4x+4_22—4*2+4_4—8+4_ i determinad
)xl_)n% 24 - CYR— — —Olneermmao
oo xP—4x+4 L x=2)(x—-2) C(x=2) o0
lim————= lim = =—=0
-2 x2—4 -2(x—2)(x+2) x2x+2) 4
_—(—4)i,/(—4)2—4*1*4_41\/16—16_4.{X=2
x= 2+1 = 2 "2 k=2
5x* 2x% 6
i 5X4_2X2+6—'dt ado i & X T
c) lim 12010 = indeterminado lim =—7— =0
x*F T x4
= lim ———=
X—00 1+2?{}9
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5. Ejercicio

Siay b son numero reales, se considera la matriz A = (bz i_ 1 _al)

a) para que valores de ay b es inversible la matriz A
b) calcular lainversade Aparaa=1yb = —1;
Solucion

a) para que valores de ay b es inversible la matriz A

1
La matriz Inversa A~ = —x (A")*

|4l

|| =2+ 0D =0a7 b2 1= 022 b2 = -1

zhﬂi1

Lla matriz tiene inversa para cualquier valor de a y b pues nunca puede valer—1

b) calcular lainversade Aparaa=1yb = —1;
_ 1 -1\ _ (1 -1
A=(enier 1)=G )
|1 -1 — 3.
|A|_|2 1|_1+2_3,
(1 =2\ (1 1
A_(1 1)’(A)_(_2 1)
1 1
1 1,1 1 3 3
1 -1 - At =_ =
La matriz Inversa A |Al*(A) 3(_2 1) 21
3 3

6. Ejercicio

0 -1 0
Consideremos lamatrizA= [ 0 0 -1
-1 0 0

a) calcular A? ; A3 AS
b) calcular A? ; Es inversible la matriz A2°1° ;
Solucion

a) calcular A? ; A3 AS

0 -1 0 0 -1 0 0 0 1
A= 0 0 -1 )x{0 0 -1/|=(1 0 O
-1 0 0 -1 0 0 01 0

0 0 1 0 -1 0 -1 0 0
A3=<1 0 0>*(0 0 —1)=<0 -1 O>=—I
01 0 -1 0 0 0 0 -1
0 0 1\¢0 0 1 01 0
A4=<1 0 0>(1 0 O)=(0 0 1)
01 0/\0 1 0 1 0 0
01 0 0 -1 0 0 0 -1
A5=<O 0 1>(0 0 —1)=(—1 0 O>
1 0 0/\-1 0 0 0 -1 0
0 0 -1 0 -1 0 1 0 0
A6=<—1 0 0)(0 0 —1)=(0 1 O)
0 -1 0 -1 0 0 0 0 1
0 1 0\s0 1 O 0 0 1
A8=<O 0 1>(0 0 1)=(1 0 O)
1 0 0/\1 0 O 01 0
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b) calcular A~* ; Es inversible la matriz A%0%°
1

=—x (A5
A

0
1),
0

La matriz Inversa A~?!

Al = -1

0 -1 0 01
A=10 0 -1);A=|0 0
-1 0 0 10

0 0 1
(ANt = (1 0 o>
01 0

1 0 0 1 0 0 -1
LamatrizlnversaA‘1=—<1 0 0)=(—1 0 0)

1% 1 o

0 -1 0 0 0 -1 1 0 O
Prueba=(0 0 —1)(—1 0 O>=<O 1 O>=I
-1 0 0 0 -1 0 0o 0 1

Es inversible la matriz A2°1° Si es inversible pues es la matriz identidad

Ejercicio
ax’+b Six<3

Dada la funcion f(x) {Ln (x—2) six>3

a) Calcular valores de ay b para que la funcion se derivable en x = 3;

Solucion

f(x):{ ax?+b Six<3 x= —bax’*+b Six<3
Ln(x—2) six=>3 Ln(x—2) six=>3
Lin%(ax2+b)= 9a+b

li1r31, Ln (x—2) = 0; para que sea continua9a+b =0
n—

comprobamos si es continua f(x) = [

f(x) = ax? + b; f'(x) = 2ax; parax = 3; f'(x) = 6a

1 sera derivable paraa = 1/6
f(x) =Ln(x—2);f(x) = 5 parax= 3; fx)=1 P /

a=1/6 9 . . N
{9a+b=0 6+b—0,b— 9/6,valoresa—6,b— 3

h it =;’ axf + B Sik <3
3 b =2 a3
\ ra
N\ —
\\ 1 (i
5 5 -1 5N -l b I O A
P M
2
=
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8. Ejercicio

Calcular los limites:

i (x-1)?* 0 i Ln(x + 1)
@) path sen(x— 1)’ ) i Jx
Solucion
—1)? 1-1)2
a) lim x—1) ( ) = — Indeterminado

x>1sen(x — 1) - sen(1—1) 0

. S f . f(x)
Aplicamos regal del ’Hopital )l(zgg(x) = )l(l_r)gg,(x)

x—1)2 . 2*1*()(—1)_0_O
x>isen(x—1) x-1l#cos(x—1) 1

o Lnx+1) (0+1) oo | )
b) lim = =5 indeterminado

x>0 \/} \/E

. i A CONNNY §C))
Aplicamos regal del ’"Hopital alcl—tﬁg(x) = )lcllgg,(x)

1 1
Ln(x+1) | x¥1 .. 2vx .. 2(x)z2
Pt VX = Jim =7 —;%x+1—}1_1&x+1

2Vx
como el exponente del denominador crece mas rapido que el numerado
. Ln(x+1) _
e I

9. Ejercicio
Dados los planos de ecuacione py = 2x+y—z+2=0ypu, =2x+2y+2z—-2=0
a) Hallar las ecuaciones parametricas de la recta interseccion entre ambos planos
b) Calcular la ecuacion del plano paralelo al plano p; que pasa por el punto P(2,—1,1)
Solucion

W =2x+y—-z+2=0p,=2x+2y+22—-2=0

hallo los vector normal 1y (2,1, —1); vector normal al plano 1;(2,2,2)

ik
producto vectorial de los vectores normales ¥ = i, *ji; = |2 1 —1f=
2 2 2
i j k
2 1 —1|=2i—2j+4k — 2k — 4j + 2i = 4i — 6] + 2k; vector director de larecta t = (4,—6,2)
2 2 2

para hallar la recta necesito un punto P de la misma; como pertenece a los planos hallo un

punto de ellos ,para un valor de la variable por ejemplo x = 0;

2x+y—z+2=0 _>{0+y—z+2=0 {+y -z =-2 E; =2E
2x+2y+22—-2=0" " 0+2y+2z—-2=0 (+2y+2z=2 E,
2y—2z=-4 _
{2y+22=2 4y =

x=0;{

2iy = - sustit O
jy = —gisustituyoeny —z=2 —5—z=-27= 3; (0, 2.2)

X = 4\
= —6\ !
la ecuacion de la recta sera y=7o4" 2
3
k z=2\+ E

La ecuacion de la recta puede ser distinta pero el vector director tiene que ser el mismo
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b) Calcular la ecuacion del plano paralelo al plano p; que pasa por el punto P(2,—1,1)

Calcular la ecuacion del plano paralelo al plano p; = 2x+y —2z+ 2 = 0 y que pasa por el punto
P(2,-1,1)

para ello hallo el vector nomal al plano dado que seréd el mismo que el del plano pedido

El vector normal serd i = (2,1,—1); Py(2, —1,1)y un punto cualquiera P,(x,y, z)

ﬁ;= x-2y+1,z-1)

El vector pedido sera v = ﬁ xy = (x—2,y+1,z—1)(2,1,-1)=0
Vv=2x—-2)+1+xy+1)—-1z-1)=2x—4+y+1—-z+1=0

V=2x+y—z—4=0;
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4 Examen 2019D

1. Ejercicio
x> =5
3+x

Dada la funcién f(x) =

a) Determinar sus asintotas

o

b) Determinar sus extremos relativos

Solucion 26

a) Determinar sus asintotas )

Asintota vertical

X2 -5 2 e ol
f(x) = ———;la funcion se anula enx = —3 9 ——
3+x 7 6 5 4 R =1 2 5
q N - v|=x— 3
Asintota vertical en x = =3 L 10
Asintota Horizontal
oo = =5 lcularlo hall il
X) = ; para calcularlo hallamos
3+x P
el limite de la funcion cuando x tiende a + oo
. x?=5 . x?—5 X ,
lim,,_,_ T TPy lim,_ 40 T =t luego no hay asistots horizontales
X X

Asintota Oblicua

La asintota oblicua es unarectay = mx + n

f)
Ha de cumplirse quem = lim —; n= lim f(x) — mx;
n-+o X n-+
x> -5
. 34+x . Xz =5 L Nn . 2
m= lim = lim — dividimos numerador y denominador por x
n-to X n-oztoo x4 + 3x
2
X 5 5
2T At
lim &——= lim =1m=1
n—»iooX_ E n—-+oco 1 + §
X2 + X2 X

(x2 -5)—x%— 3x>

. . X’ —5 .
n= lim f{x) —mx;n= lim —1x) = lim
n-+oo n-+oo X+ 3

n—+oo x+3 n-to \ X+
5
_3 —
lim 3X =-3;
ere| 142
X

La asintota oblicua es unarectay = x — 3

b) Determinar sus extremos relativos

2 _

x“ =5

f(x) = T x hallamos la derivada e igualamos a 0 para ver los puntos criticos
2x(x+3)—1(x% -5

f(x) = ( )~ 1( )=0;2x(x+3)—1(x2—5)=0; 2x2 +6x— x>2+5=0

(x+ 3)?

—6+V6Z2—4x1+5 —6+V16 Ly e
2+1 T T AT T YEm
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pueden ser maximos o minimos parax = —=5;y = —10

Calculo a la izquiera y derecha parax = =5
parax = —6;y = —10,33333; para x = —4;y = —11 => que este punto es un maximo
Calculo a la izquiera y derecha parax = —1y = —2 => que este punto es un minimo
Ejercicio
—X +y +z =2
a) Resuelva el sistema de ecuaciones { X +2 —-mz =4
2x  +my -2z =m+1

b) Encuentre el valor o valores de m para los cuales el sistema es incompatible

Solucion

—X +y +z =2
a) Resuelva el sistema de ecuaciones param=1;{ X +2y -mz =4

2x  +my -2z =m+1
-1 1 1 2 -1 1 1] 2 E; -1 1 1 ]2
1 2 -1 4 1 2 —-1|4)E=E+E |0 3 0| 6/
2 1 -2 1+1 2 1 -2 2/ Ez3 = E3 —2E; \0 3 0 6
3y=6y=2;
—x+y+z=2 . —x+2+z=2(—x +z=0

sustituyo el valor de =2;{ { X =

{x+2y—z=4 Y y x+4—z=4 -z=0 z

Se cumple para todo valor de R x = z; y = 2; sistema compatible indeterminado;

b) Encuentre el valor o valores de m para los cuales el sistema es incompatible

—X +y +z =2
{ X +2 —mz =4
2x  +my -2z =m+1
-1 1 1 2 E, -1 1 1 2
<1 2 —m 4 >E2=E2+E1(0 3 1—m 6 )
2 m -2 m+ 1/ E3 =E3 +2E; \0 2+ m 0 44+m+1
2+my=4+m+Ly2+m)=5+m; _2tm
m)y = m+ 1y m) = my =S
Param # —2 el sistema es compatible indeterminado ;
-1 1 1 2 E; -1 1 1 2
<1 2 —m 4 >E2=E2+E1(0 3 1—m 6 )
2 m -2 m+ 1/ E3 =E3 +2E; \0 2+ m 0 44+m+1
Sutit Es 24+ m)y=m+5; _mt3
utituyo en E; m)y =m+5y=——
. ) m+5
Sutituyo en E, 3y+ (1 —m)z = 6; sustituyo y => 3 e +(1-m)z=6
+5 gmt> +5
m mT2 m
=>3 1-mz=62z=6- -Dte_g_ 3~
y=>3 g tmz=6z a—m) m+2)(1-m)
_ 3(m +5)
= (m+2)(1 —m)
. m+5 3(m+5)
Sutituyo en E; —X+y+z=2;x=y+z—2;x=—2+m+2+ _(m+2)(1—m);
m+5 3(m+5)
Xx=4+

m+2 (m+2)(1—m)
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Compruebo que estas formulas son correctas param = 1;y dan el mismo resultado

((oq, M5 3m+5) 145  3(1+5)
™  mr2 mra-m |*T T Tr2 T @r2a-D
amm_l{ _m+5 { 145
P Yo m+2 Y= 1+2
| ~ 3(m +5) | ~ 3(1+5)
L m+2a-m \ A+20d-1)
1+5 3(1+5
x=4+7—%(_ 145
I L i
y== 6 {Y—Z.
331+5 L y=372 L =-o
= _¥ Z =6—0o
3x0

3. Ejercicio
Dados los puntos A(—1,0,2); B(—2,1,0) y C (0,5,1)se pide:
a) Calcular el area del triangulo que tiene por vertices los puntos ABC
b) Comprobar que el triangulo que tiene por vertices los puntos ABC es rectangulo e identificar el angulo
Solucion
a) Calcular el area del triangulo que tiene por
vertices ABC

Calculo los vectores:

AB (-2 - (-1),1-0,0-2) = (-1,1,-2)

AC (0 —(-1),5-0,1—2) = (1,5,—1)

BC(0—(-2),5—1,1—0) = (2,4,1)

Los vectores no son proporcionales luego no esta alineados

El modulo del producto vectorial de AB A AC = area del paralelogramo ABDC:
i j k
-1 1 -2
1 5 -1

=i(-1+10)—j(1+2) + k(=5 —1) = 9i — 3j — 6k

1 1
EV126 = 511,225 =5,6125

b) Comprobar que el triangulo que tiene por vertices los puntos ABC es rectangulo e identificar el angulo

1 — 1
El Area del triangulo ABC = E|AB AAC| = 5\/92 +(=3)2 + (—6)2 =

Si dos vectores forman un angulo recto su producto escalar ha de ser 0:
AB*AC = |A_B)| * |R| Cos oz siaa = 90;cosa = 0;
AB*AC=(-11,-2)*(1,5-1)=-1+5+2=6

ABx BC=(-1,1,-2)(-241)=-2+4-2=0;

el angulo recto es el formado por ABx BCenel punto B

ACx BC=(1,5,-1)(-24,1) = —2+20—-1=17
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4. Ejercicio

En una sociedad deportiva el 60% de los socios son mujeres y el 40% hombres. Se estan planteando
la posibilidad de construir una nueva pista de tenis. E1 70% de los hombres se declara favorable a la
construccion, mientras que la opinion favorable desciende al 50% en el caso de las mujeres.

a) Seelige al azar un socio .

¢ Cual es la probabilidad de que sea favorable favorables a la construccion
) 0,70
a la construccion? =5
Hombre 7
b) Siun socio es favorable a la construccion . 704 encontrade la construccion
—0,30

¢ Cual es la probabilidad de que sea mujer?

Solucion S -
~a favorables construccion
a) Seelige al azar un socio . Mujer 0,50
0,6
¢ Cual es la probabilidad de que sea “._en contra de la construccion
"\n,50

favorable a la construccion?

P(sea favorable a la construccion ) = P(H) * P(H|construccion) + P(M) * P(M|construccion)

P(sea favorable a la construccion ) = 0,4 * 0,7 + 0,5 x 0,6 = 0,28 + 0,3 = 0,58; 58%

C) Siun socio es favorable a la construccion .
¢ Cual es la probabilidad de que sea mujer?
P(M|construccion) * P(M)
P(H) * P(H|construccion) + P(M) * P(M|construccion)
0,5%0,,6 0,3 0,3

i = —3 = = = 0,
P(M|construccion) 07-04705:06 028403~ 058 0,52 =>51,72%

P(M|construccion) =

5. Ejercicio

Un pequefio agricultor quiere vender su cosecha de manzanas a un hipermercado. El gerente del
hipermercado solamente quiere adquirir 1000 kilos y pagar por ello 1000 euros. Pero esta dispuesto
a comprar una cantidad mayor a cambio de que el agricultor acepte una pequerfia rebaja en el precio.
Amigablemente, se ponen de acuerdo en aplicar la siguiente férmula que expresa la cantidad de euros
(¥) que recibira el agricultor en funcién de la cantidad de kilos (x) que excedan de los 1000 kilos
suministrados:

%2 2000
= 1000 - 1100
X X500
a) ¢Qué cantidad recibira el agricultor
si suministra 1100 kilos? ;Y si
suministra 12007 ;Y si suministra
13007

1300

1500

1000

b) ;Cudl es la maxima cantidad de
euros que puede obtener el agricultor?

ZaU ‘\\

¢;Cuantos Kilos debe suministrar para

obtener dicha cantidad méaxima 500

Solucion

‘\\\\\
kS

400 600 800 1000 1200

a) ¢(Qué cantidad recibira el agricultor si 0
suministra 1100 kilos? 0 - 200

;Y si suministra 12007 ;Y si suministra 1300

2

100
Suministrando 1100; y = 1000 + 100 — 00
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2

200
Suministrando 1200; y = 1000 + 200 — 00

2
500

b) ¢Cuadl es la maxima cantidad de euros que puede obtener el agricultor?

=1120

Suministrando 1300; y = 1000 + 300 — =1120

¢;Cuantos Kilos debe suministrar para obtener dicha cantidad maxima

x? ) ) 2x * 500 2x * 500
y =1000 +x—ﬁ;hallo laderivada y=1—(———;0=1- (—)

5002 5002 /)’
1= (M) ;500% = 2x * 500; x = i = 250; Habra un maximo o minimo en x = 250
5002 /)’ ’ 2 %500 ’
Parax = 250; y = 1000 +x — il Yy = 1000+250—2—02 =1125

500 500

La maxima contidad en eueos que puede conseguir y = 1125

Ejercicio

Dadas las matrices A = (g cll) yB= (_53 —23)

a) Calcular la matriz inversa de B

b) Sabiendo que el determinante de la matriz AB = a — 9, Calcular el valor de A

¢) Determinar le rango de la matriz A en funcién del parametro a

Solucion

a) Calcular la matriz inversa de B
1

— %

i3] (B

La matriz Inversa B™! =
Bl = |_53 _23|=10—9=1,-
= (5 5)=6 3
=)

1 1 2 3 2 3
; -1 _ Nt p-1 — _ _
La matriz InversaB™* = 1Bl * (B*)Y, B 1 * (3 5) (3 5)

b) Sabiendo que el determinante de la matriz AB es igual a — 9. Calcular el valor de a

5 - 10-3 —6+2 7 —4
A*Bz(g i)*(—3 23)=(15—3a —9:2a)=(15—3a —9+2a)
|1523a _9‘f2a| =-9= —63+14a+ 60 — 12a = —63 + 60 + 14a — 12a;
—9= -3+42a —-6=2a a= —g=—3;a=—3

¢) Determinar le rango de la matriz A en funcién del parametro a

Calculo el determinante de la matriz A = (g cll)

|§ 611| = 2a — 3;igualo a 0 para ver el rango en funcion que esto valga 0 ;2a — 3 = 0;
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Discriminacion :

=> 2a — 3 # 0;lo cual indica que el rango de la matriz A = 2
=> 2a — 3 = 0;lo cual indica que el rango de la matriz A < 2

3
paraa = 7 Elrango de la matrizes 1
Ejercicio
Dados los vectores U = (0,4,3) yV = (2,—1,2) . Se pide
a) Hallar le producto escalar de los vectores 3y b definidos como 3= G+ vy b= i — ¥;

b) Hallar el producto vectorial de b * ¢ donde & = 24

Solucion

a) Hallar le producto escalar de los vectores 3y b definidos como 3= G+ vy b= 1 — ¥
d=d+ v;da=(043)+(2,—-1,2) =(23,5); a=(2,3,5)

b=1td- v b=(043)—(2,-12) = (-251); b= (-2,5,1)

Producto escalar 3% b = (2%(—-2)+3%«5+5+«x1= —4+15+5 =16;

b) Hallar el producto vectorial de bX ¢ donde & = 24

b = (-2,5,1);
2= 20 =2((04,3) = (0,8,6); ¢ = (0,8,6);
. ij ok
Producto vectorialbX¢é=|-2 5 1 [=(30—8)i—12j+ (—16k) = 22i+ 12j— 16k;
0 8 6

el vector b X ¢ sera (22,12,16)

Ejercicio
En un experimento aleatorio se conocen los siguientes datos relativos a los sucesos Ay B:
P(A) = 0,6;P(B) = 0,5y P(AUB) = 0,8. Se pide:
a) Calcular P(ANB)P(A|B);
b) ¢ Son independientes los sucesos Ay B?;
¢) ¢ Son incompatibles los sucesos Ay B?;
Solucion
a) Calcular P(ANB); P(A|B);
P(ANB) = P(A) + P(B) — P(AUB); P(ANB) = 0,6 + 0,5 — 0,8 = 0,3; P(ANB) = 0,3;

P(ANB 03
P(AIB) = %; P(A|B) = 05 =06
P(BNA 0,3
P(B|A) = %; P(B|A) = 0E = 0,5
__. P(ANB)
P(A|B) = N8

b) ¢ Son independientes los sucesos Ay B?;
Si fueran independientes se cumpliria que P(A|B) = P(A);
Dado que 0,6 = 0,6 => son independientes
Comprobamos para P(B|A) = P(B);
Dado que 0,5 = 0,5 => son independientes
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¢) ¢ Son incompatibles los sucesos Ay B?;
Dos sucesos son incompatibles si P(ANB) = 0;

Como en nuestro caso P(ANB) = 0,3 no son incompatibles

P(ANB) = P(A) *P(B) = (1—P(A))(1—P(B)) = 04%05=102;
PB)=1-P(B)=1-05=05

__ P(ANB) 0,2
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