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1 Examen 2019 A 
1. Ejercicio 

a)  Halle la ecuacion del plano que es perpendicular a la recta r (x, y, z) = (1 + 2t, −t, 2t ) 

 y que contiene al punto P(3, −1,2) 

b)  Halle la distancia del punto P(7, −2, −6 )a la recta r = (5 + 2t, 2 + 2t, −1 + t) 

c) Hallar el area del paralelogramo con vertices en los puntos O(0,0,0), 𝑃ଵ(1,2,3), 𝑃ଶ(1,1,1)y Q(2,3,4) 

Solución 

a)  Halle la ecuacion del plano que es perpendicular a la recta r (x, y, z) = (1 + 2t, −t, 2t ) 

𝑟 =  ൝
𝑥 = 1 + 2𝑡;

𝑦 = −𝑡;
𝑧 = 2𝑡;

  𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑣⃗ = (2, −1 , 2) 

Si el plano es perpendicular  a la recta tendra el mismo 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟𝑣ሬ⃗ = (2, −1 , 2) 

𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 + 𝐷 = 0;  2𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 + 𝐷 = 0  𝑐𝑜𝑚𝑜 ℎ𝑎 𝑑𝑒 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑒𝑛𝑒𝑟 𝑎𝑙 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 P(3, −1,2) 

Cumplirá la ecuacion del plano . Sustituyo 

2 ∗ 3 − 1 ∗ (−1) + 2 ∗ 2 + 𝐷 = 0;  6 + 1 + 4 + 𝐷 = 0; ; 𝐷 = −11 

𝐸𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝑠𝑒𝑟á 2𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 − 11 = 0  ;   

 

b)  Halle la distancia del punto P(7, −2, −6 )a la recta r = (5 + 2t, 2 + 2t, −1 + t) 

 

𝐻 =
ห𝑃௥𝑃ሬሬሬሬሬሬ⃗ ∗   vሬ⃗ ห

| vሬ⃗ |
 

vሬ⃗ = (2,2,1) 

𝑃𝑟𝑃ሬሬሬሬሬሬ⃗ = (7 − 5, −2 − 2, −6 − (−1) = (2, −4, −5) 

 

 

ห𝑃௥𝑃ሬሬሬሬሬሬ⃗ ∗   vሬ⃗ ห =  อ
𝑖             𝑗           𝑘  
2            2           1
2        − 4   − 5

อ =   𝑖 ቚ
  2           1
−4   − 5

ቚ − 𝑗 ቚ
  2          1
2   − 5

ቚ +  𝑘 ቚ
  2          2
2      − 4

ቚ =  −6𝑖 + 12𝑗 − 12𝑘 

ห𝑃௥𝑃ሬሬሬሬሬሬ⃗ ∗   vሬ⃗ ห =  ඥ(−6)ଶ + (+12)ଶ + (−12)ଶ = √36 + 144 + 144 = √324 = 18 

 | vሬ⃗ | = ඥ(2)ଶ + 2ଶ + (1)ଶ = 3; 

𝐻 =
ห𝑃௥𝑃ሬሬሬሬሬሬ⃗ ∗   vሬ⃗ ห

| vሬ⃗ |
=

18

3
= 6 

 

c) Hallar el area del paralelogramo con vertices en los puntos O(0,0,0), 𝑃ଵ(1,2,3), 𝑃ଶ(1,1,1)y Q(2,3,4) 

𝑂𝑃1
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ =   (1 − 0,2 − 0,3 − 0) = (1,2,3) 

𝑂𝑃2
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ =   (1 − 0,1 − 0,1 − 0) = (1,1,1) 

OQሬሬሬሬሬ⃗ = (2,3,4) 

Dado que 𝑂𝑃1
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ + 𝑂𝑃2

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ =  OQሬሬሬሬሬ⃗  ;  (1,2,3) + (1,1,1) = (2,3,4)𝑒𝑠𝑡𝑜𝑠 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜𝑠 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑎𝑛 𝑢𝑛 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑜𝑔𝑟𝑎𝑚𝑜 

𝐸𝑙 𝑎𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑜𝑔𝑟𝑎𝑚𝑜 = 𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑐𝑡𝑜 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟𝑖𝑎 𝑑𝑒 𝑂𝑃ଵ
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ∗  𝑂𝑃ଶ

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  

ห𝑂𝑃ଵ
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ∗   𝑂𝑃ଶ

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ห =  อ
𝑖             𝑗           𝑘  
1           2            3
1          1             1

อ =   𝑖 ቚ
  2      3
1      1

ቚ − 𝑗 ቚ
  1        3
1        1

ቚ +  𝑘 ቚ
  1     2
1      1

ቚ =  −1𝑖 + 2𝑗 − 1𝑘 

ห𝑂𝑃ଵ
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ∗   𝑂𝑃ଶ

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ห =  ඥ(−1)ଶ + (+2)ଶ + (−1)ଶ = √1 + 4 + 1 = √6 
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2. Ejercicio 

a)  Halle la valor minimo de f(x) = 3x +
12

x
cuando x > 0; 

b)  Halle න
3x

2x + 1
dx

ସ

଴

 

c) Halle  lim
௫→଴

(1 − cos x)(1 + cosx)

3x senx
 

Solución 

a)  Halle la valor minimo de f(x) = 3x +
12

x
cuando x > 0; 

f´(x) = 3 −
12

xଶ
 igualamos a 0 =>  𝑓´(x) = 3 −

12

xଶ
= 0;  

3xଶ − 12

xଶ
= 0;  3xଶ − 12 = 0; x = 2 

El valor minimo será en x = 2;   f(x) = 3x +
12

x
;  f(2) = 3 ∗ 2 +

12

2
= 6 + 6 = 12; f(2) = 12; 

b)  Halle න
3x

2x + 1
dx

ସ

଴

;   𝑖𝑛𝑡𝑒𝑛𝑡𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑟 𝑙𝑎 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑙 𝑒𝑛 𝑢𝑛𝑎 𝑑𝑒𝑙 2º 𝑡𝑖𝑝𝑜 𝐿𝑛 

  

3x

2x + 1
= 3 

x

2x + 1
 multiplico numerador y denominador por 2 =

3

2
 

2 ∗ x

2x + 1
  

para que el numerador quede como el denominador  sumo y resto 1 al numerador  

3

2
 
(2x + 1) − 1

2x + 1
=  

3

2
൬ 

2x + 1

2x + 1
−

1

2x + 1
൰ =  

3

2
൬ 1 −

1

2x + 1
൰ =

3

2
−

3

2
∗

1

2x + 1
 

න
3x

2x + 1
dx

ସ

଴

= න
3

2
−

3

2
∗

1

2x + 1
dx

ସ

଴

=  න
3

2
dx

ସ

଴

− න
3

2
∗

1

2x + 1
dx

ସ

଴

=
3

2
(න 1dx

ସ

଴

−
3

2
න

1

2x + 1
dx

ସ

଴

= 

ቂ
ଷ

ଶ
𝑥 −

ଷ

ଶ
𝐿𝑛 (2x + 1)ቃ

଴

ସ
=

ଷ

ଶ
∗ 4 −

ଷ

ଶ
𝐿𝑛 (2 ∗ 4 + 1) = 6 −

ଷ

ଶ
𝐿𝑛 9; 

න
3x

2x + 1
dx

ସ

଴

= 6 −
3

2
Ln 9 

 

c) Halle  lim
௫→଴

(1 − cos x)(1 + cosx)

3x senx
=  

(1 − cos x)(1 + cosx)

3x senx
=

1ଶ − (cos x)ଶ

3x senx
=

1 − (cos x)ଶ

3x senx
 ; dado que (cos x)ଶ + (sen x)ଶ = 1 => 

1 − (cos x)ଶ

3x senx
=

(sen x)ଶ

3x senx 
=

sen x  

3x
 

lim
௫→଴

(1 − cos x)(1 + cosx)

3x senx
= lim

௫→଴

sen x  

3x
=

1

3
lim
௫→଴

senx

x
 ;  lim

௫→଴

senx

x
 es un limite especial = 1 => 

lim
௫→଴

(1 − cos x)(1 + cosx)

3x senx
= lim

௫→଴

sen x  

3x
=

1

3
∗ 1 =

1

3
 ;  lim

௫→଴

(1 − cos x)(1 + cosx)

3x senx
=

1

3
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3. Ejercicio 

a)  Halle la matriz inversa de ቀ
5 −1

−6 2
ቁ ; 

b)  discuta la resolubilidad del siguiente sistem segun los valores de λ 

൝

𝑥          +  𝑦     + 𝑧 =  −3
−2𝑥  − 4𝑦    + 3𝑧 = 16
2𝑥     + 2𝑦    + λ𝑧 = −4

  

c) resolver el sistem del apartado anterior para λ = 3; 

Solución 

a)  Halle la matriz inversa de ቀ
5 −1

−6 2
ቁ ; 

A =  ቀ
5 −1

−6 2
ቁ ;    La matriz Inversa Aିଵ =

1

|𝐴|
∗  (A∗)୲;  

|𝐴| = 10 − 6 = 4;  

A∗ = ቀ
2 6
1 5

ቁ ; 

(A∗)୲ = ቀ
2 1

6 5
ቁ   ;  

   La matriz Inversa Aିଵ =
1

|𝐴|
∗  (A∗)୲ =

1

4
ቀ

2 1

6 5
ቁ 

b)  discuta la resolubilidad del siguiente sistem segun los valores de λ 

൝

𝑥          +  𝑦     + 𝑧 =  −3
−2𝑥  − 4𝑦    + 3𝑧 = 16
2𝑥     + 2𝑦    + λ𝑧 = −4

  

൭ 
1                1           1    
−2      − 4             3   
2                2            λ   

อ   
−3
16
−4

൱ 

Eଵ

Eଶ = Eଶ + 2Eଵ

Eଷ = Eଷ − 2Eଵ

=> ൭ 
1                1               1    
0          − 2                 5   

0               0            λ − 2   
อ   

−3
10

−4 + 6;
൱  

λ − 2 = −4 + 6; λ − 2 = 2; =>  𝜆 ≠ 2;  𝑃𝑢𝑒𝑠 𝑝𝑎𝑟𝑎 λ = 2 el sistema es incompatible  

c) resolver el sistem del apartado anterior para λ = 3; 

൝

𝑥          +  𝑦     + 𝑧 =  −3
−2𝑥  − 4𝑦    + 3𝑧 = 16
2𝑥     + 2𝑦    + λ𝑧 = −4

   = ൭ 
1                1               1    
0          − 2                 5   

0               0            λ − 2   
อ   

−3
10

−4 + 6;
൱ ;   para =  λ = 3   

1x                1y               1z =  −3    
0          − 2y                 5 z = 10  

0               0            (3 − 2)Z = 2   
=> 

z = 2;  

−2y + 5 z = 10 ;  −2y + 5 ∗ 2 = 10; y = 0; 

 𝑥 +  𝑦 + 𝑧 =  −3;  𝑥 + 0 + 2 = −3; 𝑥 =  −5; 

 

4. Ejercicio 

En una encuesta sobre redes sociales en España determina que el 56% usa YouTube, el 35% usa 
Twiter y el 21% no usa ni  YouTube ni Twiter 

a) ¿ Cual es la posibilidad de que al elegir al azar un usuario lo sea de las dos redes  YouTube ni Twiter? ; 

b) Si se sabe que un usuario los es de  Twiter ¿  Cúal es la posibilidad de que lo sea tambien de YouTub? ; 

c) ¿ Cual es la posibilidad de que al elegir al azar dos usuario uno cualquiera los sea de Twiter y el otro no? ; 

Solución 

a) ¿ Cual es la posibilidad de que al elegir al azar un usuario lo sea de las dos redes  YouTube ni Twiter? ; 

𝑃(𝐴⋂𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) −  𝑃(𝐴𝑈𝐵); 𝑃(𝑇𝑖𝑡𝑒𝑟⋂𝑌𝑜𝑢𝑡𝑢𝑏𝑒) = 0,56 + 0,35 − 0,79 = 0,12 
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b) Si se sabe que un usuario los es de  Twiter ¿  Cúal es la posibilidad de que lo sea tambien de YouTube? ; 

𝑃(𝑇𝑤𝑖𝑡𝑒𝑟|𝑦𝑜𝑢𝑡𝑢𝑏𝑒) =
𝑃(𝑇𝑤𝑖𝑡𝑒𝑟⋂𝑦𝑜𝑢𝑡𝑢𝑏𝑒)

𝑃(𝑦𝑜𝑢𝑡𝑢𝑏𝑒)
=

0,12

0,35
= 0,34285 

c) ¿ Cual es la posibilidad de que al elegir al azar dos usuario uno cualquiera los sea de Twiter y el otro no? ; 

𝐸𝑙 𝑝𝑟𝑖𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑠𝑒𝑎 𝑑𝑒 𝑇𝑤𝑖𝑡𝑒𝑟𝑦 𝑒𝑙 2º 𝑛𝑜 =>   𝑃 (1º𝑡𝑤𝑖𝑡𝑒𝑟) ∗ 𝑃൫2º 𝑁𝑜 𝑠𝑒𝑎 𝑑𝑒 𝑡𝑤𝚤𝑡𝑒𝑟തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത ൯ = 

0,35 ∗ 0,65 = 0,2275 

𝐸𝑙 2ºº 𝑠𝑒𝑎 𝑑𝑒 𝑇𝑤𝑖𝑡𝑒𝑟𝑦 𝑒𝑙 1º 𝑛𝑜 =>   𝑃 (2º𝑡𝑤𝑖𝑡𝑒𝑟) ∗ 𝑃൫1º 𝑁𝑜 𝑠𝑒𝑎 𝑑𝑒 𝑡𝑤𝚤𝑡𝑒𝑟തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത ൯ = 

0,65 ∗ 0,35 = 0,2275 

𝑃(𝑢𝑛 𝑢𝑠𝑢𝑎𝑟𝑖𝑜 𝑠𝑒𝑎 𝑡𝑤𝑖𝑡𝑒𝑟) = 0,2275 + 0,2275 = 0,455 

 

5. Ejercicio 

a) Hallar la distancia del origen al plano 2x + y + 4 = 7 

b) Hallar el punto de la recta r = (x, y, z) = (t, 5 − t, −1 + t) mas proximo al origen 

c) ¿ dados los puntos o(0,0,0). 𝑃ଵ(0,1,1), 𝑃ଶ(2,0,1)y  𝑃ଷ(3,1,0) Hallar el volumen del paralelepipedo  

del que sus aristas son 𝑂𝑃ଵ
തതതതത, 𝑂𝑃ଶ

തതതതത, 𝑂𝑃ଷ
തതതതത,   

Solución 

a) Hallar la distancia del origen al plano 2x + y + 4z = 7 

𝐷𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑑𝑒 𝑢𝑛 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑃(𝑥ଵ, 𝑦ଵ, 𝑧ଵ)𝑦 𝑒𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝜆 = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 + 𝐷 = 0 

𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑑𝑒 (𝑃  𝑎 𝜆 ) =
|𝐴𝑥ଵ + 𝐵𝑦ଵ + 𝐶𝑧ଵ + 𝐷|

√𝐴ଶ + 𝐵ଶ + 𝐶ଶ
 

distancia de (P  a λ ) =
|2 ∗ 0 + 1 + 0 ∗ 4 ∗ 0 − 7|

√2ଶ + 1ଶ + 4ଶ
=

|−7|

√4 + 1 + 16
=

7

√21
 

si quiero quitar fracciones 
7

√21
=  

7√21

√21√21
=  

7√21

21
=

√21

3
 

b) Hallar el punto de la recta  r = (x, y, z) = (t, 5 − t, −1 + t) mas proximo al origen 

Vdሬሬሬሬ⃗ r = (1, −1,1);   Un plano perpendicular a la recta será 𝜆 = 1𝑥 − 1𝑦 + 1𝑧 + 𝐷 = 0;  

Si ha de pasar por el origen (0,0,0) 𝜆 = 1 ∗ 0 − 1 ∗ 0 + 1 ∗ 0 + 𝐷 = 0; => 𝐷 = 0 

plano perpendicular a la recta λ = x − y + z = 0 

interseccion recta plano = r = (x, y, z) = (t, 5 − t, −1 + t) y   λ = x − y + z = 0 

r = (x, y, z) = (t, 5 − t, −1 + t) ൝
x = t

y = 5 − t
z = −1 + t

  Sustituyo en el plano  

𝜆 = 𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 0 => 𝑡 − (5 − 𝑡) + (−1 + 𝑡) = 0; 𝑡 − 5 + 𝑡 − 1 + 𝑡 = 0; 3𝑡 − 6 = 0; 𝑡 = 2 

para t = 2 ൝
x = 2

y = 5 − 2; y = 3
z = −1 + 2; z = 1

     El punto pedido será (2,3,1) 

 

c) ¿ dados los puntos o(0,0,0). 𝑃ଵ(0,1,1), 𝑃ଶ(2,0,1)y  𝑃ଷ(3,1,0) Hallar el volumen del paralelepipedo  

del que sus aristas son 𝑂𝑃ଵ
തതതതത, 𝑂𝑃ଶ

തതതതത, 𝑂𝑃ଷ
തതതതത, 

      𝑂𝑃ଵ
തതതതത = (0,1,1) − (0,0,0) = (0 − 0, 1 − 0,1 − 0) = (0,1,1) 

 𝑂𝑃ଶ
തതതതത = (2,0,1) − (0,0,0) = (2 − 0, 0 − 0,1 − 0) = (2,0,1) 

 𝑂𝑃ଷ
തതതതത = (3,1,0) − (0,0,0) = (3 − 0, 1 − 0,0 − 0) = (3,1,0) 

𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑛 = 𝑙𝑎𝑑𝑜 ∗ 𝑙𝑎𝑑𝑜 ∗ 𝑙𝑎𝑑𝑜 = อ
0 1 1
2 0 1
3 1 0

อ = 0 + 2 + 3 − 0 − 0 − 0 = 5 
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6. Ejercicio 

Sea f(x) = (2x + 3)e
୶
ଶ  

a) Hallar los puntos criticos de f(x) 

b) Decida si f(x)tienen extremos absolutos o extremos relativos y en su caso obténgalos. 

c) Halle න f(x)dx
ଶ

଴

 

Solución 

a) Hallar los puntos criticos de f(x). Para eso hallamos la priemera derivada 

f(x) = (2x + 3)e
୶
ଶ;  f´(x) = 2 ∗ e

୶
ଶ + ቀ

x

2
ቁ ´e

୶
ଶ  ∗ (2x + 3) = 2 ∗ e

୶
ଶ +

1

2
∗ e

୶
ଶ  ∗ (2x + 3) = 

2 ∗ e
୶
ଶ + e

୶
ଶ  ∗ ൬x +

3

2
൰ = e

୶
ଶ ൬ 2 + x +

3

2
൰ = e

୶
ଶ  ൬x +

7

2
൰ igualamos 0 para ver los puntos criticos   

e
୶
ଶ  ൬x +

7

2
൰ = 0; =>  𝑥 +

7

2
= 0; x =  −3,5 

b) Decida si f(x)tienen extremos absolutos o extremos relativos y en su caso obténgalos. 

 

 

 Dando valores vemos que a la derecha e izquierda del punto critico la funcion crece. Luego no hay 

 maximos relativos. Hay un minimo absoluto en x =  −3,5 

c) Halle න f(x)dx
ଶ

଴

 

න (2x + 3)e
୶
ଶ

ଶ

଴

dx ; 𝑎𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑙𝑎 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑐𝑖𝑜𝑛 𝑝𝑜𝑟 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑒𝑠 

න(2x + 3)e
୶
ଶdx 

u = (2x + 3);   derivamos  du = 2dx 

𝑑𝑣 = e
୶
ଶ dx;   integramos = න 𝑑𝑣 = න e

୶
ଶ dx;  𝑣 = 2e

୶
ଶ 

Aplicamos la formula න 𝒖 𝒅𝒗 = 𝒖 𝒗 − න 𝒗𝒅𝒖  =>  න 𝑢 𝑑𝑣 = (2x + 3)2  e
୶
ଶ − න 2e

୶
ଶ 2𝑑𝑥 = 
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න 𝑢 𝑑𝑣 = (2x + 3)2 ∗  e
୶
ଶ − න 2e

୶
ଶ ∗ 2 𝑑𝑥 = (2x + 3)2 ∗ e

୶
ଶ − න 4e

୶
ଶ 𝑑𝑥 = (2x + 3)2 ∗ e

୶
ଶ  − 4(2e

୶
ଶ ) 

(2x + 3)2 ∗  e
୶
ଶ −  4 ቀ2e

୶
ଶ ቁ = (4x + 6) ∗  e

୶
ଶ −  8e

୶
ଶ =  e

୶
ଶ( 4x + 6 − 8) = e

୶
ଶ(4x − 2) 

න (2x + 3)e
୶
ଶ

ଶ

଴

dx = ቂe
୶
ଶ(4x − 2)ቃ

଴

ଶ

 = e
ଶ
ଶ(4 ∗ 2 − 2) − e

଴
ଶ(4 ∗ 0 − 2) = 6e + 2 

න (2x + 3)e
୶
ଶ

ଶ

଴

dx = 6e + 2 

 

7. Ejercicio 

Dada la matriz A =  ൭
2 −5 𝜆
0 −1 2
2 0 1

൱  se pide hallar: 

a) El determinante de la matriz A 

b) El valor de λ para el que la matriz A no tiene inversa. 

c) Matriz inversa de A cuando  𝜆 = 10 

Solución 

a) El determinante de la matriz A 

A =  ൭
2 −5 𝜆
0 −1 2
2 0 1

൱ Hallamos el determinante y vemos si hay valores de 𝜆 

อ
2 −5 𝜆
0 −1 2
2 0 1

อ =  −2 − 20 + 0 + 2 𝜆 = −22 + 2𝜆; 𝑙𝑎 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 𝑛𝑜 𝑡𝑖𝑛𝑒 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎  𝑠𝑖 𝑒𝑙 𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑡𝑒 𝑒𝑠 0 

−22 + 2𝜆 = 0; 𝜆 = 11   

b) El valor de λ para el que la matriz A no tiene inversa. 

La matriz no tiene inversa para λ = 11   

c) Matriz inversa de A cuando  𝜆 = 10 

La matriz Inversa Aିଵ =
1

|𝐴|
∗  (A∗)୲; 

|𝐴| = อ
2 −5 10
0 −1 2
2 0 1

อ =  −2 − 20 + 0 + 2 ∗ 10 =  −2; 

A = ൭
2 −5 10
0 −1 2
2 0 1

൱ ; A∗ = ൭
−1 +4 2
5 −18 10
0 −4 −2

൱  

(A∗)୲ = ൭
−1 5 0

4 −18 −4

2 10 −2

൱ 

Aିଵ =
1

−2
൭

−1 5 0
4 −18 −4
2 10 −2

൱  = ൮

1

2
−

5

2
0

−2 9 2
−1 −5 1

൲ 
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8. Ejercicio 

Se sabe que en un lote muy grande de bombillas, el 5% son defectuosas. 

a) ¿ Cuál es la probabilidad de que al extraer al azar dos bombillas del lote ninguna sea defectuosa. 

b) ¿ Cuál es la probabilidad de que al extraer al azar cuatro bombillas almenos una se adefectuosa. 

c) Si se extrraen 200 bombillas del lote, ¿ Cuál es la probabilidad de que ocho o mas sean adefectuosas. 

Solución 

Regla de la multiplicación La regla de la multiplicación es un proceso que se utiliza cuando se quiere 
calcular la probabilidad de que 2 o más sucesos independientes pasen al mismo tiempo.  

𝐏(𝐀) = 𝐏(𝐚) ∗ 𝐏(𝐛) ∗ 𝐏(𝐜) … … .∗ 𝐏(𝐧) 

a) ¿ Cuál es la probabilidad de que al extraer al azar dos bombillas del lote ninguna sea defectuosa. 

Al ser independientes P( al extraer 2 bombillas del lote ninguna sea defectuosa) 

= (1 − 0,5)(1 − 0,5) = 0,9025 

b) ¿ Cuál es la probabilidad de que al extraer al azar cuatro bombillas almenos una se adefectuosa. 

pueden ser defectuosa la 1ª , 2ª ,3ª o la 4ª o o puebe haber 1,2, 3 o las cuatro malas 

La probabilidad de que no haya ninguna mala =  (1 − 0,05)ସ = ,000000000619 

P(de que no haya ninguna bombilla de las 4 mala) = (1 − 0,12)ଵ଴ = 0,81450625 

P(de que haya almenos una mala) = 1 − (1 − 0,05)ସ = 0,18549375  

c) Si se extrraen 200 bombillas del lote, ¿ Cuál es la probabilidad de que ocho o mas sean defectuosas. 

𝐃𝐢𝐭𝐫𝐮𝐛𝐮𝐜𝐜𝐢𝐨𝐧 𝐝𝐞 𝐩𝐫𝐨𝐛𝐚𝐛𝐢𝐥𝐢𝐝𝐚𝐝 𝐧𝐨𝐫𝐦𝐚𝐥 𝐞𝐬𝐭𝐚𝐧𝐝𝐚𝐫  

El numero de bombillas defectuosas normal X sería;  X = 200 ∗ 0,5 = 10;  

La desviacion tipica  = ඥ200 ∗ 0,5 ∗ 0,95 = 3,08; 

P(x ≥ 7,5 = P ൬Z ≥
7,5 − 10

3,08
൰ = P(Z ≥ −0,81) = 1 − P(Z ≥ 0,81) = 1 − 0,209 = 0,791; 

segun la tabla de distribuccion normal ya que es simetrica respecto a 0 
P(Z ≥ −0,81) = 0,7910; 𝑠𝑒 𝑡𝑜𝑚𝑎 𝑙𝑎 𝑓𝑖𝑙𝑎 0,8 𝑦 𝑙𝑎 𝑐𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛𝑎 0,01 
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2 Examen 2019 B 
 

1. Ejercicio 

Se considera el sistema de ecuaciones lineales en funcion del parametro m 

൝

𝑥             + 𝑦                + 𝑧  = 𝑚 + 3

𝑚𝑥      + 𝑦           (𝑚 − 1)𝑧 = 𝑚
𝑥            𝑚𝑦                    + 𝑧 = 𝑚 

  

a)  Discutir segun los valores de m 

b) resolver para m = −2; 

Solución 

a)  Discutir segun los valores de m 

൝

𝑥             + 𝑦                + 𝑧  = 𝑚 + 3

𝑚𝑥      + 𝑦           (𝑚 − 1)𝑧 = 𝑚
𝑥            𝑚𝑦                    + 𝑧 = 𝑚 

  

൭ 
1                1                  1    
m             1          m − 1   

1         m                    1 
อ   

m + 3
m
m

൱ 
Eଵ

Eଶ = Eଶ − mEଵ

Eଷ = Eଷ − Eଵ

=> ൭ 
1                   1                       1    

0          1 − m          m − 1 − m   
0                m − 1                   0 

อ   

m + 3
m − m(m + 3)
m − (m + 3)

൱ 

൭ 
1                       1                  1           
0             1 − m          m − 1 − m   
0                  m − 1                        0 

อ   

m + 3
m − m(m + 3)
m − (m + 3)

൱ = ൭ 
1            1                  1   

0             1 − m         − 1   
0         m − 1               0 

อ   
m + 3

−m2 − 2m)
−3

൱ 

 

 𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑚 ≠ 1 𝑒𝑙 𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜   

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑚 ≠ 1 𝑒𝑙 𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜   

Despejo  en Eଷ(m − 1)y = −3; y =  −
3

m − 1
 

Despejo  en Eଶ; (1 − m)y − 1z = −mଶ − 2m;  

sustituyo y;  (1 − m)(−
3

m − 1
) − z = −mଶ − 2m;  z = mଶ + 2m + (1 − m)(−

3

m − 1
) 

z = mଶ + 2m −
3 − 3m

m − 1
;    z = mଶ + 2m −

3 − 3m

m − 1
    

Despejo  en Eଵx + y + z = m + 3;  x = m + 3 +
3

m − 1
− mଶ − 2m +

3 − 3m

m − 1
 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑚 = 1 𝑒𝑙 𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑒𝑠 𝑖𝑛𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒    

൭ 
1                       1                  1           
0             1 − m          m − 1 − m   
0                  m − 1                        0 

อ   

m + 3
m − m(m + 3)
m − (m + 3)

൱ sustituyo m = 1;  

൭ 
1                       1                  1           
0             1 − 1          1 − 1 − 1   
0                  1 − 1                        0 

อ   
1 + 3

1 − 1(1 + 3)

1 − (1 + 3)
൱ ൭ 

1           1        1  
0         0    − 1 
0        0         0 

อ    
4

−3
3

൱ 

Despejo  en Eଷ; 0 + 0 + 0 = 3 el sistema es incompatible 

 

b) resolver para m = −2; 

൭ 
1           1             1    

−2          1         − 3   
1        − 2           1 

อ 
1

−2
−2

൱ 

Eଵ

Eଶ = Eଶ + 2Eଵ

Eଷ = Eଷ − Eଵ

=> ൭ 
1           1             1    
0          3         − 1   
0        − 3           0 

อ  
1
0

−3
൱ 

Eଷ;   0x − 3y +  0z = −3;  y = 1 
Eଶ;  dado que y = 1 =>  0x + 3y − z = 0;  3 ∗ 1 − z = 0; 3 − z = 0; z = 3; 
Eଵ;  dado que y = 1; z = 3 =>   𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1; x + 1 + 3 = 1; x = −3; 
Solución x = −3; y = 1, z = 3 
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𝑂𝑡𝑟𝑎 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑎 𝑒𝑠 𝑐𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟𝑙𝑜 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑒𝑛𝑑𝑜 𝑑𝑒 𝑙𝑜𝑠 𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑥, 𝑦 , 𝑧 𝑜𝑏𝑡𝑒𝑛𝑖𝑑𝑜𝑠 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑚 = −2

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧x = m + 3 +

3

m − 1
− mଶ − 2m +

3 − 3m

m − 1

y =  −
3

m − 1

z = mଶ + 2m −
3 − 3m

m − 1

  𝑠𝑢𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑦𝑜 𝑚 = −2 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧x = (−2) + 3 +

3

(−2) − 1
− (−2)ଶ − 2(−2) +

3 − 3(−2)

(−2) − 1

y =  −
3

(−2) − 1

z = (−2)ଶ + (−2) −
3 − 3(−2)

(−2) − 1

  ൝
 x = 1 − 1 − 4 + 4 − 3 = −3; x = −3

 y = 1
z = 4 − 4 + 3 = 3;                  z = 3

  

2. Ejercicio 

Considera las funciones f(x) =  eଶ୶ − 1  

 y  g(x) = x; 

a)  Calcular lim
୶→଴

f(x)

g(x)
 

b) Determinar el area comprendido entre  

el eje horizontal y la recta x = −1y x = 1 

 y la curva f(x) 

Solución 

a)  Calcular lim
୶→଴

f(x)

g(x)
 

lim
୶→଴

eଶ୶ − 1  

x
=

eଶ∗଴ − 1  

0
=

0

0
𝑖𝑛𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜  

Calculamos limite por la derecha lim
୶→ି଴,଴଴଴ଵ

eଶ∗(ି଴,଴଴଴ଵ) − 1  

(−0,0001)
=  2 

Calculamos limite por la izquierda lim
୶→଴,଴଴଴ଵ

eଶ∗଴,଴଴଴ଵ − 1  

0,0001
=  2 

lim
୶→଴

eଶ୶ − 1  

x
= 2 

b) Determinar el area comprendido entre  el eje horizontal y las recta x = −1 y x = 1 y la curva f(x) 

න eଶ୶ − 1
ଵ

ିଵ

dx =  − න eଶ୶ − 1
଴

ିଵ

dx + න eଶ୶ − 1
ଵ

଴

dx 

න eଶ୶ − 1
଴

ିଵ

dx =  ൤
1

2
eଶ୶ − x൨

ିଵ

଴

=
1

2
eଶ∗଴ − 0 − ൬

1

2
eଶ∗(ିଵ)— 1൰ =

1

2
− ൬

1

2eଶ
+ 1൰ =

1

2
−

1

2eଶ
− 1 

− ൬
1

2
+

1

2eଶ
൰ = ℎ𝑎𝑦 𝑞𝑢𝑒 𝑣𝑎𝑚𝑏𝑖𝑎𝑟 𝑒𝑙 𝑠𝑖𝑔𝑛𝑜 𝑝𝑢𝑒𝑠 𝑙𝑎 𝑐𝑢𝑟𝑣𝑎 𝑒𝑠𝑡𝑎 𝑑𝑒𝑏𝑎𝑗𝑜 𝑑𝑒𝑙 𝑒𝑗𝑒 𝑋 

− න eଶ୶ − 1
଴

ିଵ

dx = ൬
1

2
+

1

2eଶ
൰ 

න eଶ୶ − 1
ଵ

଴

dx =  ൤
1

2
eଶ୶ − x൨

଴

ଵ

=
1

2
eଶ∗ଵ − 1 − ൬

1

2
eଶ∗(଴)— 0൰ =

1

2
eଶ∗ଵ − 1 −

1

2
=  

1

2
eଶ∗ଵ −

3

2
 

න eଶ୶ − 1
ଵ

ିଵ

dx =  − න eଶ୶ − 1
଴

ିଵ

dx + න eଶ୶ − 1
ଵ

଴

dx = ൬
1

2
+

1

2eଶ
൰ + (  

1

2
eଶ∗ଵ −

3

2
) 

1

2
+

1

2eଶ
 +

1

2
eଶ −

3

2
=

1

2eଶ
 +

1

2
eଶ − 1 = 0,067667 + 3,694528 − 1 = 2,7621956; 

න eଶ୶ − 1
ଵ

ିଵ

dx = 2,7621956 
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3. Ejercicio 

Dada la función real de variable real    

f(x) =
xଶ + 1

x + 3
  

a)  Calcular sus asintotas 

b) calcula y clasiϐica sus extremos relativos 

Solución 

a)  Calcular sus asintotas 

Asíntota vertical 

f(x) =
xଶ + 1

x + 3
; la funcion se anula en x = −3 

Asintota vertical  en  x = −3 

Asíntota Horiziontal 

f(x) =
xଶ + 1

x + 3
; para calcularlo hallamos el limite de la funcion cuando x tiende a ±  ∞ 

lim
௡→ିஶ

x2 + 1

x + 3
= −∞   𝑦 lim

௡→ାஶ

x2 + 1

x + 3
= +∞  𝑙𝑢𝑒𝑔𝑜 𝑛𝑜 ℎ𝑎𝑦 𝑎𝑠𝑖𝑠𝑡𝑜𝑡𝑠 ℎ𝑜𝑟𝑖𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙𝑒𝑠 

Asíntota Oblicua 

La asintota oblicua es una recta y = mx + n 

 ha de cumplirse que m =  lim
௡→±ஶ

f(x)

x
;  𝑛 =  lim

௡→±ஶ
f(x) − mx; 

m =  lim
௡→±ஶ

x2 + 1
x + 3

x
=  lim

௡→±ஶ

x2 + 1

x2 + 3x
𝑑𝑖𝑣𝑖𝑑𝑖𝑚𝑜𝑠 𝑛𝑢𝑚𝑒𝑟𝑎𝑑𝑟 𝑦 𝑑𝑒𝑛𝑜𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜𝑟 𝑝𝑜𝑟 x2 

lim
௡→±ஶ

x2

x2 +
1

x2

x2

x2 +
3𝑥

x2

= lim
௡→±ஶ

1 +
1

x2

1 +
3
x

= 1; 𝑚 = 1  

𝑛 =  lim
௡→±ஶ

f(x) − mx; 𝑛 =  lim
௡→±ஶ

ቆ
x2 + 1

x + 3
− 1xቇ = lim

௡→±ஶ
ቆ

(x2 + 1) − x2 − 3x

x + 3
ቇ = 

lim
௡→±ஶ

ቆ
x2 + 1 − x2 − 3x

x + 3
ቇ = lim

௡→±ஶ
൬

−3x + 1

x + 3
൰ = 𝑑𝑖𝑣𝑖𝑑𝑜 𝑛𝑢𝑚𝑒𝑟𝑎𝑑𝑜𝑟 𝑦 𝑑𝑒𝑛𝑜𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜𝑟 𝑝𝑜𝑟 𝑥 

lim
௡→±ஶ

ቌ
−3 +

1
x

1 +
3
x

ቍ = −3; 

La asintota oblicua es una recta y = x − 3 

b) calcula y clasiϐica sus extremos relativos 

f(x) =
xଶ + 1

x + 3
 hallamos la derivada  e igualamos a 0 para ver los puntos criticos  

f´(x) =
2x(x + 3) − 1(xଶ + 1)

(x + 3)ଶ
= 0; 2x(x + 3) − 1(xଶ + 1) = 0; 2xଶ + 6x − xଶ − 1 = 0 

xଶ + 6x −  1 = 0; 𝑥 =  
−6 ± ඥ6ଶ − 4 ∗ 1 ∗ (−1)

2 ∗ 1
=  

−6 ± √40

2
; 𝑒𝑠𝑡𝑜𝑠 𝑝𝑢𝑒𝑑𝑒𝑛 𝑠𝑒𝑟 𝑚𝑎𝑥𝑖𝑚𝑜 𝑜 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑜 

𝑥 =  
−6 + √40

2
= 0,162278. , 𝑦 = 0,3333 

 𝐶𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑜 𝑎 𝑙𝑎 𝑖𝑧𝑞𝑢𝑖𝑒𝑟𝑎 𝑦 𝑑𝑒𝑟𝑒𝑐ℎ𝑎  𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 = −0,2 𝑦 = 0,371429 
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𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 = 0,6; 𝑦 = 0,377778 => 𝑞𝑢𝑒 𝑒𝑠𝑡𝑒 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑒𝑠 𝑢𝑛 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑜 

𝑥 =  
−6 − √40

2
= −6,162278; 𝑦 = −12,3246   

𝐶𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑜 𝑎 𝑙𝑎 𝑖𝑧𝑞𝑢𝑖𝑒𝑟𝑎 𝑦 𝑑𝑒𝑟𝑒𝑐ℎ𝑎  𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 = −7 𝑦 = −12,5 

𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 = −5,6; 𝑦 = 12,44628 => 𝑞𝑢𝑒 𝑒𝑠𝑡𝑒 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑒𝑠 𝑢𝑛 𝑚𝑎𝑥𝑖𝑚𝑜 

 

4. Ejercicio 

Considera los siguientes planos    

∏ଵ ൝

𝑥 =  𝜆 + 𝛽 + 1
𝑦 = 𝜆 − 𝛽 + 2

𝑧 = −𝜆 + 𝛽 + 3
    ∏ଶ  𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 2  

 

a)  Determina la posivion relativa de los planos. Si se cortan, determina su interseccion 

b) Deterinar distancia entre el plano  ∏ଶ   y  el Punto P(3,2,1) 

Solución 

a)  Determina la posivion relativa de los planos. Si se cortan, determina su interseccion 

∏ଵ ൝

𝑥 =  𝜆 + 𝛽 + 1
𝑦 = 𝜆 − 𝛽 + 2

𝑧 = −𝜆 + 𝛽 + 3
    ∏ଶ  𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 2  

 

൝

𝑥 =  𝜆 + 𝛽 + 1
𝑦 = 𝜆 − 𝛽 + 2

𝑧 = −𝜆 + 𝛽 + 3
      ൝

𝑥 − 1 =  𝜆 + 𝛽
𝑦 − 2 = 𝜆 − 𝛽

𝑧 − 3 = −𝜆 + 𝛽
      𝐻𝑎𝑙𝑙𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑒𝑙 𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑛𝑡𝑒 อ

𝑥 − 1 + 1 + 1
𝑦 − 2  + 1 − 1
𝑧 − 3  − 1 + 1

อ = 0 

(𝑥 − 1) ቀ
1 −1

−1 1
ቁ − (𝑦 − 2) ቀ

1 1
−1 1

ቁ + (𝑧 − 3) ቀ
1 1
1 −1

ቁ = (𝑥 − 1) ∗ 0 − (𝑦 − 2)2 + (𝑧 − 3)(−2) = 

−2𝑦 + 4 − 2𝑧 + 6 = 0; −𝑦 − 𝑧 + 5 = 0   ∏ଵ = −𝑦 − 𝑧 + 5 = 0; 𝑦 + 𝑧 − 5 = 0   

 

൜
∏ଵ         𝑦 + 𝑧 = 5
∏ଶ  𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 2

  𝐶𝑜𝑚𝑜 𝑛𝑜 𝑠𝑜𝑛 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑜𝑟𝑐𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙𝑒𝑠 𝑠𝑒 𝑐𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛 𝑒𝑛 𝑢𝑛𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎  

𝑙𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑑𝑒 𝑐𝑜𝑟𝑡𝑒 𝑠𝑒𝑟á:
 𝑦 + 𝑧 = 5

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 2
𝑟𝑒𝑠𝑡𝑜 𝑙𝑎 1º 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑠𝑒𝑔𝑢𝑛𝑑𝑎 𝑥 = −3 

𝑆𝑢𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑦𝑜  
 𝑦 + 𝑧 = 5

−3 + 𝑦 + 𝑧 = 2
       𝑦 = 5 − 𝑧

      
𝑙𝑎 𝑒𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑠𝑒𝑟á;  

൝
𝑥 =  −3

𝑦 = 5 − 𝑧
𝑧 = 𝑧

      𝑆𝑢𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑦𝑜 𝑧 𝑝𝑜𝑟 𝜆 𝑒𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑠𝑒𝑐𝑐𝑖𝑜𝑛 ൝
𝑥 =  −3

𝑦 = 5 − 𝜆
𝑧 = 𝜆

      

 

b) Deterinar distancia entre el plano  ∏ଶ   y  el Punto P(3,2,1) 

𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑑𝑒 (𝑃  𝑎 𝜆 ) =
|𝐴𝑥ଵ + 𝐵𝑦ଵ + 𝐶𝑧ଵ + 𝐷|

√𝐴ଶ + 𝐵ଶ + 𝐶ଶ
 

𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑑𝑒 (𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 2  𝑎 (3,2,1) =
|1 ∗ 3 − 1 ∗ 2 + 1 ∗ 1 − 2|

√1ଶ + 1ଶ + 1ଶ
=

|2|

√3
=

2

√3
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5. Ejercicio 

Considerar dos sucesos A y B de un experimento aleatorio tales que:    

𝑃(𝐴) = 0,6; 𝑃(𝐵) = 0,5 𝑦 𝑃(𝐴|𝐵) = 0,4 

a)  Determina P(AUB) 

b) Deterinar 𝑃(𝐴|𝐵ത)   

Solución 

a)  Determina P(AUB) 

𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑐𝑖𝑜𝑛𝑎𝑑𝑎  𝑃(𝐴|𝐵) =  𝑃(𝐴⋂𝐵)/𝑃(𝐵) 

𝑃(𝐴|𝐵) =  𝑃(𝐴⋂𝐵)/𝑃(𝐵)𝑠𝑢𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑖𝑚𝑜𝑠;   𝑃(𝐴⋂𝐵) = 𝑃(𝐴|𝐵) ∗ 𝑃(𝐵);  

𝑃(𝐴⋂𝐵) = 0,4 ∗ 0,5 = 0,2 

P(AUB) = P(A) + P(B) − 𝑃(𝐴⋂𝐵) = 0,6 + 0,5 − 0,2 = 0,9 

b) Deterinar 𝑃(𝐴|𝐵ത) 

𝑃(𝐴|𝐵ത) =  𝑃(𝐴⋂𝐵ത)/𝑃(𝐵ത)𝑠𝑢𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑖𝑚𝑜𝑠;  

𝑃(𝐵ത) = 1 − 𝑃(𝐵) = 0,5 

𝐷𝑎𝑑𝑜 𝑞𝑢𝑒  𝑃(𝐴⋂𝐵ത) = 𝑃(𝐴) − (𝐴⋂𝐵)𝑠𝑢𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑦𝑜 𝑒𝑛 𝑙𝑎 𝑒𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛  

𝑃(𝐴|𝐵ത) =  
 𝑃(𝐴) − (𝐴⋂𝐵)

𝑃(𝐵ത)
=   

 0,6 − 0,2

0,5
= 0,8 

 

6. Ejercicio 

Considerar el sistema de ecuaciones lineales para el valor de a:    

൝

𝑎𝑥             + 𝑦         + 𝑧  = 2 + 3𝑎                 
2𝑥         + 𝑦               𝑧      = 2                              
2𝑥           + 𝑦     + 𝑎𝑧 = 4 − 2𝑎                        

  

a) Discutir para valores de a   

b) Resolver para a = −1   

Solución 

a) Discutir para valores de a   

𝑐𝑜𝑚𝑜 𝑒𝑛 Eଶ 𝑛𝑜 ℎ𝑎𝑦 𝑎 𝑐𝑎𝑚𝑏𝑖𝑜 𝑙𝑎𝑠 𝑑𝑜𝑠 𝑝𝑟𝑖𝑚𝑒𝑟𝑎𝑠 𝑓𝑖𝑙𝑎𝑠 𝑙 𝑙𝑎 ൝

2𝑥         + 𝑦               𝑧          = 2  
𝑎𝑥             + 𝑦         + 𝑧  = 2 + 3𝑎 

2𝑥           + 𝑦        + 𝑎𝑧     = 4 − 2𝑎 

  

൝
2     + 1        + 1 = 2             
𝑎      + 1         + 1 = 2 + 3𝑎
2     + 1          + 𝑎 = 4 − 2𝑎

      ൭ 
2      1        1 
a      1       1  
2      1      a

อ   
2

2 + 3a
4 − 2a

൱ 

Eଵ

Eଶ = Eଶ −
a

2
Eଵ

Eଷ = Eଷ − Eଵ

ቌ 

2              1            1   

0     1 −
a

2
      1 −

a

2
  

0          0          a − 1

ቮ   

2

2 + 3a −
2a

2
4 − 2a − 2

ቍ 

Para a ≠ 1 el sistema es compatible indeterminado    

Eଷ(a − 1)z = 2 − 2a;  => 𝑧 =
2 − 2a

𝑎 − 1
=  

−2(a − 1)

𝑎 − 1
; 𝑧 = −2; 

Eଶ;
2 − a

2
y +

2 − a

2
z =

4 + 6a − 2a

2
;  sustituyo z;  

2 − a

2
y +

(2 − a)

2
(−2) =

4 + 4a

2
=> 

(2 − 𝑎)𝑦 + (−4 + 2𝑎) = 4 + 4𝑎; (2 − 𝑎)𝑦 = 4 + 4𝑎 + 4 − 2𝑎 = 8 + 2𝑎; 𝑦 =  
8 + 2𝑎

2 − 𝑎
 

Sustituyo es Eଵ2x + y + z = 2; 2x +
8 + 2𝑎

2 − 𝑎
− 2 = 2; 2𝑥 = 2 + 2 −

8 + 2𝑎

2 − 𝑎
=

4(2 − 𝑎) − (8 + 2𝑎)

2 − 𝑎
; 

𝑥 =
8 − 4𝑎 − 8 − 2𝑎

2(2 − 𝑎)
=

−6𝑎

4 − 2𝑎
; 𝑥 =  

−3𝑎

2 − 𝑎
 

𝑥 =  
−3𝑎

2 − 𝑎
  , 𝑦 =  

8 + 2𝑎

2 − 𝑎
;   𝑧 = −2  
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para a = 1 el sistema es Incompatible  

൝
2     + 1        + 1 = 2             

1      + 1         + 1 = 2 + 3 ∗ 1
2     + 1          + 1 = 4 − 2 ∗ 1

      ൭ 
2      1        1 
1      1       1  
2      1      a

อ   
2
5
2

൱ 

Eଵ

Eଶ = Eଶ − Eଵ

Eଷ = Eଷ − Eଵ

൭ 
2              1            1   
−1          0           0   

0          0          0
อ   

2
3
2

൱ 

Eଷ; 0 = 2 => 𝑐𝑜𝑚𝑜  0 no puede ser igual a 2 el sistema es incompatible 

 

b) Resolver para a = −1   

൝

𝑎𝑥             + 𝑦         + 𝑧  = 2 + 3𝑎 
2𝑥         + 𝑦               𝑧      = 2       
2𝑥           + 𝑦     + 𝑎𝑧 = 4 − 2𝑎 

𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑎 = −1  ൝

−𝑥             + 𝑦         + 𝑧  = 2 + 3(−1) 
2𝑥         + 𝑦               𝑧      = 2       

2𝑥           + 𝑦    − 𝑧 = 4 − 2(−1) 

  

൝

−𝑥    + 𝑦   + 𝑧  = −1 
2𝑥   + 𝑦   +   𝑧 =  2 

2𝑥   + 𝑦  − 𝑧 =  6 

  ൝
−1 + 1 + 1 = −1

2 + 1 + 1 =    2
2 + 1 − 1 = 6

      ൭ 
−1     1        1 
2      1       1  
2      1     − 1

อ   
−1
2
6

൱ 

Eଵ

Eଶ = Eଶ + 2Eଵ

Eଷ = Eଷ − 2Eଵ

 

൭ 
−1      1        1 
0      3       3  
0     3       1

อ   
−1
0
4

൱

Eଵ

Eଶ = Eଶ

Eଷ = Eଷ − Eଶ

൭ 
−1      1        1 
0      3       3  
0     0      − 2

อ   
−1
0
4

൱ ; 

Eଷ => −2𝑧 = 4; 𝑧 = −2; 

Eଶ => 3𝑦 + 3𝑧 = 0; 𝑠𝑢𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑦𝑜 𝑧 = −2; 𝑦 = 2 

Eଵ =>  −𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = −1 𝑠𝑢𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑦𝑜 𝑧 = −2; 𝑦 = 2; 𝑥 = 2 − 2 + 1 = 1; 

𝑥 = 1, 𝑦 = 2, 𝑧 = −2; 

𝑂𝑡𝑟𝑎 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑎 𝑒𝑠 𝑐𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟𝑙𝑜 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑒𝑛𝑑𝑜 𝑑𝑒 𝑙𝑜𝑠 𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑥, 𝑦 , 𝑧 𝑜𝑏𝑡𝑒𝑛𝑖𝑑𝑜𝑠 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑚 = −1

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑥 =  

−3𝑎

2 − 𝑎

𝑦 =  
8 + 2𝑎

2 − 𝑎
z = −2

  𝑠𝑢𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑦𝑜 𝑎 = −1

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑥 =  

−3(−1)

2 − (−1)

𝑦 =
8 + 2(−1)

2 − (−1)
z = −2

 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑥 =  

3

3
= 1

𝑦 =
6

3
= 2

z = −2

  

7. Ejercicio 

 Dada la matriz Z = ൭
  m      1        2 
  2      m       0 
−1     0      3

൱   

a) Determinar el rango de Z en funcion del valor de m  

b) Calcular Z(6𝑍ିଵ + 𝑍௧); donde t indica la matriz transpuesta para m = 0  

Solución 

a) Determinar el rango de Z en funcion del valor de m 

൭
  m      1        2 
  2      m       0 
−1     0      3

൱ =>  อ
  m      1        2 
  2      m       0 
−1     0      3

อ = 0;  si hacen 0 el determinante la matriz es indeterminada 

3𝑚ଶ + 2𝑚 − 6 = 0; 𝑚 =  
−2 ± ඥ2ଶ − 4 ∗ 3 ∗ (−6)

2 ∗ 3
; 𝑠𝑢𝑠 𝑟𝑎𝑖𝑐𝑒𝑠 𝑠𝑜𝑛 ;  𝑚 =  

−2 ± √72

6
; 

𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑚 ≠  
−2 + √72

6
  𝑦 𝑚 ≠  

−2 − √72

6
 𝑒𝑙 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 𝑒𝑠 3 

𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑚 =  
−2 + √72

6
  𝑦 𝑚 =  

−2 − √72

6
 𝑒𝑙 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 𝑒𝑠 2 

b) Calcular Z(6𝑍ିଵ + 𝑍௧); donde t indica la matriz transpuesta 

൭
 0      1        2 
  2      0       0 
−1     0      3

൱ => |𝐴| =  อ
  0      1        2 
  2      0       0 
−1     0      3

อ = −6 

La matriz Inversa Aିଵ =
1

|𝐴|
∗  (A∗)୲ 
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Z = ൭
 0      1        2 
  2      0       0 
−1     0      3

൱ ;  Z∗ =  ൭
0     − 6       0 
−3   + 2 − 1 

 0     + 4      − 2
൱ ; (Z∗)t =  ൭

0     − 3       0 
−6   + 2  + 4 

 0     − 1      − 2
൱ 

Zିଵ =  −
1

6
൭

0     − 3       0 
−6   + 2  + 4 

 0     − 1      − 2
൱ 

Z(6𝑍ିଵ + 𝑍௧) =  ൭
 0      1        2 
  2      0       0 
−1     0      3

൱ ൮6 ቌ−
ଵ

଺
൭

0     − 3       0 
−6   + 2  + 4 

 0     − 1      − 2
൱ቍ + ൭

 0      2   − 1 
  1      0       0 

2     0      3
൱൲  

Z(6𝑍ିଵ + 𝑍௧) =  ൭
 0      1        2 
  2      0       0 
−1     0      3

൱ ቌ൭
0    + 3       0 
+6  − 2 − 4 
 0  +  1     + 2

൱ + ൭
 0      2   − 1 
  1      0       0 

2     0      3
൱ቍ 

Z(6𝑍ିଵ + 𝑍௧) =  ൭
 0      1        2 
  2      0       0 
−1     0      3

൱ ൭
0    + 5      − 1 
7    − 2     − 4 
 2     + 1          5

൱ = 

ቌ

0 ∗ 0 + 1 ∗ 7 + 2 ∗ 2           0 ∗ 5 + 1(−2) + 2 + 1                 0(−1) + 1(−4) + 2 ∗ 5     

2 ∗ 0 + 0 ∗ 7 + 0 ∗ 2          2 ∗ 5 + 0 ∗ (−2) + 0 ∗ (−4)         2(−1) + 0 ∗ (−4) + 0 ∗ 5 
(−1) ∗ 0 + 0 ∗ 7 + 3 ∗ 2          (−1) ∗ 5 + 0 ∗ (−2) + 3 ∗ 1           (−1)(−1) + 0 ∗ (−4) + 3 ∗ 5 

ቍ =  

Z(6𝑍ିଵ + 𝑍௧) = ൭
11       0            6 

0        10        − 2 
6    − 2           16

൱ 

8. Ejercicio 

 Considera la funcion real de variable real f(x) =
3𝑥ଶ + 2𝑥 − 1

x
 

 a) Calcula la ecuacion de la recta tangente a f(x) en x = 3.  

b) Calcula el area del recinto delimitado por el eje x, la curva f(x) y las rectas  x = 1 y x = 2  

Solución 

f(x) =
3𝑥ଶ + 2𝑥 − 1

x
 la tangente tendra la forma  y = mx + n 

m = f´(x) =
(6𝑥 + 2)𝑥 − 1(3𝑥ଶ + 2𝑥 − 1)

𝑥ଶ
=

6𝑥ଶ + 2𝑥 − 3𝑥ଶ − 2𝑥 + 1

𝑥ଶ
=

3𝑥ଶ + 1

𝑥ଶ
; 

para x = 3;   m = f´(x) =
ଶ଼

ଽ
, 

 la tangente será y =
28

9
x + n 

en el punto x = 3; 

y =  f(x) =
27 + 6 − 1

3
=

32

3
; 

y =
28

9
x + n;  

 

 sustituyo =>
32

3
=

28

9
∗ 3 + n;  n =  

32

3
−

28

3
=

4

3
 la tangente será y =

28

9
x +

4

3
 

b) Calcula el area del recinto delimitado por el eje x, la curva f(x) y las rectas  x = 1 y x = 2 

න
3𝑥ଶ + 2𝑥 − 1

x

ଶ

ଵ

dx = න ൬3x + 2 −
1

x
൰

ଶ

ଵ

dx =  ቈ
3𝑥ଶ

2
+ 2x − ln x቉

ଵ

ଶ

= 

=
3 ∗ 2ଶ

2
+ 2 ∗ 2 − ln 2 − ቆ

3 ∗ 1ଶ

2
+ 2 ∗ 1 − ln 1ቇ = 6 + 4 − ln 2 −

3

2
+ 2 − ln1 =

21

2
− (ln 2 + ln 1) 

21

2
− (ln 2 ∗ 1) =

21

2
− ln 2 ;   න

3𝑥ଶ + 2𝑥 − 1

x

ଶ

ଵ

dx =
21

2
− ln 2  
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9. Ejercicio 

Dadas las rectas rଵ = ൝
x = λ + 1
y = λ + 2

z = −λ + 3

            rଶ =  ൜
x + y + z = 2

−x + y = 1
  

 a) Determunar la ecuacion del plano que contiene las dos rectas.  

b) Determinar la distancia entre las dos rectas 

Solución 

a) Determinar la ecuacion del plano que contiene las dos rectas. 

Dadas las rectas rଵ = ൝
x = λ + 1
y = λ + 2

z = −λ + 3

            rଶ =  ൜
x + y + z = 2

−x + y = 1
  

a) metodo para hallar el vector director de la recta 

rଶ =  ൜
x + y + z = 2

−x + y = 1
  

para x = 0,   ൜
0 + y + z = 2

−0 + y = 1
  ;  ൜

y + z = 2
+y = 1

; y = 1, Z = 1;    𝐵 = (0,1,1)   

para y = 0,   ቄ
x + 0 + z = 2

−x + 0 = 1
  ;  ቄ

x + z = 2
x = −1

; x = −1;   Z = 3;   𝐴 = (−1,0,3)   

rଶሬሬሬ⃗ = (0 − (−1), 1 − 0,1 − 3) = (1,1, −2) 

b) otro metodo para hallar el vector director de la recta 

อ
  i       j       k 

 −1      1     0    
1     1     1

อ = 𝑖 ቀ
1 0
1 1

ቁ − 𝑗 ቀ
−1 0
1 1

ቁ + 𝑘 ቀ
−1 1
1 1

ቁ = 1𝑖 + 𝑗 − 2𝑘; rଶሬሬሬ⃗ = ((1,1, −2) 

 

Con el vector director de la recta (1,1, −2)y un punto (−1,0,3); rଶ =  ൝
x = t − 1
y = t + 0

z = −2t + 3
     ൝

x = t − 1
y = t

z = −2t + 3

  

rଵ = ൝
x = λ + 1
y = λ + 2

z = −λ + 3

     rଶ ൝
x = t − 1

y = t
z = −2t + 3

   interseccion ൝
λ + 1 = t − 1

λ + 2 = t
−λ + 3 = −2t + 3

  => ൝
λ − t = −2
λ − t = −2

−λ + 2t = 0 

  

ቄ
λ − t = −2

−λ + 2t = 0
sumo la primera y la segunda   t = −2; 

𝑠𝑢𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑦𝑜 λ − t = −2 => 𝜆 = −4  

punto de corte en ൝
x = λ + 1
y = λ + 2

z = −λ + 3

  => ൝

x = −4 + 1
y = −4 + 2

z = −(−4) + 3

     ൝
x = −3
y = −2
z = 7

  

𝐸𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛 𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 (𝑥௢, 𝑦௢ , 𝑧௢) + (𝑢ଵ, 𝑢ଶ, 𝑢ଷ)𝜆 + (𝑣ଵ, 𝑣ଶ, 𝑣ଷ)𝜇 ; ൝

𝑥 = 𝑥௢ + 𝑢ଵ𝜆 + 𝑣ଵ𝜇
𝑦 = 𝑦௢ + 𝑢ଶ𝜆 + 𝑣ଶ𝜇
𝑧 = 𝑧௢ + 𝑢ଷ𝜆 + 𝑣ଷ𝜇

  

(x, y, z) = (−3, −2,7)) + (1,1, −2)𝜆 + (1,1, −1)𝜇 ; ൝
𝑥 = −3 + 1𝜆 + 1𝜇

𝑦 = −2 + 1𝜆 + 1𝜇

𝑧 = 7 − 2𝜆 − 1𝜇

     ൝
𝑥 = −3 + 𝜆 + 𝜇

𝑦 = −2 + 𝜆 + 𝜇

𝑧 = 7 − 2𝜆 − 𝜇

    

Prueba  

Hallamos la ecuaciongeneral del plano 

൝

𝑥 = −3 + 𝜆 + 𝜇
𝑦 = −2 + 𝜆 + 𝜇
𝑧 = 7 − 2𝜆 − 𝜇

  𝑒𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛 𝑔𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑙 

𝑥 + 3 = +𝜆 + 𝜇
𝑦 + 2 = +𝜆 + 𝜇

𝑧 − 7 = −2𝜆 − 𝜇
 

อ
  x + 3     1        1 
  y + 2      1       1 

z − 7    − 2     − 1
อ ha de ser 0 => (𝑥 + 3) ቀ

1 1
−2 −1

ቁ − (𝑦 + 2) ቀ
1 1

−2 −1
ቁ + (𝑧 − 7) ቀ

1 1
1 1

ቁ = 

(𝑥 + 3)1 −  (𝑦 + 2)1 + (𝑧 − 7)0 = 𝑥 + 3 − 𝑦 − 2 + 0 = 𝑥 − 𝑦 + 1 = 0 ; 

𝑒𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛 𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝑥 − 𝑦 + 1 = 0  
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Comprobamos si la recta está incluida en el plano 

rଵ = ൝
x = λ + 1
y = λ + 2

z = −λ + 3

    Plano 𝑥 − 𝑦 + 1 = 0  

1º El Producto escalar de los vectores directores es 0, Vector del plano vector de la recta perpendiculares 

(1, −1,0)(1,1, −1) = 1 − 1 − 0 = 0; perpendiculares  

1º El punto está incluido en el plano 

𝑈𝑛 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑠𝑒𝑟á (1,2,3); 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 = 1 =>   1 − 𝑦 + 1 = 0 => 𝑦 = 2, 𝑠𝑒 𝑐𝑢𝑚𝑝𝑙𝑒   

Comprobamos si la recta está incluida en el plano 

rଶ ൝
x = t − 1

y = t
z = −2t + 3

    Plano 𝑥 − 𝑦 + 1 = 0  

1º El Producto escalar de los vectores directores es 0, Vector del plano vector de la recta perpendiculares 

(1, −1,0)(1,1, −2) = 1 − 1 − 0 = 0; perpendiculares  

1º El punto está incluido en el plano 

𝑈𝑛 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑠𝑒𝑟á (−1,0,3); 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 = −1 =>  −1 − 𝑦 + 1 = 0 => 𝑦 = 0, se cumple 

 

10. Ejercicio 

Se fumiga una plantación de zanahorias con un producto toxico. Se sabe que la cantidad de producto 

 que  absorbe una zanahoria en mg es una variable aleatoria con distribuccion normal de media 4 y  

desviacion tipica 2. 

Se considera que una zanahoria está contaminada si ha absorbido mas de 6,4 mg del producto toxico 

a) Calcular la probabilidad de que una zanahoria elegida al azar haya sido contaminada en el proceso d 

de fumigación  

b) Si elegimos al azar 5 zanahorias. ¿ Cual es la probabilida de que hay una contaminada? 

Solución 

a) Calcular la probabilidad de que una zanahoria elegida al azar haya sido contaminada en el proceso d 

de fumigación  

𝐃𝐢𝐭𝐫𝐮𝐛𝐮𝐜𝐜𝐢𝐨𝐧 𝐝𝐞 𝐩𝐫𝐨𝐛𝐚𝐛𝐢𝐥𝐢𝐝𝐚𝐝 𝐧𝐨𝐫𝐦𝐚𝐥 𝐞𝐬𝐭𝐚𝐧𝐝𝐚𝐫  

P(x > 𝑎) = P ൬Z >
a − distribucccion normal media 

desviacion tipica
൰  

P(x > 6,4) = P ൬Z >
6,4 − 4

2
൰ = 1 − P(Z < 1,2) = 1 − 0,8849 = 0,1151; 

segun la tabla de distribuccion normal P(Z > 1,2 ) = 0,8849 

b) Si elegimos al azar 5 zanahorias. ¿ Cual es la probabilida de que hay una contaminada? 

P(A = 1) = ൬
5

1
൰ ∗ (0,1151)(0,1151)ସ = 0,352876 
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3 Examen 2019 C 
 

1. Ejercicio 

a)  Hallar las ecuaciones parametricas de la recta r que pasa por el punto (1,2,0)y que es perpendicular 

al plano μଵ = x − 2y − 3 = 0  

b)  Calcular la distancia del punto (1, −1,0)al plano 

c) Determinar el vector proporcional al (3,0,4)que pertenece al plano  μଶ = 𝑥 − 𝑦 − 𝑧 = 1   

Solución 

a)  Hallar las ecuaciones parametricas de la recta r que pasa por el punto (1,2,0)y que es perpendicular 

al plano μଵ = x − 2y − 3 = 0 
Si es perpendicular al plano μଵ = x − 2y − 3 = 0, su vector director rଵሬሬሬ⃗ = ( 1, −2,0) 

rଵ = ൝
x = 1λ + 1

y = −2λ + 2
z = 0 ∗ λ + 0

  

b)  Calcular la distancia del punto P(1, −1,0)al plano μଵ = x − 2y − 3 = 0 

𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑑𝑒 (𝑃  𝑎 𝜆 ) =
|𝐴𝑥ଵ + 𝐵𝑦ଵ + 𝐶𝑧ଵ + 𝐷|

√𝐴ଶ + 𝐵ଶ + 𝐶ଶ
 

distancia de (P  a μଵ ) =
|(1 ∗ 1) − 2 ∗ (−1) + 0 ∗ 0 − 3|

ඥ1ଶ + (−2)ଶ + 0ଶ
=  

|1 + 2 + 0 − 3|

√5
=

0

√5
= 0;  

el Punto pertenece al plano => 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑒𝑠 0;  

Prueba   

El punto P(1, −1,0) pertenece al plano si cumple el plano x − 2y − 3 = 0 sustituyo x, y, z  

=> 1 − 2(−1) + 0 ∗ 0 − 3 = 0;  

c) Determinar el vector proporcional al (3,0,4) que pertenece al plano  μଶ = 𝑥 − 𝑦 − 𝑧 = 1 

1º El Producto escalar de los vectores directores es 0 

Si pertenece al plano => (3a, 0a, 4a) ∗ (1, −1, −1) = 0;   3a − 0 − 4a = 0;  a = 0; 

 el vector (3,0,4) pertenece al plano 

 

2. Ejercicio 

Estudiar y resolver el sistema de ecuaciones homogeneo segun los valores de b; 

ቐ

𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑧 = 0

𝑥 − 2𝑦 + (𝑏 − 1)𝑧 = 0
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0

      

Solución 

൭ 
1           b               1      
1     − 2       (b − 1)  
1        1                1     

อ   
0
0
0

൱ 

Eଵ

Eଶ = Eଶ − Eଵ

Eଷ = Eଷ − Eଵ

൭ 
1                  b               1              
0     (−2 − b)      (b − 1) − 1  
0            1 − b                    0        

อ    
0
0
0

൱  

1 − b = 0; es incompatible para b = 1;  

 

3. Ejercicio 

Dada la funcion f(x) ൜
x + 2eି୶   Si x ≤ 0

a√1 + bx     si 0 < 𝑥 < 1
  

a) Calcular para que valores de a y b la funcion es continua en x = 0 

b) Calcular para que valores de a y b la funcion es deribable en x = 0 

Solución 
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a) Calcular para que valores de a y b la funcion es continua en x = 0 

൜
x + 2eି୶   Si x ≤ 0

a√1 + bx     si 0 < 𝑥 < 1
  Para ver si es continua hallamos el limite de la funcion 

 por la derecha e izquiera de 0 

lim
௫→ି଴

x + 2eି୶ = 2 

lim
௫→ି଴

a√1 + bx = a√1 = a = 2; 

dado que el limite por derecha e izquierda es igual, la funcion es continua 

b) Calcular para que valores de a y b la funcion es deribable en x = 0 

ℎ𝑎𝑙𝑙𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑙𝑎 𝑑𝑒𝑟𝑒𝑖𝑣𝑎𝑑𝑎 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖𝑜𝑛 f(x) ൜
x + 2eି୶   Si x ≤ 0

a√1 + bx     si 0 < 𝑥 < 1
  ; 

 f´(x) =  

⎩
⎨

⎧1 − 2eି୶    en x = 0 => 1 −
2

1
=  −1

ab

2√1 + bx
     en x = 0;

ab

2√1
=

ab

2

  =>
ab

2
= −1;  

൝
a = 2

ab

2
= −1 ;  ab = −2;  

=> 𝑏 = −
2

2
; b = −1 la funcion es derivable   en a = 2 y b = −1 

 

 

4. Ejercicio 

Calcular los limites: 

𝑎)  lim
௫→଴

(2 + x)e୶

x + cosx
;  𝑏)  lim

௫→ଶ

xଶ − 4x + 4

xଶ − 4
      𝑐)  lim

௫→ஶ

5xସ − 2xଶ + 6

xସ + 2019
 

Solución 

𝑎)  lim
௫→଴

(2 + x)e୶

x + cosx
=

(2 + 0)e଴

0 + cos0
=

2 ∗ 1

1
= 2 

𝑏)  lim
௫→ଶ

xଶ − 4x + 4

xଶ − 4
=

2ଶ − 4 ∗ 2 + 4

2ଶ − 4
=

4 − 8 + 4

4 − 4
=

0

0
 indeterminado 

  lim
௫→ଶ

xଶ − 4x + 4

xଶ − 4
=    lim

௫→ଶ

(x − 2)(x − 2)

(x − 2)(x + 2)
=   lim

௫→ଶ

(x − 2)

(x + 2)
=

0

4
= 0 

x =
−(−4) ± ඥ(−4)ଶ − 4 ∗ 1 ∗ 4

2 ∗ 1
=

4 ± √16 − 16

2
=

4

2
; ቄ

x = 2
x = 2

  

𝑐)  lim
௫→ஶ

5xସ − 2xଶ + 6

xସ + 2019
= 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜  lim

௫→ஶ

5xସ

xସ −
2xଶ

xସ +
6
xସ

xସ

xସ +
2019

xସ

 

=  lim
௫→ஶ

5 −
2
xଶ +

6
xସ

1 +
2019

xସ

= 5 
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5. Ejercicio 

Si a y b son numero reales, se considera la matriz A = ቀ
a −1

bଶ + 1 a
ቁ 

a) para que valores de a y b es inversible la matriz A 

b) calcular la inversa de A para a = 1 y b = −1; 

Solución 

a) para que valores de a y b es inversible la matriz A 

La matriz Inversa Aିଵ =
1

|𝐴|
∗  (A∗)୲ 

|𝐴| = ቚ
a −1

bଶ + 1 a
ቚ = aଶ + (bଶ + 1) = 0; aଶ + bଶ + 1 = 0;  aଶ + bଶ = −1. 

𝐿la matriz tiene inversa para cualquier valor de a y b pues nunca puede valer−1 

b) calcular la inversa de A para a = 1 y b = −1; 

A = ൬
1 −1

(−1)ଶ + 1 1
൰ = ቀ

1 −1
2 1

ቁ  

|𝐴| = ቚ
1 −1
2 1

ቚ = 1 + 2 = 3;  

A∗ = ቀ
1 −2
1 1

ቁ ; (A∗)t = ቀ
1 1

−2 1
ቁ 

La matriz Inversa Aିଵ =
1

|𝐴|
∗  (A∗)୲ =

1

3
ቀ

1 1

−2 1
ቁ = ൮

1

3

1

3

−
2

3

1

3

൲  

6. Ejercicio 

Consideremos la matriz A =  ൭
0 −1 0
0 0 −1 

−1 0 0
൱ 

a) calcular Aଶ ; Aଷ   Aହ 

b) calcular Aଵ ; Es inversible la matriz  Aଶ଴ଵଽ  ¿  

Solución 

a) calcular Aଶ ; Aଷ   Aହ 

Aଶ = ൭
0 −1 0
0 0 −1 

−1 0 0
൱ ∗ ൭

0 −1 0
0 0 −1 

−1 0 0
൱ = ൭

0 0 1
1 0 0 
0 1 0

൱ 

Aଷ = ൭
0 0 1
1 0 0 
0 1 0

൱ ∗  ൭
0 −1 0
0 0 −1 

−1 0 0
൱ =  ൭

−1 0 0
0 −1 0 
0 0 −1

൱ = −𝐼 

Aସ = ൭
0 0 1
1 0 0 
0 1 0

൱ ൭
0 0 1
1 0 0 
0 1 0

൱ = ൭
0 1 0
0 0 1 
1 0 0

൱ 

Aହ = ൭
0 1 0
0 0 1 
1 0 0

൱ ൭
0 −1 0
0 0 −1 

−1 0 0
൱ = ൭

0 0 −1
−1 0 0 
0 −1 0

൱ 

A଺ = ൭
0 0 −1

−1 0 0 
0 −1 0

൱ ൭
0 −1 0
0 0 −1 

−1 0 0
൱ = ൭

1 0 0
0 1 0 
0 0 1

൱ 

A଼ = ൭
0 1 0
0 0 1 
1 0 0

൱ ൭
0 1 0
0 0 1 
1 0 0

൱ = ൭
0 0 1
1 0 0 
0 1 0

൱ 
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b) calcular Aିଵ ; Es inversible la matriz  Aଶ଴ଵଽ    

La matriz Inversa Aିଵ =
1

|𝐴|
∗  (A∗)୲;  

|𝐴| = −1 

A =  ൭
0 −1 0
0 0 −1 

−1 0 0
൱ ;  A∗ = ൭

0 1 0
0 0 1 
1 0 0

൱; 

(A∗)୲ = ቆ
0 0 1

1 0 0 

0 1 0

ቇ 

La matriz Inversa Aିଵ =
1

−1
 ቆ

0 0 1

1 0 0 

0 1 0

ቇ = ቆ
0 0 −1

−1 0 0 

0 −1 0

ቇ  

Prueba = ቆ
0 −1 0

0 0 −1 

−1 0 0

ቇ ቆ
0 0 −1

−1 0 0 

0 −1 0

ቇ = ቆ
1 0 0

0 1 0 

0 0 1

ቇ = 𝐼 

Es inversible la matriz  Aଶ଴ଵଽ  Si es inversible pues es la matriz identidad    

 

7. Ejercicio 

Dada la funcion f(x) ൜
axଶ + b   Si x < 3

Ln (x − 2)    si x ≥ 3
  

a) Calcular valores de a y b para que la funcion se derivable en x = 3; 

Solución 

f(x) = ൜
axଶ + b   Si x < 3

Ln (x − 2)     si x ≥ 3
     

x =  −baxଶ + b   Si x < 3
Ln (x − 2)     si x ≥ 3

 

comprobamos si es continua f(x) = ൝
lim
୬→ଷ

(axଶ + b) =    9a + b

lim
୬→ଷ

Ln (x − 2) = 0; 
    para que sea continua 9a + b = 0   

 

ቐ
f(x) = axଶ + b; f´(x) = 2ax; para x = 3 ;  f´(x) = 6a

f(x) = Ln (x − 2); f´(x) =
1

x − 2
  para x = 3;  f´(x) = 1

  será derivable para a = 1/6 

൜
𝑎 = 1/6

9𝑎 + 𝑏 = 0
     

9

6
+ 𝑏 = 0;   𝑏 =  −9/6  ; 𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟𝑒𝑠 𝑎 =

1

6
; 𝑏 = −

9

6
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8. Ejercicio 

Calcular los limites: 

𝑎)  lim
௫→ଵ

(x − 1)ଶ

sen(x − 1)
;     𝑏)  lim

௫→ஶ

Ln(x + 1)

√𝑥
  

Solución 

𝑎)  lim
௫→ଵ

(x − 1)ଶ

sen(x − 1)
=

(1 − 1)ଶ

sen(1 − 1)
=

0

0
  Indeterminado 

𝐴𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑟𝑒𝑔𝑎𝑙 𝑑𝑒𝑙 𝑙´𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙   𝑙𝑖𝑚
௫→௔

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=   𝑙𝑖𝑚

௫→௔

𝑓´(𝑥)

𝑔´(𝑥)
  

 lim
௫→ଵ

(x − 1)ଶ

sen(x − 1)
=   lim

௫→ଵ

2 ∗ 1 ∗ (x − 1)

1 ∗ cos (x − 1)
=

0

1
= 0  

 

𝑏)  lim
௫→ஶ

Ln(x + 1)

√𝑥
=

(∞ + 1)

√∞
=

∞

∞
 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜 

𝐴𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑟𝑒𝑔𝑎𝑙 𝑑𝑒𝑙 𝑙´𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙   𝑙𝑖𝑚
௫→௔

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=   𝑙𝑖𝑚

௫→௔

𝑓´(𝑥)

𝑔´(𝑥)
 

lim
௫→ஶ

Ln(x + 1)

√𝑥
= lim

௫→ஶ

1
x + 1

1
2√𝑥

=  lim
௫→ஶ

2√𝑥
𝑥 + 1

= lim
௫→ஶ

2(x)
ଵ
ଶ

𝑥 + 1
  

𝑐𝑜𝑚𝑜 𝑒𝑙 𝑒𝑥𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒𝑙 𝑑𝑒𝑛𝑜𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜𝑟 𝑐𝑟𝑒𝑐𝑒 𝑚𝑎𝑠 𝑟𝑎𝑝𝑖𝑑𝑜 𝑞𝑢𝑒 𝑒𝑙 𝑛𝑢𝑚𝑒𝑟𝑎𝑑𝑜 

  lim
௫→ஶ

Ln(x + 1)

√𝑥
= 0; 

 

9. Ejercicio 

Dados los planos de ecuacione μଵ = 2x + y − z + 2 = 0 y μଶ = 2x + 2y + 2z − 2 = 0 

a) Hallar las ecuaciones parametricas de la recta interseccion entre ambos planos 

b) Calcular la ecuacion del plano paralelo al plano  μଵ que pasa por el punto P(2, −1,1) 

Solución 

μଵ = 2x + y − z + 2 = 0  μଶ = 2x + 2y + 2z − 2 = 0 

ℎ𝑎𝑙𝑙𝑜 𝑙𝑜𝑠 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙  μଵሬሬሬሬ⃑ (2, 1, −1); 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 𝑎𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜  μଵሬሬሬሬ⃑ (2,2,2) 

producto vectorial de  los vectores normales r⃗ = μ
1

ሬሬሬ⃑ ∗ μ
1

ሬሬሬ⃑ =  อ
𝑖        𝑗        𝑘

2        1    − 1

2        2         2

อ = 0 

อ
𝑖        𝑗        𝑘

2        1    − 1
2        2         2

อ = 2𝑖 − 2𝑗 + 4𝑘 − 2𝑘 − 4𝑗 + 2𝑖 = 4𝑖 − 6𝑗 + 2𝑘; 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 r⃗ = (4, −6,2) 

𝑝𝑎𝑟𝑎 ℎ𝑎𝑙𝑙𝑎𝑟 𝑙𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑛𝑒𝑐𝑒𝑠𝑖𝑡𝑜 𝑢𝑛 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑃 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑚𝑖𝑠𝑚𝑎; 𝑐𝑜𝑚𝑜 𝑝𝑒𝑟𝑡𝑒𝑛𝑒𝑐𝑒 𝑎 𝑙𝑜𝑠 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜𝑠 ℎ𝑎𝑙𝑙𝑜 𝑢𝑛  

𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑒𝑙𝑙𝑜𝑠 , 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑢𝑛 𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒 𝑝𝑜𝑟 𝑒𝑗𝑒𝑚𝑝𝑙𝑜 𝑥 = 0; 

𝑥 = 0; ൜
2x + y − z + 2 = 0

2x + 2y + 2z − 2 = 0
  => ൜

0 + 𝑦 − 𝑧 + 2 = 0        
0 + 2𝑦 + 2𝑧 − 2 = 0   

  ൜
+𝑦  − 𝑧   = −2       Eଵ = 2Eଵ  
+2𝑦 + 2𝑧 = 2          Eଶ               

   

൜
2𝑦 − 2𝑧 = −4
2𝑦 +  2𝑧 = 2

     4𝑦 = −2; 𝑦 =  −
1

2
; 𝑠𝑢𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑦𝑜 𝑒𝑛 𝑦 − 𝑧 = 2; −

1

2
− 𝑧 = −2, 𝑧 =  

3

2
; 𝑃(0, −

1

2
,
3

2
)  

la ecuacion de la recta será  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

x = 4λ

y = −6λ −
1

2

z = 2λ +
3

2

  

La ecuación de la recta puede ser distinta pero el vector director tiene que ser el mismo 
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b) Calcular la ecuacion del plano paralelo al plano  μଵ que pasa por el punto P(2, −1,1) 

Calcular la ecuacion del plano paralelo al plano  μଵ = 2x + y − z + 2 = 0  y que pasa por el punto 

 P(2, −1,1) 

𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑒𝑙𝑙𝑜 ℎ𝑎𝑙𝑙𝑜 𝑒𝑙 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑛𝑜𝑚𝑎𝑙 𝑎𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝑑𝑎𝑑𝑜 𝑞𝑢𝑒 𝑠𝑒𝑟á 𝑒𝑙 𝑚𝑖𝑠𝑚𝑜 𝑞𝑢𝑒 𝑒𝑙 𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝑝𝑒𝑑𝑖𝑑𝑜 

El vector normal será μଵሬሬሬሬ⃗ = (2,1, −1); P଴(2, −1,1)𝑦 𝑢𝑛 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑐𝑢𝑎𝑙𝑞𝑢𝑖𝑒𝑟𝑎 P୶(x, y, z) 

P଴P୶
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = (x − 2, y + 1, z − 1) 

El vector pedido será  vሬ⃗ =  P଴P୶
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ∗ μଵሬሬሬሬ⃗  =  (x − 2, y + 1, z − 1)(2,1, −1) = 0 

vሬ⃗ = 2(x − 2) + 1 ∗ (y + 1) − 1(z − 1) = 2x − 4 + y + 1 − z + 1 = 0 

vሬ⃗ = 2x + y − z − 4 = 0; 
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4 Examen 2019 D 
 

1. Ejercicio 

Dada la función f(x) =  
xଶ − 5

3 + x
 

a)  Determinar  sus asintotas 

b) Determinar  sus extremos relativos   

Solución 

a)  Determinar sus asintotas 

Asíntota vertical 

f(x) =  
xଶ − 5

3 + x
; la funcion se anula en x = −3 

Asintota vertical  en  x = −3 

Asíntota Horizontal 

f(x) =
xଶ − 5

3 + x
; para calcularlo hallamos 

 el limite de la funcion cuando x tiende a ±  ∞ 

lim௡→ିஶ
x2−5

3+x
= −∞  ; 𝑦 lim௡→ାஶ

x2−5

3+x
= +∞  𝑙𝑢𝑒𝑔𝑜 𝑛𝑜 ℎ𝑎𝑦 𝑎𝑠𝑖𝑠𝑡𝑜𝑡𝑠 ℎ𝑜𝑟𝑖𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙𝑒𝑠 

Asíntota Oblicua 

La asintota oblicua es una recta y = mx + n 

 Ha de cumplirse que m =  lim
௡→±ஶ

f(x)

x
;  𝑛 =  lim

௡→±ஶ
f(x) − mx; 

m =  lim
௡→±ஶ

x2 − 5
3 + x

x
=  lim

௡→±ஶ

x2 − 5

x2 + 3x
𝑑𝑖𝑣𝑖𝑑𝑖𝑚𝑜𝑠 𝑛𝑢𝑚𝑒𝑟𝑎𝑑𝑜𝑟 𝑦 𝑑𝑒𝑛𝑜𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜𝑟 𝑝𝑜𝑟 x2 

lim
௡→±ஶ

x2

x2 −
5

x2

x2

x2 +
3𝑥

x2

= lim
௡→±ஶ

1 +
5

x2

1 +
3
x

= 1; 𝑚 = 1  

𝑛 =  lim
௡→±ஶ

f(x) − mx; 𝑛 =  lim
௡→±ஶ

ቆ
x2 − 5

3 + x
− 1xቇ = lim

௡→±ஶ
ቆ

(x2 − 5) − x2 − 3x

x + 3
ቇ = 

lim
௡→±ஶ

ቆ
x2 − 5 − x2 − 3x

x + 3
ቇ = lim

௡→±ஶ
൬

−3x − 5

x + 3
൰ = 𝑑𝑖𝑣𝑖𝑑𝑜 𝑛𝑢𝑚𝑒𝑟𝑎𝑑𝑜𝑟 𝑦 𝑑𝑒𝑛𝑜𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜𝑟 𝑝𝑜𝑟 𝑥 

lim
௡→±ஶ

ቌ
−3 −

5
x

1 +
3
x

ቍ = −3; 

La asintota oblicua es una recta y = x − 3 

 

b) Determinar sus extremos relativos 

f(x) =
xଶ − 5

3 + x
 hallamos la derivada  e igualamos a 0 para ver los puntos criticos  

f´(x) =
2x(x + 3) − 1(xଶ − 5)

(x + 3)ଶ
= 0; 2x(x + 3) − 1(xଶ − 5) = 0;  2xଶ + 6x −  xଶ + 5 = 0 

xଶ + 6x + 5 = 0; 𝑥 =  
−6 ± √6ଶ − 4 ∗ 1 ∗ 5

2 ∗ 1
=  

−6 ± √16

2
; 𝑥 =  −1 𝑦 𝑥 = −5; 
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𝑝𝑢𝑒𝑑𝑒𝑛 𝑠𝑒𝑟 𝑚𝑎𝑥𝑖𝑚𝑜𝑠 𝑜 𝑚í𝑛𝑖𝑚𝑜𝑠 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 = −5; 𝑦 =  −10 

 𝐶𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑜 𝑎 𝑙𝑎 𝑖𝑧𝑞𝑢𝑖𝑒𝑟𝑎 𝑦 𝑑𝑒𝑟𝑒𝑐ℎ𝑎  𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 = −5  

𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 = −6; 𝑦 = −10,33333;  𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 = −4; 𝑦 = −11 => 𝑞𝑢𝑒 𝑒𝑠𝑡𝑒 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑒𝑠 𝑢𝑛 𝑚𝑎𝑥𝑖𝑚𝑜 

𝐶𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑜 𝑎 𝑙𝑎 𝑖𝑧𝑞𝑢𝑖𝑒𝑟𝑎 𝑦 𝑑𝑒𝑟𝑒𝑐ℎ𝑎  𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 = −1 𝑦 = −2 => 𝑞𝑢𝑒 𝑒𝑠𝑡𝑒 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑒𝑠 𝑢𝑛 𝑚í𝑛𝑖𝑚𝑜 

 

2. Ejercicio 

a) Resuelva el sistema de ecuaciones ൝

−x         +   y           + z       = 2        
x      + 2y         − mz     = 4     

2x    + my         − 2z   = m + 1 

  

b)  Encuentre el valor o valores de m para los cuales el sistema es incompatible   

Solución 

a) Resuelva el sistema de ecuaciones para m = 1;  ൝

−x         +   y           + z       = 2        
x      + 2y         − mz     = 4     

2x    + my         − 2z   = m + 1 

  

൭ 
−1        1          1    
1         2       − 1   
2       1     − 2   

อ   
2
4

1 + 1
൱ ൭ 

−1        1          1    
1         2       − 1   

2       1     − 2   
อ   

2
4
2

൱ 

Eଵ

Eଶ = Eଶ + Eଵ

Eଷ = Eଷ − 2Eଶ

൭ 
−1        1         1    
0        3             0   
0        3              0   

อ   
2
6
6

൱ ;  

3y = 6;  y = 2; 

൜
−𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 2
𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 = 4

  𝑠𝑢𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑦𝑜 𝑒𝑙 𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟 𝑑𝑒 𝑦 = 2; ቄ
−𝑥 + 2 + 𝑧 = 2
𝑥 + 4 − 𝑧 = 4

  ቄ
−𝑥    + 𝑧 = 0
𝑥        − 𝑧 = 0

    𝑥 = 𝑧 

𝑆𝑒 𝑐𝑢𝑚𝑝𝑙𝑒 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑡𝑜𝑑𝑜 𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟 𝑑𝑒 𝑅 𝑥 = 𝑧 ; 𝑦 = 2; 𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜;  

b)  Encuentre el valor o valores de m para los cuales el sistema es incompatible  

൝

−x         +   y           + z       = 2        
x      + 2y         − mz     = 4     

2x    + my         − 2z   = m + 1 

  

൭ 
−1        1          1    
1         2       − m 
2       m     − 2   

อ   
2
4

m + 1
൱ 

Eଵ

Eଶ = Eଶ + Eଵ

Eଷ = Eଷ + 2Eଵ

൭ 
−1        1                 1    
0        3             1 − m   

0        2 + m                  0   
อ   

2
6

4 + m + 1
൱ 

(2 + m)y = 4 + m + 1; y(2 + m) =  5 + m  ; y =
5 + m

2 + m
    

Para m ≠ −2 el sistema es compatible indeterminado ;  

൭ 
−1        1          1    
1         2       − m 
2       m     − 2   

อ   
2
4

m + 1
൱ 

Eଵ

Eଶ = Eଶ + Eଵ

Eଷ = Eଷ + 2Eଵ

൭ 
−1        1                 1    
0        3             1 − m   

0        2 + m                  0   
อ   

2
6

4 + m + 1
൱ 

Sutituyo en Eଷ    (2 + m)y = m + 5; y =
m + 5

m + 2
                   

Sutituyo  en Eଶ   3y + (1 − m)z = 6; sustituyo y => 3
m + 5

m + 2
+ (1 − m)z = 6                   

y => 3
m + 5

m + 2
+ (1 − m)z = 6;  z = 6 −   

3
m + 5
m + 2

(1 − m)
= 6 − 3

m + 5

(m + 2)(1 − m)
; 

z = 6 −
3(m + 5)

(m + 2)(1 − m)
                 

Sutituyo  en Eଵ   − x + y + z = 2; x = y + z − 2;  x = − 2 +
m + 5

m + 2
+ 6 −

3(m + 5)

(m + 2)(1 − m)
;             

x = 4 +
m + 5

m + 2
−

3(m + 5)

(m + 2)(1 − m)
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Compruebo que estas formulas son correctas para m = 1; y dan el mismo resultado 

 

𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑚 = 1

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧x = 4 +

m + 5

m + 2
−

3(m + 5)

(m + 2)(1 − m)

y =
m + 5

m + 2

z = 6 −
3(m + 5)

(m + 2)(1 − m)

 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧x = 4 +

1 + 5

1 + 2
−

3(1 + 5)

(1 + 2)(1 − 1)

y =
1 + 5

1 + 2

z = 6 −
3(1 + 5)

(1 + 2)(1 − 1)

  

 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧x = 4 +

1 + 5

3
−

3(1 + 5)

3 ∗ 0

y =
6

3

z = 6 −
3(1 + 5)

3 ∗ 0

 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧x = 4 +

1 + 5

3
− ∞

y =
6

3
= 2;

z = 6 − ∞

ቊ
x = −∞
y = 2;

z = −∞

   

 

 

3. Ejercicio 

Dados los puntos A(−1,0,2);  B(−2,1,0) y  C (0,5,1)se pide: 

a) Calcular el area del triangulo que tiene por vertices los puntos ABC 

b) Comprobar que el triangulo que tiene por vertices los puntos ABC es rectangulo e identiϐicar el angulo 

Solución  

a) Calcular el area del triangulo que tiene por  

vertices ABC 

Calculo los vectores: 

 ABሬሬሬሬሬ⃗  (−2 − (−1), 1 − 0,0 − 2) = (−1,1, −2) 

 ACሬሬሬሬሬ⃗  (0 − (−1), 5 − 0,1 − 2) = (1,5, −1) 

 BCሬሬሬሬሬ⃗  (0 − (−2), 5 − 1,1 − 0) = (2,4,1) 

 

Los vectores no son proporcionales luego no está alineados 

El modulo del producto vectorial de  ABሬሬሬሬሬ⃗ ∧ ACሬሬሬሬሬ⃗ = area del paralelogramo ABDC: 

อ
𝑖        𝑗        𝑘

−1        1    − 2
1        5        − 1

อ = 𝑖(−1 + 10) − 𝑗(1 + 2) + 𝑘(−5 − 1) = 9𝑖 − 3𝑗 − 6𝑘 

El Area del triangulo ABC =
1

2
หABሬሬሬሬሬ⃗ ∧ ACሬሬሬሬሬ⃗ ห =  

1

2
ඥ9ଶ + (−3)ଶ + (−6)ଶ =

1

2
√126 =

1

2
11,225 = 5,6125 

b) Comprobar que el triangulo que tiene por vertices los puntos ABC es rectangulo e identiϐicar el angulo 

Si dos vectores forman un angulo recto su producto escalar ha de ser 0: 

ABሬሬሬሬሬ⃗ ∗ ACሬሬሬሬሬ⃗ = หABሬሬሬሬሬ⃗ ห ∗ หACሬሬሬሬሬ⃗ ห  Cos α; si α = 90; cos α = 0; 

ABሬሬሬሬሬ⃗ ∗ ACሬሬሬሬሬ⃗ = (−1,1, −2) ∗ (1,5, −1) = −1 + 5 + 2 = 6  

ABሬሬሬሬሬ⃗ ∗  BCሬሬሬሬሬ⃗ = (−1,1, −2)(−2,4,1) = −2 + 4 − 2 = 0; 

el angulo recto es el formado por ABሬሬሬሬሬ⃗ ∗  BCሬሬሬሬሬ⃗  en el punto B 

ACሬሬሬሬሬ⃗ ∗  BCሬሬሬሬሬ⃗ = (1,5, −1)(−2,4,1) = −2 + 20 − 1 = 17 
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4. Ejercicio 

En una sociedad deportiva el 60% de los socios son mujeres y el 40% hombres. Se están planteando 
la posibilidad de construir una nueva pista de tenis. El 70% de los hombres se declara favorable a la 
construcción, mientras que la opinión favorable desciende al 50% en el caso de las mujeres.  

a) Se elige al azar un socio . 

¿ Cual es la probabilidad de que sea favorable 

 a la construccion? 

b) Si un socio es favorable a la construccion . 

¿ Cual es la probabilidad de que sea mujer? 

Solución 

a) Se elige al azar un socio . 

¿ Cual es la probabilidad de que sea  

favorable a la construccion? 

 

P(sea favorable a la construccion ) = P(H) ∗ P(H|construccion) + P(M) ∗ P(M|construccion) 

P(sea favorable a la construccion ) = 0,4 ∗ 0,7 + 0,5 ∗ 0,6 = 0,28 + 0,3 = 0,58;   58% 

 

c) Si un socio es favorable a la construccion . 

¿ Cual es la probabilidad de que sea mujer? 

P(M|construccion) =
P(M|construccion) ∗ P(M)

P(H) ∗  P(H|construccion) + P(M) ∗  P(M|construccion) 
 

P(M|construccion) =
0,5 ∗ 0, ,6

0,7 ∗ 0,4 + 0,5 ∗ 0,6 
=

0,3

0,28 + 0,3 
=  

0,3

0,58 
= 0,52 => 51,72% 

 

5. Ejercicio 

Un pequeño agricultor quiere vender su cosecha de manzanas a un hipermercado. El gerente del 
hipermercado solamente quiere adquirir 1000 kilos y pagar por ello 1000 euros. Pero está dispuesto 
a comprar una cantidad mayor a cambio de que el agricultor acepte una pequeña rebaja en el precio. 
Amigablemente, se ponen de acuerdo en aplicar la siguiente fórmula que expresa la cantidad de euros 
(𝑦) que recibirá el agricultor en función de la cantidad de kilos (𝑥) que excedan de los 1000 kilos 
suministrados:  

y = 1000 + x −
𝑥ଶ

500
 

 a) ¿Qué cantidad recibirá el agricultor 
si suministra 1100 kilos? ¿Y si 
suministra 1200? ¿Y si suministra 
1300? 

 b) ¿Cuál es la máxima cantidad de 
euros que puede obtener el agricultor? 

 ¿Cuántos kilos debe suministrar para 
obtener dicha cantidad máxima 

Solución 

a) ¿Qué cantidad recibirá el agricultor si 
suministra 1100 kilos?  

¿Y si suministra 1200? ¿Y si suministra 1300 

Suministrando 1100;   y = 1000 + 100 −
100ଶ

500
= 1080 
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Suministrando 1200;   y = 1000 + 200 −
200ଶ

500
= 1120 

Suministrando 1300;   y = 1000 + 300 −
300ଶ

500
= 1120 

b) ¿Cuál es la máxima cantidad de euros que puede obtener el agricultor? 

 ¿Cuántos kilos debe suministrar para obtener dicha cantidad máxima 

y = 1000 + x −
𝑥ଶ

500
; ℎ𝑎𝑙𝑙𝑜 𝑙𝑎 𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑑𝑎  y´ = 1 − (

2𝑥 ∗ 500

500ଶ
 ; 0 = 1 − ൬

2𝑥 ∗ 500

500ଶ
൰ ; 

1 = + ൬
2𝑥 ∗ 500

500ଶ
൰ ; 500ଶ = 2𝑥 ∗ 500;  𝑥 =

500ଶ

2 ∗ 500
= 250;  𝐻𝑎𝑏𝑟𝑎 𝑢𝑛 𝑚𝑎𝑥𝑖𝑚𝑜 𝑜 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑜 𝑒𝑛 𝑥 = 250 

Para x = 250;  y = 1000 + x −
𝑥ଶ

500
; y = 1000 + 250 −

250ଶ

500
 = 1125  

La maxima contidad en eueos que puede conseguir  y = 1125 

 

6. Ejercicio 

Dadas las matrices  A = ቀ
2 1
3 𝑎

ቁ  𝑦 𝐵 = ቀ
5 −3

−3 2
ቁ  

a) Calcular la matriz inversa de B 

b) Sabiendo que el determinante de la matriz AB =  a  − 9, Calcular el valor de A   

c) Determinar le rango de la matriz A en función del parámetro a 

Solución 

a) Calcular la matriz inversa de B 

La matriz Inversa Bିଵ =
1

|𝐵|
∗  (B∗)୲ 

|𝐵| =  ቚ
5 −3

−3 2
ቚ = 10 − 9 = 1;  

B∗ =  ቀ
2 +3

+3 5
ቁ =  ቀ

2 3
3 5

ቁ 

(B∗)୲ =  ቀ
2 3

3 5
ቁ 

La matriz Inversa Bିଵ =
1

|𝐵|
∗  (B∗)୲, Bିଵ =

1

1
∗  ቀ

2 3

3 5
ቁ =  ቀ

2 3

3 5
ቁ 

b) Sabiendo que el determinante de la matriz AB es igual  a  − 9.  Calcular el valor de a 

A ∗ B = ቀ
2 1
3 𝑎

ቁ ∗ ቀ
5 −3

−3 2
ቁ =  ቀ

10 − 3 −6 + 2
15 − 3𝑎 −9 + 2𝑎

ቁ =  ቀ
7 −4

15 − 3𝑎 −9 + 2𝑎
ቁ  

ቚ
7 −4

15 − 3𝑎 −9 + 2𝑎
ቚ = −9 =  −63 + 14𝑎 + 60 − 12𝑎 = −63 + 60 + 14𝑎 − 12𝑎; 

−9 =  −3 + 2𝑎; −6 = 2𝑎;   𝑎 =  −
6

2
= −3; 𝑎 = −3 

c) Determinar le rango de la matriz A en función del parámetro a 

Calculo el determinante de la matriz A = ቀ
2 1
3 𝑎

ቁ  

ቚ
2 1
3 𝑎

ቚ = 2𝑎 − 3; 𝑖𝑔𝑢𝑎𝑙𝑜 𝑎 0 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑣𝑒𝑟 𝑒𝑙 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜 𝑒𝑛 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖𝑜𝑛 𝑞𝑢𝑒 𝑒𝑠𝑡𝑜 𝑣𝑎𝑙𝑔𝑎 0 ; 2𝑎 − 3 = 0; 

 2𝑎 = 3; 𝑎 =
3

2
; 
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𝐷𝑖𝑠𝑐𝑟𝑖𝑚𝑖𝑛𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛 ∶ 

𝑆𝑖 𝑎 ≠
3

2
=> 2𝑎 − 3 ≠ 0; 𝑙𝑜 𝑐𝑢𝑎𝑙 𝑖𝑛𝑑𝑖𝑐𝑎 𝑞𝑢𝑒 𝑒𝑙 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 𝐴 = 2  

𝑆𝑖 𝑎 =
3

2
=> 2𝑎 − 3 = 0; 𝑙𝑜 𝑐𝑢𝑎𝑙 𝑖𝑛𝑑𝑖𝑐𝑎 𝑞𝑢𝑒 𝑒𝑙 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 𝐴 < 2 

𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑎 =
3

2
 𝐸𝑙 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 𝑒𝑠 1 

7. Ejercicio 

Dados los vectores uሬ⃗ = (0,4,3) y vሬ⃗ = (2, −1,2) . Se pide 

a) Hallar le producto escalar de los vectores aሬ⃗  y bሬ⃗   deϐinidos como  aሬ⃗ =  uሬ⃗ +  vሬ⃗   y  bሬ⃗ =  uሬ⃗ −  vሬ⃗ ; 

b) Hallar el producto vectorial de bሬ⃗ ∗ c⃗  donde c⃗ = 2uሬ⃗    

Solución 

a) Hallar le producto escalar de los vectores aሬ⃗  y bሬ⃗   deϐinidos como  aሬ⃗ =  uሬ⃗ +  vሬ⃗   y  bሬ⃗ =  uሬ⃗ −  vሬ⃗ ; 

aሬ⃗ =  uሬ⃗ +  vሬ⃗ ; aሬ⃗ = (0,4,3) + (2, −1,2) = (2,3, 5); aሬ⃗ = (2,3,5) 

bሬ⃗ =  uሬ⃗ − vሬ⃗ ;  bሬ⃗ = (0,4,3) − (2, −1,2) = (−2,5,1);  bሬ⃗ = (−2,5,1) 

Producto escalar    aሬ⃗ ∗ bሬ⃗ = (2 ∗ (−2) + 3 ∗ 5 + 5 ∗ 1 =  −4 + 15 + 5 = 16; 

b) Hallar el producto vectorial de bሬ⃗  X  c⃗  donde c⃗ = 2uሬ⃗    

bሬ⃗ = (−2,5,1); 

c⃗ =  2uሬ⃗  = 2((0,4,3) = (0,8,6);  cሬሬ⃗ = (0,8,6);  

Producto vectorial bሬ⃗  X c⃗ = อ
𝑖       𝑗       𝑘  

−2     5      1    
  0      8       6   

อ = (30 − 8)i— 12j + ( −16k) = 22i + 12j − 16k; 

el vector bሬ⃗  X c⃗  será (22,12,16) 

 

8. Ejercicio 

En un experimento aleatorio se conocen los siguientes datos relativos a los sucesos A y B: 

P(A) = 0,6; P(B) = 0,5 y P(AUB) = 0,8.  Se pide: 

a) Calcular P(A⋂B)P(A|ഥ Bഥ); 

b) ¿ Son independientes los sucesos A y B? ;   

c) ¿ Son incompatibles los sucesos A y B? ;   

Solución 

a) Calcular P(A⋂B);  P(A|ഥ Bഥ); 

P(A⋂B) = P(A) + P(B) − P(AUB); P(A⋂B) = 0,6 + 0,5 − 0,8 = 0,3;  P(A⋂B) = 0,3;  

P(A|B) =
P(A⋂B)

𝑃(𝐵)
;  P(A|B) =

0,3

0,5
= 0,6  

P(B|A) =
P(B⋂A)

𝑃(𝐴)
;  P(B|A) =

0,3

0,6
= 0,5 

P൫A|ഥ Bഥ൯ =
P(Aഥ⋂Bഥ)

𝑃(Bഥ)
 

b) ¿ Son independientes los sucesos A y B? ;  

 Si fueran independientes se cumpliria que P(A|B) = P(A); 

Dado que 0,6 = 0,6 => 𝑠𝑜𝑛 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠 

Comprobamos para  P(B|A) = P(B); 

Dado que 0,5 = 0,5 => 𝑠𝑜𝑛 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠 
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c) ¿ Son incompatibles los sucesos A y B? ;   

Dos sucesos son incompatibles si  P(A⋂B) = 0; 

Como en nuestro caso P(A⋂B) = 0,3 no son incompatibles  

 

P൫A|ഥ Bഥ൯ =
P(Aഥ⋂Bഥ)

𝑃(Bഥ)
; 𝐴𝑙 𝑠𝑒𝑟 𝑑𝑜𝑠 𝑠𝑢𝑐𝑒𝑠𝑜𝑠 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑖𝑛𝑡𝑒𝑠 𝑠𝑒 𝑐𝑢𝑚𝑝𝑟𝑖𝑟𝑎 P(Aഥ⋂Bഥ) = P(Aഥ) ∗ P(Bഥ) 

P(Aഥ⋂Bഥ) = P(Aഥ) ∗ P(Bഥ) = ൫1 − P(A)൯൫1 − P(B)൯ =  0,4 ∗ 0,5 = 0,2 ; 

 𝑃(Bഥ) = 1 − P(B) = 1 − 0,5 = 0,5 

P൫A|ഥ Bഥ൯ =
P(Aഥ⋂Bഥ)

𝑃(Bഥ)
=

0,2

0,5
= 0,4; 


