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1 Examen 2022 A 
 

1. Ejercicio 

Se considera el sistema  de ecuaciones lineales en funcion del parametro m: 

൝

𝑥     + 𝑦       + 𝑧    = 2              
2𝑥  + 𝑚𝑦   + 2𝑧    = 6 − 𝑚       
𝑥    − 𝑦     + 𝑚𝑧   = 6                

  

a) Discutir segun los valores de m  

b) Resolver el sistema para m = 0; 

Solución 

a) Discutir segun los valores de m  

൭ 
1       + 1       +  1 
2      + m        + 2 
1       − 1       + m  

อ   
 2

6 − m
6

൱

Eଵ

Eଶ = Eଶ − 2 Eଵ

Eଷ = Eଷ − Eଵ

൭ 
1   + 1             +  1 
0     + m − 2          0 

0     − 2         + m − 1  
อ   

 2
2 − m

4
൱ 

൭ 
1   + 1             +  1 
0     + m − 2          0 

0     − 2         + m − 1  
อ   

 2
2 − m

4
൱ => (m − 2)y = 2 − m; y =

2 − m

m − 2
=> 

para m = 2 el sistem es compatible indeterminado y  

para m ≠ 2 el sistema es compatible determinado 

𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑚 = 2 ൝

𝑥     + 𝑦       + 𝑧    = 2              
2𝑥  + 𝑚𝑦   + 2𝑧    = 6 − 𝑚    
𝑥    − 𝑦     + 𝑚𝑧   = 6                

  ൝

𝑥     + 𝑦       + 𝑧    = 2              
2𝑥  + 2𝑦   + 2𝑧    = 6 − 2 

𝑥    − 𝑦     + 2𝑧   = 6                

  ൝

𝑥     + 𝑦       + 𝑧      = 2 
2𝑥    + 2𝑦    + 2𝑧    = 4 
𝑥     − 𝑦        + 2𝑧   = 6   

  

൝

𝑥     + 𝑦       + 𝑧      = 2 
𝑥         + 𝑦    + 𝑧    = 2  

𝑥     − 𝑦        + 2𝑧   = 6   

  𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑑𝑒 2 𝑒𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛 3 𝑖𝑛𝑐𝑜𝑔𝑛𝑖𝑡𝑎𝑠;  𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜 

b) Resolver el sistema para m = 0; 

𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑚 = 0 ൝

𝑥     + 𝑦       + 𝑧    = 2              
2𝑥  + 𝑚𝑦   + 2𝑧    = 6 − 𝑚    
𝑥    − 𝑦     + 𝑚𝑧   = 6                

  ൝
𝑥     + 𝑦     + 𝑧    = 2  
2𝑥  + 0   + 2𝑧    = 6 
𝑥    − 𝑦     + 0  = 6 

  ൝
2𝑥 + 2𝑧 = 6; 𝑧 =

6 − 2𝑥

2
𝑦 = 𝑥 − 6

  

൜
z = 3 − x
y = x − 6;

  sustituyo en Eଵ 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 2 => 𝑥 + (3 − x ) + (𝑥 − 6) = 2;  𝑥 − 3 = 2; 𝑥 = 5; 

x = 5 ൜
z = 3 − x;   z =  −2;
y = x − 6; y = −1;

  Solucion x = 5, y = −1, z = −2; 

Prueba 

൝
𝑥     + 𝑦     + 𝑧    = 2  
2𝑥  + 0   + 2𝑧    = 6 ; 

𝑥    − 𝑦     + 0  = 6 

  x = 5, y = −2, z = −1 = ൝

5    − 1   − 2    = 2  
2 ∗ 5    + 2(−2)     = 6 

5    − (−1)      = 6 

  𝑠𝑒 𝐶𝑢𝑚𝑝𝑙𝑒 

 

2. Ejercicio 

Considera la funcion 

f(x) = ൝
𝑥ଶ + a si x ≤ 0;
sin x

x
 si x > 0;

  

a) Calcular el valor de a para que f sea continua en 0  

b)Calcular la ecuacion de la recta tang a f en x଴ =  π/2 

Solución 

a) Calcular el valor de a para que f sea continua en 0 

para que sea continua se ha de cumplir lim
୶→ି଴

(xଶ + a) =  lim
୶→ା଴

൬
sin x

x
൰ ;   
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dado que ; lim୶→ା଴ ቀ
ୱ୧୬ ୶

୶
ቁ = 1; lim୶→ି଴(xଶ + a) = 1 => 𝑎 = 1; 

b)Calcular la ecuacion de la recta tang a f en x଴ =  π/2 

f(x) =
sin x

x
;  f´(x) =

x ∗ cos x − sen x

xଶ
= 𝑚 𝑒𝑛

π

2
= 90 

=> 𝑚 =   f´(x) =
90 ∗ 0 − 1

90ଶ
= −

1

90ଶ
 

La recta tang será y = mx + n; 

como ha de pasar por el punto de la curva  

f(x) =
sin x

x
 en 

π

2
=>

1

90
=  −

1

90ଶ
∗ 90 + n; 

n =
2

90
; la recta tangente sera y = −

1

90ଶ
x +

2

90
 

 

3. Ejercicio 

Dada la funcion f(x) = xeି୶; 

a) Calcula sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.  

b)Calcula el area comprendida entre el eje horizontal y la curva f(x)entre x = 0 y x = 1; 

Solución  

a) Calcula sus intervalos de crecimiento y decrecimiento. 

f(x) = xeି୶ =
x

e୶
;  f´(x) =

e୶ − xe୶

eଶ୶
=

e୶(1 − x)

eଶ୶
=

1 − x

e୶
 

 igualando f´(x) = 0 nos dará los máximos o mínimos; 
1 − x

e୶
= 0; habla un máximo o mínimo en x = 1 

Si hallo valores menores y mayores a x=1 me dará si es máximo o mínimo 

0 0 
1 0,367879 
2 0,270671 

 por lo que en x = 1 habla un máximo. Funcion creciente de − ∞ a 1 y decreciente de 1 a + ∞  

b)Calcula el area comprendida entre el eje horizontal y la curva f(x)entre x = 0 y x = 1; 

න (xeି୶)dx
ଵ

଴

 integracion por partes 

𝐀𝐩𝐥𝐢𝐜𝐚𝐦𝐨𝐬 𝐥𝐚 𝐟𝐨𝐫𝐦𝐮𝐥𝐚 ∫ 𝒖 𝒅𝒗 = 𝒖 𝒗 − ∫ 𝒗𝒅𝒖 

𝑢 = 𝑥; 𝑑𝑢 = 1 𝑑𝑥 = 𝑑𝑥 

𝑑𝑣 = eି୶dx;  v =  −eି୶; 

න(xeି୶)dx = x(−eି୶)— eି୶1 = 

−xeି୶ − න −eି୶ ∗ 1 = −xeି୶ − eି୶ = −eି୶(x + 1) 

𝑎𝑟𝑒𝑎 = න ቀ
x

e୶
ቁ 𝑑𝑥 = 

ଵ

଴

− |eି୶(1 + x)|଴
ଵ 

= − ൭
1

eଵ
∗ (1 + 1) − ቆ 

1

e଴
∗ (1 − 0)ቇ൱ = −(

2

e
− 1) = 0,264 

𝑎𝑟𝑒𝑎 = +0,264 𝑢; 
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4. Ejercicio 

Considera el punto P ≡ (6,3,2) y la recta r ≡ ൜
x + z = 4
y + z = 3

  ; 

a) Calcula la ecuacion de la recta s paralela a la recta r que pasa por el punto P.  

b)Calcula la ecuacion del plano que contiene la recta r  el punto P; 

Solución  

a) Calcula la ecuacion de la recta paralela a la recta r que pasa por el punto P. 

r ≡ ൜
x + z = 4
y + z = 3

  𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎: 𝑟𝑒𝑠𝑡𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑑𝑜𝑚𝑜𝑠 𝑎 𝑥 𝜆 ൝
x = 𝜆;

y = 3 − (4 − 𝜆)
z = 4 − 𝜆

  

r ≡ ൝
x = 𝜆;            
y = −1 + 𝜆
z = 4 − 𝜆    

   ; r ≡  ൝
x = 𝜆;            
y = 𝜆 − 1    
z = −𝜆 + 4 

         Vector   d୰
ሬሬሬ⃗  ( 1,1, −1)  

la recta paralela s tendra el mismo vector director y pasará por el punto  P ≡ (6,3,2) 

s ≡  ൝

x = a𝜆 + x଴;    
y = b𝜆 + y଴    
z = c𝜆 + z଴     

     s ≡  ൝
x = 𝜆 + 6;    
y = 𝜆 + 3;    

z = −𝜆 + 2;     

             

b)Calcula la ecuacion del plano que contiene la recta r  el punto P; 

Para hallar la ecuacion del plano η  necesito 

 ቐ

Un Punto P del plano  que ya me dan (6,3,2)                                         

d୰
ሬሬሬ⃗ = vector director de la recta (1,1, −1)                                               

PP୰
ሬሬሬሬሬሬ⃗ = otro vector director ej el que pase por P y un punto de la recta

  

PP୰
ሬሬሬሬሬሬ⃗ = sera otro vector paralelo al plano 

P( 6,3,2 ),  P୰(punto de paso de la recta) Punto  de la recta lo hallo haciendo  λ = 0; P୰(0, −1,4)  

PP୰
ሬሬሬሬሬሬ⃗ = (0 − 6, −1 − 3,4 − 2) = ( −6, −4,2) 

 η = ቐ

P( 6,3,2)             

d୰
ሬሬሬ⃗ = (1,1, −1)     

PP୰
ሬሬሬሬሬሬ⃗ = (−6, −4,2)

=>    อ    
1    −  6    𝑥 − 6

1      − 4     𝑦 − 3
−1         2      𝑧 − 2

อ = 0 

(𝑧 − 2)(−4) + (𝑥 − 6)2 + (𝑦 − 3)6— (𝑥 − 6)4 − (𝑧 − 2)(−6) − (𝑦 − 3)2 = 0 

−4𝑧 + 8 + 2𝑥 − 12 + 6𝑦 − 18 − 4𝑥 + 24 + 6𝑧 − 12 − 2𝑦 + 6 = 0;  

−2𝑥 + 4𝑦 + 2𝑧 − 4 = 0;  η = −2𝑥 + 4𝑦 + 2𝑧 − 4 = 0  

 

5. Ejercicio 

El grosor (a la altura del pecho)del pino alepensis sigue una distribuccion normal μ = 64cm  y 

 desviacion tipica σ = 4cm. Si esto es cierto, 

a) Calcula la proporcion de individuos que superan los 72cm de diametro a la (altura del pecho)  

b)¿ A partir de que valor está el diametro (a la altura del pecho) del 10% de los pinos mas gruesos? 

Solución 

a) Calcula la proporcion de individuos que superan los 72cm de diametro a la (altura del pecho) 
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P(X > 72) = P ൬Z >
72 − 64

4
൰ = P(Z > 2)como es mayor que 72 en la tabla de distribuccion normal  

P(Z > 2) = 1 − P(Z ≤ 2) = 1 − 0,9772 = 0,0228 => 2,28% 

b)¿ A partir de que valor está el diametro (a la altura del pecho) del 10% de los pinos mas gruesos? 

1 − P(Z ≤ A) = 1 − 0,9015 = 0,0985 ∼ 10%  𝑑𝑜𝑛𝑑𝑒 𝐴 = 1,29 

Z =
x − 64

4
= 1,29; X = 1,29 ∗ 4 + 64 = 69,16 cm  

𝐏𝐫𝐮𝐞𝐛𝐚: calculamos el % de individuos que estan por encima de 69,16cm  

P(X > 71,6) = P ൬Z >
69,16 − 64

4
൰ = P(Z > 1,29) 

como queremos el valor mayor que 71,6 en la tabla de distribuccion normal  

P(Z > 1,29) = 1 − P(Z ≤ 1,29) = 1 − 0,9015 = 0,0985 => 9,85% 

 

6. Ejercicio 

Se considera el sistema de ecuaciones lineales en funcion del parametro m: 

൝

𝑚𝑥  + 𝑦                                  = 0          

𝑥        + 𝑦   + (𝑚 − 1)𝑧   = −1     
𝑥      + 𝑦           + 2𝑚𝑧       = 1 + 2𝑚

  

a) Discutir segun valores de m  

b)Resolver para m = −1 

Solución 

a) Discutir segun valores de m  

𝐴 = ൭
m      + 1              0             
1      + 1        + (m − 1) 
1      + 1               + 2m  

  ൱  matriz ampliada B = ൭ 
m      + 1                 0          
1      + 1        + (m − 1) 
1      + 1               + 2m  

   อ   
 0

−1
1 + 2m

൱ 

El maximo rango que pueden tener las matrices es 3. 

Calculo el determinante para ver que valores es 0 y en esos caso el rango de A sera < 3 

Si rango de A < 3 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑒𝑠𝑜𝑠 𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑚 𝑒𝑙 𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑠𝑒𝑟á 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜 

อ
m      + 1               0            
1      + 1        + (m − 1)
1      + 1               + 2m  

อ =  2mଶ + m − 1 − (2m) − (mଶ − m) = 2mଶ + m − 1 − 2m − mଶ + m = 

mଶ − 1; |a| = 0 para m = 1 y m = −1 => 𝑒𝑙 𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑠𝑒𝑟á 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒  𝑖𝑛𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜  

para m = 1 y m = −1; para el resto de valores será compatible determinado. 

b)Resolver para m = −1 

𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑚 = −1 ൝

−𝑥  + 𝑦                 = 0     
𝑥        + 𝑦 − 2𝑧   = −1 
𝑥      + 𝑦  − 2𝑧  = −1

  ൜
−𝑥  + 𝑦                 = 0     
𝑥      + 𝑦  − 2𝑧  = −1

𝑑𝑜𝑠 𝑒𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛 𝑡𝑟𝑒𝑠 𝑖𝑛𝑐𝑜𝑔𝑛𝑖𝑡𝑎𝑠   

Compatible Indeterminado. 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

6(29) 

 
 

7. Ejercicio 

Dada la funcion f(x) =  ඨ
x + 2

x − 1
     

a) Calcular su dominio  

b)Calcular su funcion inversa 

Solución 

a) Calcular su dominio 

La funcion existe para  
x + 2

x − 1
≥ 0  

 

El dominio de la funcion será ( −∞, −2)U (1, +∞) 

 

 

 

 

 

b)Calcular su funcion inversa 

f(x) =  ඨ
x + 2

x − 1
; y =  ඨ

x + 2

x − 1
; cambio variables  xଶ =

y + 2

y − 1
= 1 +

3

y − 1
; 𝑦 − 1 =

3

xଶ − 1
; 

𝑦 =
3

xଶ − 1
+ 1; 𝑦 =  

3

xଶ − 1
+  

xଶ − 1

xଶ − 1
=

3 + xଶ − 1

xଶ − 1
=

xଶ + 2

xଶ − 1
 ;   𝑦 =

xଶ + 2

xଶ − 1
   

𝑓ିଵ(x) =
xଶ + 2

xଶ − 1
 

8. Ejercicio 

Dada la funcion f(x) =
xଶ

x − 2
     

a) Calcular sus extremos relativos  

b) Calcular su primitiva 

Solución 

a) Calcular sus extremos relativos 

f(x) =
xଶ

x − 2
 hallamos la derivada 

 f´(x) =
2x(x − 2) − 1 ∗ xଶ

(x − 2)ଶ
=

2xଶ − 4x − xଶ

(x − 2)ଶ
=

xଶ − 4x

(x − 2)ଶ
  

Igualamos a 0 para hallar maximos y minimos  

 f´(x) =
xଶ − 4x

(x − 2)ଶ
= 0; xଶ − 4x = x(x − 4) = 0; 

 f´(x) = x(x − 4) = 0 => 𝑥 = 0 𝑦 𝑥 = 4 en esos puntos habla  maximos o minimos 



 

7(29) 

 
 

 

Hallamos valores inferiores y superiores a 0 

 y vemos que en 0 hay un maximo relativo  

 

 

 

Hallamos valores inferiores y superiores a 4 

 y vemos que en 4hay un minimo relativo  

 

b) Calcular su primitiva 

funcion f(x) =
xଶ

x − 2
= 𝑑𝑖𝑣𝑖𝑑𝑖𝑚𝑜𝑠 = 𝑥 + 2 +

4

𝑥 − 2
 

න(
xଶ

x − 2
) dx = න(x + 2 +

4

x − 2
) dx =

xଶ

2
+ 2x + 4 ln(x − 2) + C  

 

9. Ejercicio 

Dados los puntos P (2,1,3) , Q( 3,2,4) y al recta r ≡ ൝
x =  λ + 1
y =  λ + 2

z = −λ + 3

      

a) Determinar la recta que pasa por los dos puntos  

b) Determinar distancia entre P y Q 

b)Hallar el haz de planos que contiene a la recta r 

Solución 

a) Determinar la recta que pasa por los dos puntos 

𝑠 ≡   ൝

𝑥 = 𝑥௢ + 𝑣ଵ𝑡
𝑦 = 𝑦௢ + 𝑣ଶ𝑡
𝑧 = 𝑧௢ + 𝑣ଷ𝑡

    

Hallamos el vector director de la recta vሬ⃗ = (3 − 2,2 − 1,4 − 3) = (1,1,1); 

Tomamos como punto de paso uno de los puntos de la recta P o Q ;  Hallamos el vector 

𝑇𝑜𝑚𝑜 𝑃 𝑠 ≡   ൝
𝑥 = 2 + 1𝑡
𝑦 = 1 + 1𝑡
𝑧 = 3 + 1𝑡

    𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑠𝑒𝑟á ൝
𝑥 = 2 + 𝑡
𝑦 = 1 + 𝑡
𝑧 = 3 + 𝑡

    

b) Determinar distancia entre P y Q 

𝐷𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒 𝑑𝑜𝑠 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜𝑠 =  ඥ(𝑥ଶ − 𝑥ଵ)ଶ + (𝑦ଶ − 𝑦ଵ)ଶ + (𝑧ଶ − 𝑧ଵ)ଶ 

𝐷𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑃𝑄 =  ඥ(3 − 2)ଶ + (2 − 1)ଶ + (4 − 3)ଶ = ඥ(1)ଶ + (1)ଶ + (1)ଶ = √3𝑢  

𝐷𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑃𝑄 = √3𝑢  

b)Hallar el haz de planos que contiene a la recta r 

 

r ≡ ൝
x =  λ + 1
y =  λ + 2

z = −λ + 3

  pasamos la recta de parametrica a continua ൝
 λ = x − 1
 λ = y − 2

λ = −z + 3

  x − 1

1
=

y − 2

1
=  

−z + 3

1
 

 
x − 1

1
=

y − 2

1
=> 𝑥 − 1 = 𝑦 − 2;  𝑥 − 𝑦 + 1 = 0 

x − 1

1
=

−z + 3

1
; x − 1 = −z + 3;  x + z − 4 = 0;  

El haz de planos viene deϐinido por ;   η =  μ(x − y + 1) +  β(x + z − 4) = 0; 

x y 
-2 -1 
-1 -0,33 
0 0 
1 -1 

x y 
3 9 
4 8 

10 12,5 
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10. Ejercicio 

A Alcalá de Henares llegan 2 lineas de trenes de cercanías, las lineas C2 y C7. Supongamos que  

de todos los trenes, el 25% son de la linea C2 y el resto de la C7. 

 La linea C2 de cercanías presenta incidentes 1 de cada 4 trenes, y la linea C9 uno sí, uno no. Con esos datos:      

a)  ¿ Cuál es la probabilidad de un tren de los que llegua a Alcalá tenga un incidente?  

b) Sabiendo que un tren ha sufrido un incidente, ¿ cuál es la probabilidad de que sea de la linea C2 

Solución 

a)  ¿ Cuál es la probabilidad de un tren de los que llegua a Alcalá tenga un incidente? 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

P(tren que llege tenga un incidente) =  0,25 ∗ 0,25 + 0,75 ∗ 0,50 = 0,4375 

 

b) Sabiendo que un tren ha sufrido un incidente, ¿ cuál es la probabilidad de que sea de la linea C2 

P(tren con incidenia| incidencia en C2) =
0,25 + 0,25

0,25 ∗ 0,25 + 0,75 ∗ 0,50
=

0,0625

0,4375
= 0,1429 = 14,29% 
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2 Examen 2022 B 
 

1. Ejercicio 

Tres amigos que se han aϐicionado a la montaña deciden equiparse, y acuden para ello a una tienda  

especializada, donde escogen para los tres el mismo modelo de mochila, de anorak y de saco de dormir 

 y dividen después el importe total de la compra equitativamente.  

Se sabe que un saco de dormir cuesta tanto como un anorak y una mochila. También que el precio  

del anorak es el doble que el de la mochila. Si el importe total abonado por los tres amigos es de 900 euros,  

a)¿ Cuál es el precio de cada uno de los artículos que han adquirido? 

Solución 

a)¿ Cuál es el precio de cada uno de los artículos que han adquirido? 

Saco de dormir = x;  Mochila = y;  Anorack = z 

൜
x = y + z

z = 2y
       𝑥 = 𝑦 + 2𝑦 = 3𝑦 

൜
x = 3y

900 = 3x + 3y + 3z sustituyo z por su valor 900 = 3x + 3y + 3(2y)
    

൜
x = 3y

900 = 3x + 3y + 3(2y)
   𝑠𝑢𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑦𝑜 𝑥 => 900 = 3(3y) + 3y + 3(2y); 900 = 9y + 3y + 6y = 18y; 

y =
900

18
= 50;   x = 3 ∗ 50 = 150; z = 2 ∗ 50 = 100; ൝

x = Saco de dormir 150€
y = Mochila 50€

z = Anorak = 100€ 

       

prueba ;  900 = 3 ∗ 150 + 3 ∗ 50 + 3 ∗ 100 = 900€  

 

2. Ejercicio 

Dada la funcion f(x) = |x|senx se pide 

a) Estudiar continuidad y derivabilidad de f(x) en x = 0 

b)Decidir si f(x)tiene en x = 0 un extremo local 

c) calcular න f(x)dx
஠/ଶ

଴

 

Solución 

a) Estudiar continuidad y derivabilidad de f(x) en x = 0 

𝑓(𝑥) = |𝑥|𝑠𝑒𝑛𝑥   𝑙𝑎 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖𝑜𝑛 𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑎 𝑒𝑛 𝑅 

f(x) = |x|senx =  ൜
−x ∗ senx para x < 0

xsen x para x ≥ 0
   ; 

𝐶𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡𝑒𝑠 𝑝𝑜𝑟 𝑙𝑎 𝑑𝑒𝑟𝑒𝑐ℎ𝑎 𝑒 𝑖𝑧𝑞𝑢𝑖𝑒𝑟𝑑𝑎 

lim
௡→ି଴

(−senx − x ∗ cos x) = 0 

lim
௡→ା଴

(senx + x ∗ cos x) = 0 

𝐿𝑖𝑚𝑖𝑡𝑒 𝑝𝑜𝑟 𝑙𝑎 𝑖𝑧𝑞𝑢𝑖𝑒𝑟𝑎 𝑦 𝑙𝑎 𝑑𝑒𝑟𝑒𝑐ℎ𝑎 𝑒𝑛 0 𝑐𝑜𝑖𝑛𝑐𝑖𝑑𝑒𝑛 

 

Estudiamos la derivabilidad en x = 0; 

f(x) = |x|senx =  ൜
−x ∗ senx para x < 0

xsen x para x ≥ 0
   ; 

 f´(x) = ൜
−1 ∗ senx + (−x) ∗ cos x para x < 0

1 ∗ senx + (x) ∗ cos x para x ≥ 0
     

-1 -0,01745 
0 0 
1 0,017452 



 

10(29) 

 
 

f´(x) = ൜
−senx − x ∗ cos x para x < 0
senx + x ∗ cos x para x ≥ 0

  

𝐶𝑜𝑚𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑠𝑖 𝑙𝑎 𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑑𝑎 𝑐𝑜𝑖𝑛𝑐𝑖𝑑𝑒 𝑝𝑜𝑟 𝑙𝑎 𝑖𝑧𝑞𝑢𝑖𝑒𝑟𝑑𝑎 𝑦 𝑑𝑒𝑟𝑒𝑐ℎ𝑎 𝑙 

 f´(0ି) = (−senx − x ∗ cos x) = −0 − 0 ∗ 1 = 0 

 f´(0ା) = (senx + x ∗ cos x) = 0 − 0 ∗ 1 = 0 ; 

-0,05 0,050873   
0   0 

0,05   0,051 
 

b)Decidir si f(x)tiene en x = 0 un extremo local 

f´(x) = ൜
−senx − x ∗ cos x para x < 0
senx + x ∗ cos x para x ≥ 0

  

f´(x) = senx + x ∗ cos x = 0 tiene un minimo en x = 0 

c) calcular න f(x)dx
஠/ଶ

଴

= න (xsen x)dx
஠/ଶ

଴

  

Lo hacemos mediante la inegral por partes න 𝐮𝐝𝐯 = 𝐮𝐯 − න 𝐯𝐝𝐮 

u = x => 𝑑𝑢 = 1; 

dv = sen x dx => 𝑣 =  න sen x dx = − cos x  

න udv = uv − න vdu;   න x sen x  dx = x ∗ (− cos x)— cos x ∗ 1dx = − xcos x + න cos x dx  

= −xcosx + sen x + C;  

න (xsen x)dx

஠
ଶ

଴

=  |− xcos x + sen x|
଴

஠
ଶ = ቀ−

π

2
cos

π

2
+ sen

π

2
ቁ — (0cos 0 + sen 0) = 

(−90 ∗ 0 − 1)— (0 ∗ 1 + 0) = 1; 

න (xsen x)dx

஠
ଶ

଴

= 1u; 

3. Ejercicio 

Consideramos el plano de ecuación π: 2x −  y +  z +  3 =  0 y los puntos A(−1,0, −1), B(−1,1,0), 

 C(0,2, −1) pertenecientes al plano  π: 

a) Calcule el área del triángulo de vértices A, B, C 

b)Obtenga una ecuación de la recta que pasa por A y es perpendicular a la recta r que pasa por B y por C 

c) Calcule la distancia de A a dicha recta r 

Solución 

a) Calcule el área del triángulo de vértices A, B, C 

El area del triangulo es la mitad del area  del paralelogramo =
𝐴𝐵 ሬሬሬሬሬሬ⃗ ∗ 𝐴𝐶 ሬሬሬሬሬሬ⃗

2
.  

Calculamos el producto vectorial 𝐴𝐵 ሬሬሬሬሬሬ⃗ ∗ 𝐴𝐶 ሬሬሬሬሬሬ⃗ ; 

𝐴𝐵 ሬሬሬሬሬሬ⃗ = ቀ(−1 − 1), (1 − 0), ൫0 − (−1)൯ቁ = (0,1,1) 

𝐴𝐶 ሬሬሬሬሬሬ⃗ = ቀ൫0 − (1)൯, (2 − 0), ((−1) − (−1)ቁ = (1,2, 0) 

𝐴𝐵 ሬሬሬሬሬሬ⃗ ∗ 𝐴𝐶 ሬሬሬሬሬሬ⃗ =  อ
𝑖        𝑗         𝑘  
0       1         1
1      2         0

อ = + ቚ
1  1

2    0
ቚ 𝑖 − ቚ

0   1
1    0

ቚ 𝑗 + ቚ
0    1
1    2

ቚ 𝑘 =  −2𝑖 − 1𝑗 − 1𝑘 
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Area =  
𝐴𝐵 ሬሬሬሬሬሬ⃗ ∗ 𝐴𝐶 ሬሬሬሬሬሬ⃗

2
=

ඥ(−2)ଶ + (−1)ଶ + (−1)ଶ

2
=

√4 + 1 + 1

2
=

√6

2
 

b)Obtenga una ecuación de la recta s que pasa por A y es perpendicular a la recta r que pasa por B y por C 

r que pasa por B y por C: vector director = d୰
ሬሬሬ⃗ = BCሬሬሬሬሬ⃗ = (0 − (−1), 2 − 1, (−1) − 0) = (1,1, −1) 

ቊ
d୰
ሬሬሬ⃗ = (1,1, −1)

A( −1,1,0)
  =>  𝑟 = ൝

x =  −1 + 1λ
y = 1 + 1λ
z = 0 − 1λ

  ; r = ൝
x =  −1 + λ

y = 1 + λ
z = −λ

   

para hallar la recta s perpendicular a r hallo el plano que contenga a s: 

ቊ
Un Punto seria el punto A que esta en la recta perpendicular a r (−1,0, −1)                                         

d୰
ሬሬሬ⃗ = vector director de la recta = vector normal del plano =  vnሬሬሬሬ⃗  (1,1, −1)                                               

  

la ecuacion general de un plano es AX + By + Cz + D = 0; 

donde A B y C son los parametros del vector normal del plano 

1x + 1y + 1z + D = 0 =>  𝑥 + 𝑦 − 𝑧 + 𝑑 = 0 ; 𝑐𝑜𝑚𝑜 ℎ𝑎 𝑑𝑒 𝑝𝑎𝑠𝑎𝑟 𝑝𝑜𝑟  𝐴 𝑠𝑒 𝑐𝑢𝑚𝑝𝑙𝑖𝑟á 

−1 + 0 − (−)1 + d = 0; −1 + 1 + d = 0; d = 0; el plano será x + y − z = 0 

Hallamos el punto D intersecion de la recta y el plano sustituyo ∶ 

x + y − z = 0; (−1 + λ ) + (1 + λ)— λ = 0; −1 + λ + 1 + λ + λ = 0;  3λ = 0;  λ = 0; 

como el punto pertenece a r = sustituyo ൝
x =  −1 + λ

y = 1 + λ
z = −λ

  ൝
x =  −1

y = 1
z = 0

El punto D será (−1,1,0)  

s  que es perpendicular a r y pasa por A y D tendra vector director = d୰
ሬሬሬ⃗ = ADሬሬሬሬሬ⃗ ; 

= (−1 − (−1), 1 − 0,0 − (−1)) = (0,1,1) 

s = ቊ
d୰
ሬሬሬ⃗ = (0,1,1)

D( −1,1,0)
  => 𝑠 = ൝

x =  −1 + 0λ
y = 1 + 1λ
z = 0 + 1λ

  ; s = ൝
x =  −1

y = 1 + λ
z = +λ

  

 

4. Ejercicio 

Una asociación cultural se plantea organizar un viaje. Se están considerando dos posibles 
 destinos A y B y se consulta a los socios que deben votar por uno de los dos destinos. 
 El resultado es que un 60% de los socios preϐiere el destino A, frente a un 40% que preϐiere 
 el destino B. Entre los socios que tienen a lo sumo 40 años, que son el 70% del total de socios, 
 la preferencia por el destino A es del 80% 
a)  Si se escoge al azar un socio, ¿ qué probabilidad hay de que sea mayor de 40 años y desee viajar a B? 
b)Si se ha elegido un socio al azar y preϐiere el destino A, ¿ qué probabilidad hay de que tenga más de 40 años? 
Solución 

Sabemos que el 60% eleige destino A y el 40% destino A 

Cuantos mayores de 40 años eligen destino A o B 

Sabemos que el total es x: 

0,7x ∗ 0,8 + 0,3 ∗ x ∗ A = 0,6x  

0,56x + 0,3 ∗ x ∗ A = 0,6x; A =
0,04

0,3
= 0,1333 

0,7x ∗ 0,2 + 0,3 ∗ x ∗ B = 0,4x  

0,14x + 0,3 ∗ x ∗ A = 0,4x; B =
0,26

0,3
= 0,8666; 

a)  Si se escoge al azar un socio, ¿ qué probabilidad hay de que sea mayor de 40 años y desee viajar a B? 

P( mayor de 40 y viaje a B) =
0,3 ∗ 0,8666

0,3 ∗ 0,8666 + 0,7 ∗ 0,2
=

0,25998

0,39998
=  0,64998~0,65;  65%% 
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b)Si se ha elegido un socio al azar y preϐiere el destino A, ¿ qué probabilidad hay de que tenga más de 40 años? 

P(socio al azar preϐire destino A| tenga mas de 40 años) =
0,30 ∗ 0,13333

0,70 ∗ 0,80 + 0,30 ∗ 0,13333
= 

P(socio al azar preϐire destino A| tenga mas de 40 años)
0,03999

0,59999
= 0,0666 = 6,6666% 

5. Ejercicio 

Dadas las matrices A ቀ
1 0 1
0 1 0

ቁ  y B ൭
1 1

−1 −1
1 a

൱ se pide: 

 
a) Determinar para que valores del parametro real a existe la inversa de A ∗ B y calcular para a = −1; 
b) Para a = −1, calcular el determinante de la matriz   |(𝐴 ∗ 𝐵)௧|ଷ, 𝑑𝑜𝑛𝑑𝑒 (𝐴 ∗ 𝐵)௧ 𝑒𝑠 𝑙𝑎  
matriz transpuesta de (A ∗ B) 
c) Estudiar en funcion del valor del parametro a el rango de la matriz A ∗ B 

Solución 

a) Determinar para que valores del parametro real a existe la inversa de A ∗ B y calcular para a = −1; 

A ቀ
1 0 1
0 1 0

ቁ  y B ൭
1 1

−1 −1
1 a

൱ = A ∗ B = ൬
1 ∗ 1 + 0 ∗ (−1) + 1 + 1 1 ∗ 1 + 0(−1) + 1 ∗ a

0 ∗ 1 + 1 ∗ (−1) + 0 ∗ 1 0 ∗ 1 + 1(−1) + 0 ∗ a
൰  

A ∗ B = C = ቀ
2 1 + a

−1 −1
ቁ ; 

La matriz Inversa Cିଵ =
1

|𝐶|
∗  (C∗)୲  ; 

|𝐶| = (−1 ∗ 2)— ((−1) ∗ (1 + 𝑎)) = −2 + 1 + 𝑎 =  −1 + 𝑎  

El determinante es distinto de 0 para a ≠ 1; => para todo a ≠ 1 existe inversa 

para a = −1; |𝐶| = (−1 ∗ 2)— ((−1) ∗ (1 − 1)) = −2   

C∗ = ቀ
2 0

−1 −1
ቁ = ቀ

−1 1
0 2

ቁ ; 

(C∗)୲ =  ቀ
−1 0

1 2
ቁ ; 

La matriz Inversa Cିଵ =
1

|𝐶|
∗  (C∗)୲ =

1

−2
ቀ

−1 0

1 2
ቁ = ൮

1

2
0

−
1

2
−

2

2

൲ = ൮

1

2
0

−
1

2
−1

൲ 

b) Para a = −1, calcular el determinante de la matriz   |(𝐴 ∗ 𝐵)௧|ଷ, 𝑑𝑜𝑛𝑑𝑒 (𝐴 ∗ 𝐵)௧ 𝑒𝑠 𝑙𝑎 

matriz transpuesta de (A ∗ B) 

para a = −1;  C = ቀ
2 1 + a

−1 −1
ቁ => ቀ

2 0
−1 −1

ቁ  

(𝐴 ∗ 𝐵)௧ =  (𝐶)௧ = ቀ
2 −1
0 −1

ቁ ;  

|(𝐴 ∗ 𝐵)௧| =  −2;  

|(𝐴 ∗ 𝐵)௧|ଷ =  |(𝐶)௧|ଷ = (−2)ଷ = −8 

c) Estudiar en funcion del valor del parametro a el rango de la matriz A ∗ B 

|𝐴 ∗ 𝐵| = (−1 ∗ 2)— ((−1) ∗ (1 + 𝑎)) = −2 + 1 + 𝑎 =  −1 + 𝑎 

para a ≠ 1  el rango de la martriz A ∗ B = ቀ
2 1 + a

−1 −1
ቁ  será 2  

Para a = 1 el rango  |𝐴 ∗ 𝐵| = (−1 ∗ 2)— ((−1) ∗ (1 + 1)) = −2 + 2 = 0 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜 = 1   
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6. Ejercicio 

Dadas las funciones f(x) = ln x deϐinida para x > 0 𝑦 𝑔(x) = 𝑥ଶ − 2x + 5 deϐinida para toda la recta R; 
Se pide 

a) Calcular lim
୶→ஶ

f(x)

g(x)
; 

b) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como los extremos relativos de la 
 funcion g(x) 
c)Determinar los puntos c tales que la tangente a la graϐica g(x) en ൫c, g(x)൯forme un angulo 

 de
π

4
con el eje X 

 
Solución 

a) Calcular lim
୶→ஶ

f(x)

g(x)
 

lim
୶→ஶ

f(x)

g(x)
= lim

୶→ஶ

ln x

𝑥ଶ − 2x + 5
=

∞

∞
 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜 . 𝑆𝑖 𝑎𝑝𝑙𝑖𝑐𝑜 𝑙´ℎ𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙  lim

୶→ஶ

1/x

2x − 2
  

lim
୶→ஶ

1/x

2x − 2
= lim

୶→ஶ

1

2𝑥ଶ − 2x
=

1

∞
= 0; 

 

b) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como los extremos relativos de la 
 funcion g(x) 
 

𝑔(x) = 𝑥ଶ − 2x + 5 

Hallamos da derivada g´(x) = 2x − 2; 

igualamos a 0;  2x − 2 = 0; x = 1  en x = 1; 

 habrá un maximo o minimo, hallamos valores cercanos 

X f(x) 
2 5 
1 4 
2 5 

en x = 1 tenemos un minimo.  La funcion es decreciente (−∞, 1) y creciente (1, ∞) 

c)Determinar los puntos c tales que la tangente a la graϐica g(x) en ൫c, g(x)൯forme un angulo 

 de
π

4
con el eje X 

π

4
= 45º la tangente que forma un angulo de 45 º con la horizontal, su pendiente m =   tangente = 1 

m = a la derivada de la funcion = g´(x) = 2x − 2; Si ha de ser = 1 => 2𝑥 − 2 = 1; 𝑥 = 3/2 

para x =
3

2
;  g(x) = (3/2)ଶ − 2 ൬

3

2
൰ + 5 = 2,25 − 3 + 5 = 4,25; 

La tangente será y = mx + n; como m = 1 => 𝑦 = 𝑥 + 𝑛;  

como la recta toca a la funcion en ൬
3

2
, 4,25൰ se ha a de cumplir; 4,25 =

3

2
+ n;  n = 2,75 

La tangente será y = x + 2,75 
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7. Ejercicio 

Dados los vectores aሬ⃗ =  2uሬ⃗ − vሬ⃗  y bሬ⃗ =  uሬ⃗ +  2vሬ⃗ ;   en el espacio vectorial euclideo donde uሬ⃗ = (1,0,1) y  
vሬ⃗ = (0,1,0) se pide: 
a) determinar los vectores c⃗ = cuyo modulo sea 2 y que sean ortogonales tanto a uሬ⃗  como a vሬ⃗  
b) Determinar el coseno del angulo que forman aሬ⃗  y  bሬ⃗ ; 
c) Calcular aሬ⃗  X bሬ⃗ ; 
Solución 

a) determinar los vectores c⃗ = cuyo modulo sea 2 y que sean ortogonales tanto a uሬ⃗  como a vሬ⃗  

 Siendo c⃗ (x, y, z);  Si son ortogonales su producto escalar será 0 

ቐ

c⃗ ∗ uሬ⃗ = (x, y, z) ∗ (1,0,1) = 0; => 𝑥 + 𝑧 = 0; z = −x

c⃗ ∗ vሬ⃗ = (x, y, z) ∗ (0,1,0) = 0; => 𝑦 = 0

|c⃗| = ඥ(𝑥)ଶ + (𝑦)ଶ + (𝑧)ଶ = 2;

  sustituimo ඥ(𝑥)ଶ + (0)ଶ + (−𝑥)ଶ = 2; 

(𝑥)ଶ + (0)ଶ + (−𝑥)ଶ = 2ଶ; 𝑥ଶ + 𝑥ଶ = 4; 2𝑥ଶ = 4; 𝑥 = √2, 𝐸𝑙 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟   c⃗ pedido será ൫√2, 0, −√2൯ 

b) Determinar el coseno del angulo que forman aሬ⃗  y  bሬ⃗ ; 

aሬ⃗ = 2uሬ⃗ − vሬ⃗ = 2(1,0,1) − (0,1,0) = (2,0,2) − (0,1,0) = (2, −1,2) 

bሬ⃗ = uሬ⃗ + 2vሬ⃗ = (1,0,1) + 2(0,1,0) = (1,0,1) + (0,2,0) = (1,2,1) 

cos aሬ⃗ ∗ bሬ⃗
෣

=
aሬ⃗ ∗ bሬ⃗

|aሬ⃗ | ∗ |bሬ⃗ |
=

(2, −1,2) ∗ (1,2,1)

ඥ(2)ଶ + (−1)ଶ + (2)ଶ ∗ ඥ(1)ଶ + (2)ଶ + (1)ଶ|
=

2 ∗ 1 + (−1) ∗ 2 + 2 ∗ 1

√4 + 1 + 4 ∗ √1 + 4 + 1|
=   

2

3 ∗ √6|
;  cos aሬ⃗ ∗ bሬ⃗

෣
=

2

3√6
;  𝛼 = 𝑎𝑟𝑐𝑜𝑠 

2

3√6
= 74,2068 

c) Calcular aሬ⃗  X bሬ⃗ ; 

Producto vectorial de dos vectores aሬ⃗  X bሬ⃗  es otro vector =  ቤ
u v z
2 −1 2
1 2 1

ቤ = u(−5) − v(0) + z(5); 

aሬ⃗  X bሬ⃗ =  −5u + 5z 

8. Ejercicio 

La duración de cierto tipo de electrodoméstico es una variable aleatoria que sigue una distribución 
 normal de media 10 años, y desviación típica 0.5 años 
a) Calcule la probabilidad de que uno de esos electrodomésticos dure menos de once años. 
b) Se toma una muestra de 5 electrodomésticos. Determine cuál es la probabilidad de que 
 al menos 4 duren más de diez años 
Solución 

a) Calcule la probabilidad de que uno de esos electrodomésticos dure menos de once años. 

P(X < 11) = P ൬Z <
11 − 10

0,5
൰ = P ൬Z <

1

0,5
= 2൰ = 0,9772 = 97,72% 

b) Se toma una muestra de 5 electrodomésticos. Determine cuál es la probabilidad de que 
 al menos 4 duren más de diez años 
 

P(X ≥ 11) = 1 − P ൬Z ≥
11 − 10

0,5
൰ = 1 − P ൬Z ≥

1

0,5
= 2൰ = 1 − 0,9772 = 0,0228 = 2,28% 

p = probabilidad de que dure mas de 10 años ; p = 2,28;  
q = probabilidad de que dure menos de 10 años ; q = 0,9772  
 
P(almenos cuatro duren mas de 10 años ) 

= P(4 duren mas de 10 años ) + P(5 duren mas de 10 años) 

= ቀ
5
4

ቁ (0,0228)ସ ∗ (0,9772)ଵ + ቀ
5
5

ቁ (0,0228)ହ =  

5(0,0228)ସ ∗ (0,9772)ଵ + 1 (0,0228)ହ = 0,0000027 + 0,00000000616 = 0,000002 
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3 Examen 2022 C 
 

1. Ejercicio 

Se considera el sistema  de ecuaciones lineales en funcion del parametro m: 

൝

𝑥     + 2𝑦       + 𝑧    = 0              
𝑎𝑥  + 0   + (2 + 𝑎)𝑧 = 2       

         𝑦              − 𝑧         = −𝑎                

  𝑆𝑒 𝑝𝑖𝑑𝑒 

a) Discutir segun los valores del parametro real a  

b) Resolver el sistema para a = 1; 

Solución 

1. Discutir segun los valores de a  

൝

𝑥 + 2𝑦             + 𝑧 = 0 
𝑎𝑥 + 0 + (2 + 𝑎)𝑧 = 2 

          𝑦                − 𝑧 = −𝑎 

  ;  

൭ 
1        + 2             +  1 

a           0        + (2 + a)  
0       + 1                 − 1 

อ   
 0
2

−a
൱ 

Eଵ

Eଶ − a
Eଷ

Eଵ ൭ 
1   + 2     +  1 
0   − 2a    + 2  
0    + 1      − 1 

อ   
 0
2

−a
൱ 

Eଵ

Eଶ

Eଶ + 2aEଷ

൭ 
1   + 2     +  1        

0   − 2a    + 2           
0        0      − 2𝑎 + 2 

อ   
 0
2

−2𝑎ଶ + 2
൱ => (−2𝑎 + 2)z = −2𝑎ଶ + 2;  z =

−2𝑎ଶ + 2

−2𝑎 + 2
 

Es indeterminado  para a = 1; −2a + 2 = 0; a = 1; para = 1 𝑒𝑙 𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜 

Otro metodo es comprobar para que valores de a el rango de la matriz < 3 

Si rango de A < 3 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑒𝑠𝑜𝑠 𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑎 𝑒𝑙 𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑠𝑒𝑟á 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜 

อ
1         + 2             +  1 
a          0        + (2 + a)  
0          + 1             − 1 

อ = 𝑎 + 2a − 2 − a = 0; 2a − 2 = 0; a = 1 

b) Resolver el sistema para a = 1; 

൝

𝑥            + 2𝑦                     + 𝑧 = 0 

𝑎𝑥         + 0       + (2 + 𝑎)𝑧 = 2       
              + 𝑦                   − 𝑧  = −𝑎 

  𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 = 1 ൝
𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 0 
𝑥 + 0 + 3𝑧 = 2 

        + 𝑦  − 𝑧 = −1 

  𝑅𝑒𝑠𝑡𝑜 𝑙𝑎𝑠 𝑑𝑜𝑠 𝑝𝑟𝑖𝑚𝑒𝑟𝑎 

 ൜
0 + 2𝑦 − 2𝑧 − 2

𝑦 − 𝑧 = −1
  𝑙𝑎𝑠 𝑑𝑜𝑠 𝑒𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑠𝑜𝑛 𝑖𝑔𝑢𝑎𝑙𝑒𝑠 𝑡𝑒𝑛𝑑𝑟𝑒 2 𝑒𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛 3 𝑖𝑛𝑐𝑜𝑔𝑛𝑖𝑡𝑎𝑠 

𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜 

 

2. Ejercicio 

Dada la funcion f(x) ቐ
xcos(xଶ)       si  x ≤ 0      
Ln (x + 1)

x
    si  x > 0     

  Se pide 

a) Estudiar la continuidad de f en x = 0;  

b) Calcular f´(1); 

c) න f(x)dx
଴

ି√஠

 

 

Solución 

a) Estudiar la continuidad de f en x = 0; 

Limite por la izquierda de 0 lim
୶→ି଴

xcos(xଶ) = 0 ∗ cos0 = 0 ∗ 1 = 0; 

Limite por la derecha de 0 lim
୶→ା଴

Ln (x + 1)

x
=

Ln (0 + 1)

0
=

Ln 1

0
=

0

0
Indeterminado 
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Aplico L´hopital lim
୶→ା଴

1
x + 1

1
= lim

୶→ା଴
 

1

x + 1
=

1

0 + 1
= 1  

No coinciden los limites por la derecha e izquiera => 𝑙𝑎 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖𝑜𝑛 𝑛𝑜 𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑎 𝑒𝑛 0 

b) Calcular f´(1); calcular la derivada de la funcion en x = 1; 

f ቆ
Ln (x + 1)

x
ቇ ;  f` ቆ

Ln (x + 1)

x
ቇ =

1
x + 1

∗ x − 1൫Ln (x + 1)൯

𝑥ଶ
; 

 f` ቆ
Ln (x + 1)

x
ቇ =

x − ൫Ln (x + 1)൯(x + 1)

(x + 1)𝑥ଶ
 ; en x = 1; 

 
1 − ൫Ln (1 + 1)൯(1 + 1)

(1 + 1)1ଶ
=

1 − (Ln 2)2

2
=

1 − 2(Ln 2)

2
=

1

2
− Ln 2 = 0,19315   

c) න f(x)dx
଴

–√஠

;  න xcos(xଶ)dx
଴

ି√஠

= ฬ
1

2
sen(xଶ)ฬ

ି√஠

଴

=  
1

2
sen(0ଶ) −

1

2
sen൫−√π൯

ଶ
= 

1

2
∗ 1 −

1

2
senπ =

1

2
−

1

2
∗ 0 =

1

2
; න xcos(xଶ)dx

଴

ି√஠

=
1

2
u  

 

3. Ejercicio 

Dados el punto A(1, −1, 0) y el plano π ≡  x +  y −  z =  2, se pide: 

a) Determinar la ecuacion de una recta perpendicular a´ π que pase por A;  

b) Hallar el volumen del tetraedro que forma el origen de coordenadas O(0, 0, 0) con los puntos 

 de interseccion del plano ´ π con cada uno de los tres ejes 

Solución 

a) Determinar la ecuacion de una recta perpendicular a´ π que pase por A; 

La ecuacion del plano será π ≡  x +  y −  z − 2 = 0; 

 El vector director de la recta perpendicular al plano v ሬሬ⃗ (1,1, −1) 

Recta ቊvd ሬሬሬሬሬ⃗ (1,1, −1)

A( 1, −1,0)
   recta =  ൝

x =  x଴ + λdଵ

y =  y଴ + λdଶ

z =  z଴ + λdଷ

  =>  ൝

x =  1 + λ ∗ 1 
y =  −1 +  λ ∗ 1
z =  0 + λ(−1)

  = ൝
x =  1 + λ 

y =  −1 +  λ
z =          −λ

  

 

 

b) Hallar el volumen del tetraedro que forma el origen de coordenadas O(0, 0, 0) con los puntos 

 de interseccion del plano ´ π con cada uno de los tres ejes 

Puntos de interseccion del plano con los ejes serán de la forma ቐ

corte con el eje X (a, 0,0)

Corte con el eje Y (0, b, 0)

Corte con el eje Z (0,0, c)

  

como estos puntos han de pertenecer al plano sustituyo ൝
a +  0 −  0 − 2 = 0; a = 2
0 +  b −  0 − 2 = 0; b = 2
0 +  0 − c − 2 = 0; c = −2

  

Los puntos de corte del plano con los ejes será A(2,0,0), B(0,2,0) y C(0,0, −2) 

La ϐigura que nos da es la de un tetraedro "poligono regular que tiene cuatro caras iguales ,  

triangulo equilatero 

El area del tetraedo es =
Area de la base ∗ altuta

3
 

Area de una cara =  Area de la base =
base ∗ altura

2
; Area de una cara =

lଶ√3

4
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Area total del tetraedro = 4caras ∗  
lଶ√3

4
= lଶ√3 

Volumen del tetraedro =
area de la base ∗ altura de tetraedro

3
=

lଶ√3
4

∗
l√6

3
3

=
lଷ√18

36
=

lଷ3√2

36
=  

lଷ√2

12
  

Volumen del tetraedro =
lଷ√2

12
  

dado que el lado vale 2 => 𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑛 𝑑𝑒𝑙 𝑡𝑒𝑡𝑟𝑎𝑒𝑑𝑟𝑜 =
2ଷ√2

12
=

8√2

12
=

2√2

3
= 0,9428; 

  Volumen del tetraedro =
2√2

3
= 0,9428  

 

4. Ejercicio 

Las calificaciones de una prueba de idioma extranjero siguen una distribución normal de media 90 y ´ 
desviación típica 30 

a) Calcule la probabilidad de que un estudiante elegido al azar supere los 78 puntos;  

b) Una prestigiosa universidad exige a los estudiantes, para acceder, una nota mayor que 125 puntos 

calcule el porcentaje esperado de estudiantes admitidos. 

Solución 

a) Calcule la probabilidad de que un estudiante elegido al azar supere los 78 puntos; 

P(X > 78) = P ൬Z >
78 − 90

30
൰ = P ൬Z >

−12

30
= −0,4൰ = 

Z = −0,4  negativo: 

P(Z > 𝑧); como la tabla es simetrica el area que  queda por encima de  z = −0,4 

 es igual al arear que queda por debajo de z = 0,4; 

P ൬Z >
−12

30
= −0,4൰ = 0,6554 = 65,54% 

b) Una prestigiosa universidad exige a los estudiantes, para acceder, una nota mayor que 125 puntos 
calcule el porcentaje esperado de estudiantes admitidos 

P(X > 125) = P ൬Z >
125 − 90

30
൰ = P ൬Z >

35

30
= 1,16666൰ = 0,9515; como queremos que sea mayor  ; 

P(X > 125) = 1 −  P ൬Z >
35

30
= 1,16666൰ = 1 − 0,9515 = 0,0485 = 4,85%  
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5. Ejercicio 

Dadas las matrices A = ൭
1 −2 0
0 1 −2
0 0 2

൱ Se pide: 

a) Justiϐicar que admite inversa y calcular Aିଵ;  

b) Calcula el determinante de la matriz A୲ ∗ A, donde A୲ es la matriz transpuesta de A 

𝑐) Obtener el rango de la matriz Aଶ − 2A. 

Solución 

a) Justiϐicar que admite inversa y calcular Aିଵ; 

൭
1 −2 0
0 1 −2
0 0 2

൱  tendra inversa si su  determinante es distinto de 0  

อ
1 −2 0
0 1 −2
0 0 2

อ = 2 ≠ 0 tiene inversa 

 La matriz Inversa A−1 =
1

|𝐴|
∗  (A∗)t 

Hallamos la matriz adjunta A∗ = ൭
2 0 0
4 2 0
4 2 1

൱  

hallamos la transpuesta (A∗)୲ = ቆ
2 4 4

0 2 2

0 0 1

ቇ 

La matriz Inversa Aିଵ =
1

|𝐴|
∗  (A∗)୲ =

1

2
∗  ቆ

2 4 4

0 2 2

0 0 1

ቇ =  ൭

1 2 2

0 1 1

0 0 1/2
൱  

I = A ∗ Aିଵ = ൭
1 −2 0
0 1 −2
0 0 2

൱ ∗ ൭
1 2 2
0 1 1
0 0 1/2

൱ = ൭
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱ Se cumple   

b) Calcula el determinante de la matriz A୲ ∗ A, donde A୲ es la matriz transpuesta de A 

A୲ = ൭
1 0 0

−2 1 0
0 −2 2

൱ ; A୲ ∗ A =  ൭
1 0 0

−2 1 0
0 −2 2

൱ ∗ ൭
1 −2 0
0 1 −2
0 0 2

൱ = ൭
1 −2 0

−2 4 + 1 −2
0 −2 4 + 4

൱ 

A୲ ∗ A = ൭
1 −2 0

−2 5 −2
0 −2 8

൱ ; |A୲ ∗ A| =  อ
1 −2 0

−2 5 −2
0 −2 8

อ = 40 − 32 − 4 = 4 

𝑐) Obtener el rango de la matriz Aଶ − 2A 

Aଶ =  ൭
1 −2 0
0 1 −2
0 0 2

൱ ∗ ൭
1 −2 0
0 1 −2
0 0 2

൱ = ൭
1 −2 − 2 4
0 1 −2 − 4
0 0 4

൱ = ൭
1 −4 4
0 1 −6
0 0 4

൱  

2A = 2 ∗ ൭
1 −2 0
0 1 −2
0 0 2

൱ =  ൭
2 −4 0
0 2 −4
0 0 4

൱ 

Aଶ − 2A =  ൭
1 −4 4
0 1 −6
0 0 4

൱ − ൭
2 −4 0
0 2 −4
0 0 4

൱ = ൭
−1 0 4
0 −1 −2
0 0 0

൱ 

|Aଶ − 2A| = อ
−1 0 4
0 −1 −2
0 0 0

อ = 0, el rango no es 3  

para ver si el rango es 2, elijo determinantes de 2X2; ej  ቚ
−1 0
0 −1

ቚ = 1 ≠ 0 por lo que el rango es 2  

 

 

 



 

19(29) 

 
 

6. Ejercicio 

Dada la funcion f(t) = (t + 1)eିଶ୲  se pide: 

a) Calcular  lim
୲→ஶ

f(t) ;  

b) Estudiar el crecimiento y valores maximos y minimos de f(t) en [−1, ∞) 

Solución 

a) Calcular  lim
୲→ஶ

(t + 1)eିଶ୲

 
  

lim
୲→ஶ

(t + 1)eିଶ୲ = lim
୲→ஶ

(t + 1)

eଶ୲
=

(∞ + 1)

eଶஶ
=

∞

∞
 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜 

 𝑎𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑟𝑒𝑔𝑙𝑎 𝐿´𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙 

lim
୲→ஶ

(t + 1)

eଶ୲
= derivamos numerador y denominador 

 lim
୲→ஶ

1

2eଶ୲
=

1

∞
= 0 

b) Estudiar el crecimiento y valores maximos y minimos de f(t) en [−1, ∞) 

f(t) = (t + 1)eିଶ୲ =  
(t + 1)

eଶ୲
; 𝑓´(𝑡) =

1 ∗ eଶ୲ − 2eଶ୲(t + 1)

(eଶ୲)ଶ
=

eଶ୲ − 2eଶ୲(t + 1)

eସ୲
=  

1 − 2(t + 1)

eଶ୲
 

=
ଵିଶ୲ିଶ

ୣమ౪
=  

ିଶ୲ିଵ

ୣమ౪
= 0; −2t − 1 = 0; t = −

ଵ

ଶ
 en este punto habra un máximo o mínimo 

Si hallo la segunda derivada o tomo valores menor  

y mayor de − 0,5 veo que hay un maximo 

La funcion es creciente de(−1 hasta , −0,5) y 

de creciente de(−0,5 a ∞) 

 

7. Ejercicio 

Se considera la recta r que pasa por el punto P(1, 0, 3)y tiene vector director 𝑢ሬ⃗  =  (2, 1, 1);  y el plano 

 π ≡  x +  y +  2z =  6.  Se pide: 

a) Determinar la posicion relativa de  r y π ;  

b) Hallar la ecuacion de un plano  μ  perpendicular a π y que contenga a r. Determinar la distancia del 
punto A(2, 0, 2) al plano μ . 

Solución 

a) Determinar la posicion relativa de  r y π ; 

Pueden darse tres posiciones: ቐ

Que la recta y el plano sean paralelos:  𝑢ሬ⃗  𝑝𝑒𝑟𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑎 𝑣⃗ 

Que la recta esté contenida en el plano: 𝑢ሬ⃗   𝑝𝑒𝑟𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑎 𝑣⃗ 𝑦 𝑃𝜖π

Que la recta corte el plano:  𝑢ሬ⃗  𝑛𝑜 𝑝𝑒𝑟𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑎 𝑣⃗  Secantes                  

  

𝑅𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑟 ൜
𝑢ሬ⃗  =  (2, 1, 1)

P(1, 0, 3)
   ; 𝑃𝑙𝑎𝑛𝑜  π ൜

𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝑣⃗  = (1,1,2)

P(1, 0, 3)
  

Si son perpendiculare, su producto escalar sera = 0; 

 𝑢ሬ⃗ ∗  𝑣⃗ = (1,1,2) ∗ (2, 1, 1) = 2 + 1 + 2 = 5 𝑛𝑜 𝑒𝑠 0 𝑙𝑢𝑒𝑔𝑜 𝑛𝑜 𝑠𝑜𝑛 𝑝𝑒𝑟𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟𝑒𝑠 => 𝑠𝑒𝑟𝑎𝑛 𝑠𝑒𝑐𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠 

Para ver el punto de corte pongo la recta en parametrica r ൝
x = 1 + 2λ
y = 0 + 1λ
z = 3 + 1λ

   

Como el punto de la recta pertenecerá al plano sustituy en x +  y +  2z =  6: 

(1 + 2λ) + (0 + 1λ) +  2(3 + 1λ) =  6; 1 + 2λ + λ + 6 + 2λ = 6;  5λ = −1;  λ = −
1

5
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para hallar el punto de corte sustituyo en  la recta ൝
x = 1 + 2λ
y = 0 + 1λ
z = 3 + 1λ

  ;   ൝

x = 1 − 2/5
y = −1/5

z = 3 − 1/5

  ; (
3

5
, −

1

5
,
14

5
) 

Compruebo que el punto pertenece al plano sustituyo en la ecuacion del plano π ≡  x +  y +  2z =  6. 

 
3

5
−

1

5
+ 2 ∗

14

5
=

30

5
= 6; 

b) Hallar la ecuación de un plano  μ  perpendicular a π y que contenga a r. Determinar la distancia del 
punto A(2, 0, 2) al plano μ . 

Como quiero hallar un plano μ, que sea perpendicular a π;  Tendre el vector normal del plano  

π ≡  x +  y +  2z =  6 estara contenido en el plano π 

por otro lado el vector director de la recta r tambien estará contenido en el plano μ  

൜
vector normal al plano π  ( 1,1,2)

vector director de la recta r ( 2,1,1)
    Un vector normal del plano  μ es igual 

 al producto vectorial de los dos vectores. que contiene el plano  

Vector normal del plano μ es igual al producto vectorial de    𝑢ሬ⃗  X 𝑣⃗ = (1,1,2)𝑋(2,1,1) =  อ
i j k
1 1 2
2 1 1

อ  =     

de    𝑢ሬ⃗  X 𝑣⃗ =  + ቚ
1  2
1  1

ቚ i − ቚ
1  2
2  1

ቚ j + ቚ
1   1
2  1

ቚ k =  −1i + 3j − 1k;  

Vector normal del plano  será (−1,3, −1) 

El plano pedido será Ax + By + Cz + D = 0; sustituyo los valores: − x + 3y − z + D = 0 

Por otro lado tenemos que el punto P(1, 0, 3), pertenece a la recta que está contenida en el plano. 

−x + 3y − z + D = 0 sustituyo en el plano =>  −1 + 3 ∗ 0 − 3 + 𝐷 = 0; 𝐷 = 4;  

la ecuacion del plano será − x + 3y − z + 4 = 0 

 Determinar la distancia del punto A(2, 0, 2) al plano μ 

Compruebo si el punto pertenece al plano: sustituyo A en la ecuacion del plano μ;  −x + 3y − z + 4 = 0  

=> −2 + 3 ∗ 0 − 2 + 4 = 0; −4 + 4 = 0 distancia 0 pue el punto pertenece al plano  

 

8. Ejercicio 

En la ϐlota de vehículos de una empresa de alquiler hay 75 vehículos compactos y 36 SUV. 

 Se sabe que el 25% de los compactos y el 15% de los SUV son híbridos. 

 Alquilamos un vehículo y la empresa nos lo asigna al azar de entre toda su ϐlota. Se pide: 

a) Calcular la probabilidad de que sea híıbrido;  

b) Si nos ha correspondido un vehículo híbrido, determinar la probabilidad de que sea un SUV 

Solución 

  
a) Calcular la probabilidad de que sea híıbrido;   

P(hibrido)= 0,6757*0,25+0,3243*0,15=0,21757; 21,757% 

b) Si nos ha correspondido un vehículo híbrido, determinar  

la probabilidad de que sea un SUV 

P( SUB|Hibrido) =
0,3243 ∗ 0,15

0,6757 ∗ 0,25 + 0,3243 ∗ 0,15
 

=
0,048645

0,21757
=  0,22358;   22,358% 
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4 Examen 2022 D 
 

1. Ejercicio 

Si se tiene el sistema  de ecuaciones lineales siguiente se pide: 

ቐ

4𝑥 + 5𝑦 + 2𝑧    = −1 
3𝑥 + 2𝑦  + 𝑧    =   2 

 aଶ𝑥 + 3𝑦 + 𝑧    =    3𝑎 

  𝑆𝑒 𝑝𝑖𝑑𝑒 

a) Discutir el sistema segun los valores del parametro  a  

b) Resolver el sistema para a = 1; 

Solución 

ቐ

4𝑥 + 5𝑦 + 2𝑧    = −1 
3𝑥 + 2𝑦  + 𝑧    =   2 

 aଶ𝑥 + 3𝑦 + 𝑧    =    3𝑎 

  𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑠𝑖𝑚𝑝𝑙𝑖𝑓𝑖𝑐𝑎𝑟 𝑒𝑙 𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑐𝑎𝑚𝑏𝑖𝑜 𝑒𝑙 𝑜𝑟𝑑𝑒𝑛 ቐ

5𝑦 + 2𝑧 + 4𝑥   = −1 
2𝑦  + 𝑧 + 3𝑥   =   2 

3𝑦 + 𝑧 + aଶ𝑥   =    3𝑎 

  

൭ 
5       + 2       +  4 
2      + 1        + 3 
3      + 1       + aଶ  

อ   
−1
2

3a
൱

Eଵ

Eଶ = 5Eଶ − 2 Eଵ

Eଷ = 5Eଷ − 3Eଵ

൭ 
5       + 2        +  4                 
0      + 1      + 7                   
0     − 1       +  5aଶ − 12  

อ   
−1
12

15a + 3
൱ 

൭ 
5       + 2        +  4                 
0      + 1      + 7                   
0     − 1       +  5aଶ − 12  

อ   
−1
12

15a + 3
൱

Eଵ

Eଶ

Eଷ = Eଷ + Eଶ

൭ 
5       + 2        +  4                        
0      + 1      + 7                         
0          0       +  5aଶ − 12 + 7 

อ   
−1
12

15a + 3 + 12
൱ 

(5aଶ − 12 + 7)x = 15a + 3 + 12; x = (15a + 15)x = 5aଶ − 5; x =
5aଶ − 5

15a + 15
=

aଶ − 1

3a + 3
 

 El sistema será compatible indeterminado para 3a + 3 = 0; a = −1; 

para a = −1 sera compatible indeterminado 

Prueba a = −1 ቐ

4𝑥 + 5𝑦 + 2𝑧    = −1 
3𝑥 + 2𝑦  + 𝑧    =   2 

 aଶ𝑥 + 3𝑦 + 𝑧    =    3𝑎 

  𝑠𝑢𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑦𝑜 ൝

4𝑥 + 5𝑦 + 2𝑧 = −1 
3𝑥 + 2𝑦  + 𝑧 =   2 

 𝑥 + 3𝑦 + 𝑧 = −3

  

൝

4𝑥 + 5𝑦 + 2𝑧 = −1 
3𝑥 + 2𝑦  + 𝑧 =   2 

 𝑥 + 3𝑦 + 𝑧 = −3

 
Eଵ

Eଶ = 4Eଶ − 3 Eଵ

Eଷ = 4Eଷ − Eଵ

൝

4𝑥 + 5𝑦 + 2𝑧 = −1 
0 − 7𝑦 − 2𝑧 =   11 
0 + 7𝑦 + 2𝑧 = −11

  Eଶ = Eଷ  

para a = −1 dos ecuaciones con tres incognitas sera compatible indeterminado 

 

b) Resolver el sistema para a = 1; 

Prueba a = 1 ቐ

4𝑥 + 5𝑦 + 2𝑧    = −1 
3𝑥 + 2𝑦  + 𝑧    =   2 

 aଶ𝑥 + 3𝑦 + 𝑧    =    3𝑎 

  𝑠𝑢𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑦𝑜 ൝

4𝑥 + 5𝑦 + 2𝑧 = −1 
3𝑥 + 2𝑦  + 𝑧 =   2 

 𝑥 + 3𝑦 + 𝑧 = 3

  

൝

4𝑥 + 5𝑦 + 2𝑧 = −1 
3𝑥 + 2𝑦  + 𝑧 =   2 

 𝑥 + 3𝑦 + 𝑧 = 3

 
Eଵ

Eଶ = 4Eଶ − 3 Eଵ

Eଷ = 4Eଷ − Eଵ

൝

4𝑥 + 5𝑦 + 2𝑧 = −1 
0 − 7𝑦 − 2𝑧 =   11 
0 + 7𝑦 + 2𝑧 = 13

 
Eଵ

Eଶ

Eଷ = Eଷ + Eଶ

൝
4𝑥 + 5𝑦 + 2𝑧 = −1 
0 − 7𝑦 − 2𝑧 =   11 
0      0    + 0 =   24

  

0 = 𝑒𝑙 𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑒𝑠 𝑖𝑛𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 
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2. Ejercicio 

Determinar la posicion relativa de dos planos μ y π   dados por las siguientes ecuaciones ∶ 

μ ≡ 3x + 2y − 6z = 7 ;    π ≡ 4x − y + z + 2 = 0 

Solución 

posicion relativa ൝

sean paralelos sus vectores normales son paralelos
sean coincidentes sus vectores normales son paralelos
Sean secantes, sus vectores normales no son paralelos 

  

vectores normales ൜
μሬ⃗ (3,2, −6)

πሬሬ⃗ (4, −1,1)
   

3

4
≠

2

−1
≠ −

6

1
 los vectores no son proporcionales => 𝑠𝑒𝑐𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠 

Se cortarán en una recta ൜
3x + 2y − 6z − 7 = 0

4x − y + z + 2 = 0
   2 ecuacion 3 incognitas; 

Hago una variable igual un parametro  x = λ y sustituyo ൜
3λ + 2y − 6z − 7 = 0

4λ − y + z + 2 = 0
  ൜

2y − 6z = 7 − 3λ
−y + z = −2 − 4λ

   

Eଵ

Eଶ = 2Eଶ + Eଵ
ቄ

2y − 6z = 7 − 3λ
0 − 4z = 3 − 11λ

  ;  −4𝑧 =  3 − 11λ;   z =
3 − 11λ

−4
 ; 𝑧 =  

−3 + 11λ

4
 

Sustituyo  en Eଵ  2y − 6z = 7 − 3λ => 2𝑦 − 6 ൬
−3 + 11λ

4
൰ = 7 − 3λ; 2y = 7 − 3λ + 6 ൬

−3 + 11λ

4
൰ 

8y =  28 − 12λ + 6(−3 + 11λ) = 28 − 12λ − 18 + 66λ = 10 + 54λ; y =  
10 + 54λ

8
 

La recta interseccion de los planos será: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

x =  λ

y =
10

8
+

54λ

8
; 

z = −
3

4
+

11

4
λ

   

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

x =  λ

y =
5

4
+

27λ

4
; 

z = −
3

4
+

11

4
λ

 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

x =  4λ

y =
5

4
+ 27λ; 

z = −
3

4
+ 11λ

  

Otra forma: 

𝑉𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑐𝑡𝑜 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟𝑖𝑎𝑙 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟𝑒𝑠 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙𝑒𝑠 𝑎 𝑙𝑜𝑠 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜𝑠  

𝑢ሬ⃗  X 𝑣⃗ = (3,2, −6)𝑋(4, −1,1) =  อ
i j k
3 2 −6
4 −1 1

อ = −4i − 27j − 11k; 

 vdሬሬሬሬሬ⃗ de la recta  (−4, −27, −11); 

Suponemos que x = 0; ൜
3x + 2y − 6z − 7 = 0

4x − y + z + 2 = 0
  => ൜

2y − 6z = 7
−y + z = −2

  ; 0 − 4z = 3; z = −
3

4
  

Sustituyo, 2y − 6z = 7 => 2𝑦 − 6 ∗ ൬−
3

4
൰ = 7; 2y = 7 −

18

4
=

10

4
; y =

10

8
 Punto de la recta (0,

5

4
, −

3

4
) 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

x = 0 − 4λ

y =
5

4
− 27λ

z = −
3

4
− 11λ

  =       

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

x = 0 − 4λ

y =
10

4
− 27λ

z =  −
3

4
 − 11λ
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3. Ejercicio 

Dada la funcion variable real: 

f(x) = ቄ
eୟ୶      Si x ≤ 0
eିୟ    Si x > 0

 : 

a) Estudiar para que valores de a la funcion f(x) es continua en todo su dominio. 

b) Estudiar para que valores de a la funcion f(x) es derivable en todo su dominio. 

Solución 

a) Estudiar para que valores de a la funcion f(x) es continua en todo su dominio. 

para que la funcion sea continua es todo el dominio f(x) = ቄ
eୟ୶      Si x ≤ 0
eିୟ୶   Si x > 0

  : ha de cumplirse 

lim
௫→ି଴

eୟ୶   =  lim
௫→ା଴

eିୟ୶;  

lim
௫→ି଴

eୟ୶   = eୟ∗଴   = e଴   = 1  

lim
௫→ା଴

eିୟ୶   = lim
௫→ା଴

1

eୟ୶   

  

=
1

e଴   
=

1

1
= 1   

La funcion es continua para cualquier valor de a  

b) Estudiar para que valores de a la funcion f(x) es derivable en todo su dominio. 

f(x) = ቄ
eୟ୶      Si x ≤ 0
eିୟ    Si x > 0

  : f´(x) = ቄ
aeୟ୶      Si x ≤ 0

−aeିୟ୶   Si x > 0
 : 

f´(eୟ଴ି  ) = aeୟ୶   = aeୟ∗଴   = a ∗ 1 = a 

f´(eୟ଴ା ) =
−a

eୟ୶   
=

−a

eୟ∗଴   
=

−a

1
= −a 

La funcion  es derivable en x = 0; solo para el valor de a = 0;  

 

4. Ejercicio 

Calcular los limites de la función: 

lim
௫→଴

x − senx

xଶ   
:   lim

௫→ஶ

√𝑥 + 5

x − 7
  

Solución 

lim
௫→଴

x − senx

xଶ   
=

0 − 0

0
=

0

0
 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜 

=> lim
௫→଴

x

xଶ   
− lim

௫→଴

senx

xଶ   
=>  lim

௫→଴

1

x
− lim

௫→଴

cosx

2x
= 

lim
௫→଴

1

x
− lim

௫→଴

−senx

2
=  ∞ +

0

2
= ∞ 

lim
௫→଴

x − senx

xଶ   
= ∞; 

 

lim
௫→ஶ

√𝑥 + 5

x − 7
=

∞

∞
 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜 

𝐴𝑝𝑙𝑖𝑐𝑜 𝑟𝑒𝑔𝑙𝑎 𝑑𝑒 𝑙´ℎ𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙  lim
௫→ஶ

√𝑥 + 5

x − 7
= 

 lim
௫→ஶ

(𝑥 + 5)ି
ଵ
ଶ

1
=  

1

√𝑥 + 5
=

1

∞
= 0 
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5. Ejercicio 

Considerando la siguiente matriz ∶ 

C = ൭
0 0 a − 1
1 1 0

a + 1 1 1
൱ 

a) Calcular los valores de a que hacen que la matriz C sea inversible 

b) Estudiar el rango de C en funcion de los valores de a 

 Solución 

La matriz Inversa Aିଵ =
1

|𝐴|
∗  (A∗)୲ 

Para que C  tenga inversa su determinante será distinto de 0 

อ
0 0 a − 1
1 1 0

a + 1 1 1
อ = 1 ∗ 1 ∗ (a − 1) − ( (a − 1) ∗ 1 ∗ (a + 1) = (a − 1) − (a − 1) ∗ (a + 1) = 

a − 1 − (aଶ − 1ଶ) = a − 1 − aଶ + 1 = a − aଶ igualamos a 0 ;  a − aଶ = 0; a(1 − a) = 0; 

La matriz no tendra inversa para valores de a = 0 y a = 1 

b) Estudiar el rango de C en funcion de los valores de a 

La matriz  tendra rango 3 para valores de a distintos de a = 0 y a = 1 

Para a = 0;  inversa para valores de a = 0 y a = 1 

para a = 0; อ
0 0 a − 1
1 1 0

a + 1 1 1
อ =>; อ

0 0 −1
1 1 0
1 1 1

อ =  −1 − (−1) = 0 no rango 3 

veamos si es de ranago 2; si será de rango 2 pues ቚ
1 0
1 1

ቚ = 1; 

para a = 1; อ
0 0 a − 1
1 1 0

a + 1 1 1
อ =>; อ

0 0 0
1 1 0
2 1 1

อ =  0 − 0 = 0 no rango 3 

veamos si es de ranago 2; si será de rango 2 pues ቚ
1 1
2 1

ቚ = −1; 

6. Ejercicio 

Determinar la posicion relativa del plano π y la ecta r dados por las siguientes ecuaciones: 

 π ≡  x − z − 1 = 0; y la recta r ≡  ൝
x = 1 − λ
y = 2 − λ

z =   λ

  

Solución 

posicion relativa ൞

recta y plano paralelos;  vector director de la recta y el normal al plano son perpendiculares
recta contenida en el plano;  vector director de la recta y el normal al plano son perpendiculare

y cualquier punto de la recta pertenece al plano
Sean secantes; vector director de la recta y el normal al plano no son perpendicular                            

  

r ≡  ൝
x = 1 − λ
y = 2 − λ

z =   λ

   vector director d୰
ሬሬሬ⃗ (−1, −1,1) 

π ≡  x − z − 1 = 0;   Vector normal del plano n஠ሬሬሬሬ⃗   (1,0, −1) 

Para ver si son perpendiculares hallo el producto escalar; si da 0 son perpendiculares 

d୰
ሬሬሬ⃗ ∗ n஠ሬሬሬሬ⃗  =  (−1, −1,1) ∗ (1,0, −1) =  −1 ∗ 1 + (−1) ∗ 0 + 1(−1) = −1 + 0 − 1 = −2 

 no son perpendiculares luego son secantes  

Como son secantes la recta cortara al plano en un punto, luego habra un punto que pertenece a la recta y al plnao 

sustituyo los valores de la recta en el plano r ≡  ൝
x = 1 − λ
y = 2 − λ

z =   λ

   π ≡  x − z − 1 = 0 => 
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(1 − λ) + 0(2 − λ) − λ − 1 = 0; 1 − λ + 0 − λ − 1 = 0; −2λ = 0;  λ = 0; 

el punto de corte será sustituyendo en r ≡   ൝
x = 1 − λ
y = 2 − λ

z =   λ

  = ൝
x = 1 − 0
y = 2 − 0

z =   0

  => (1,2,0) 

este punto tanbien pertenece al plano π ≡  x − z − 1 = 0;  Sustituyo  1 − 0 − 1 = 0 

 

7. Ejercicio 

Se tiene la matriz cuadrada ൭
m 1 1
1 m 1
1 1 m

൱   

a) Calcular los valores de m para los que la matriz anterior es inversible 

b) calcular, si esposible, la matriz inversa cuando m = 0; 

Solución: 

La matriz Inversa Aିଵ =
1

|𝐴|
∗  (A∗)୲ 

Para que C  tenga inversa su determinante será distinto de 0 

อ
m 1 1
1 m 1
1 1 m

อ = mଷ + 1 + 1 − (m + m + m) = mଷ − 3m + 2 = 0; para m = 1 el detrminante es 0 

Para m = 1 la matriz no tiene inverso 

b) calcular, si esposible, la matriz inversa cuando m = 0; 

para m = 0 ൭
m 1 1
1 m 1
1 1 m

൱ => ൭
0 1 1
1 0 1
1 1 0

൱  

อ
0 1 1
1 0 1
1 1 0

อ = 0 + 1 + 1 − 0 − 0 − 0 = 2 

A = ൭
0 1 1
1 0 1
1 1 0

൱ => 𝐴∗ =  ൭
−1 1 1
1 −1 1
1 1 −1

൱ ; (A∗)t =  ൭
−1 1 1
1 −1 1
1 1 −1

൱  

La matriz Inversa Aିଵ =
1

|𝐴|
∗  (A∗)୲ =

ቆ
−1 1 1

1 −1 1

1 1 −1

ቇ

2
=  

⎝

⎜
⎜
⎛

−
1

2

1

2

1

2
1

2
−

1

2

1

2
1

2

1

2
−

1

2⎠

⎟
⎟
⎞

 

La matriz Inversa Aିଵ =  

⎝

⎜
⎜
⎛

−
1

2

1

2

1

2
1

2
−

1

2

1

2
1

2

1

2
−

1

2⎠

⎟
⎟
⎞

 

Prueba; 

⎝

⎜
⎜
⎛

−
1

2

1

2

1

2
1

2
−

1

2

1

2
1

2

1

2
−

1

2⎠

⎟
⎟
⎞

∗  ቆ
0 1 1

1 0 1

1 1 0

ቇ =

⎝

⎜
⎜
⎛

1

2
+

1

2
−

1

2
+

1

2
−

1

2
+

1

2

−
1

2
+

1

2

1

2
+

1

2

1

2
−

1

2
1

2
−

1

2

1

2
−

1

2

1

2
+

1

2 ⎠

⎟
⎟
⎞

=  ቆ
1 0 0

0 1 0

0 0 1

ቇ 
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8. Ejercicio 

Calcular el área de la región encerradas por las funciones 𝑓(𝑥) = 3 y 𝑔(𝑥) = 𝑥ଶ − 1 

Solución: 

𝑐𝑜𝑚𝑜 𝑓(𝑥) 𝑒𝑠𝑡𝑎 𝑝𝑜𝑟 𝑒𝑛𝑐𝑖𝑚𝑎  𝑑𝑒 𝑔(𝑥) 

𝐴 =  න ൫𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)൯
ଶ

ିଶ

=  න (3 − (𝑥ଶ − 1)
ଶ

ିଶ

𝑑𝑥 =  

න (−𝑥ଶ + 4)
ଶ

ିଶ

𝑑𝑥 =  ቤ−
xଷ

3
+ 4𝑥ቤ

ିଶ

ଶ

; 

𝐴 = ቆ−
2ଷ

3
+ 4 ∗ 2ቇ − ቆ−

(−2)ଷ

3
+ 4 ∗ (−2)ቇ = 

𝐴 = −
8

3
+ 8 − ൬−

−8

3
− 8൰ = −

8

3
+ 8 −

8

3
+ 8 = 

−
16

3
+ 16 = −

16

3
+ 16 =

32

3
   

𝐴 =
32

3
= 10,6666𝑈 

9. Ejercicio 

Determinar el valor o valores de a para los que el sistema siguiente es compatible determinado,  

compatible indeterminado ó incompatible y resolver el sistema cuando a = 1. 

 ൝

x    − y             = 1;
x − 5ay  + 2az = 3
x     + y    + az = 0;

  

Solución: 

൭ 
1      − 1                
1     − 5a      + 2a
1      + 1       + a  

อ    
1
3
0

൱

Eଵ

Eଶ = Eଶ − Eଵ

Eଷ = Eଷ − Eଵ

 ൭ 
1      − 1                
0    1 − 5a        2a
0      + 2       + a  

อ   
1
2

−1
൱

Eଵ

Eଶ

Eଷ = 2Eଷ − Eଶ

 ൭ 
1      − 1                
0    1 − 5a        2a
0      3 + 5a     0    

อ   
1
2

−4
൱ 

(3 + 5a)y = −4; si 3 + 5a = 0 => 𝑎 = −
3

5
 el sitema es incompatible, 

a ≠ −
3

5
el sistema es compatible determinado 

a = −
3

5
൝

x    − y             = 1;
x − 5ay  + 2az = 3
x     + y    + az = 0;

  =>  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

x    − y             = 1;

x − 5 ∗ (−
3

5
)y  + 2(−

3

5
)z = 3

x     + y    + (−
3

5
)z = 0;

  =>  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

x    − y             = 1;

x + 3y −
6

5
z = 3

x     + y    −
3

5
z = 0;

  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

x    − y             = 1;

x + 3y −
6

5
z = 3

x     + y    −
3

5
z = 0;

 
Eଵ

Eଶ = Eଶ − Eଵ

Eଷ = Eଷ − Eଵ

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

x    − y             = 1;

0   + 4y −
6

5
z = 2

0     + 2y    −
3

5
z = −1;

 
Eଵ

Eଶ

Eଷ = 2Eଷ − Eଶ

൞

x    − y             = 1;

0   + 4y −
6

5
z = 2

0        0      0 = −4;

  

Incompatible 

para a = 1 ൝

x    − y                = 1;
x  − 5y    + 2z = 3
x     + y   + z = 0;

 
Eଵ

Eଶ = Eଶ − Eଵ

Eଷ = Eଷ − Eଵ

൝

x    − y             = 1;
0  − 4y + 2z = 2

0  + 2y + z = −1;

 
Eଵ

Eଶ

Eଷ = 2Eଷ − Eଶ

 

൝

x    − y             = 1;
0    − 4y + 2z = 2
0  + 8y + 0 = −4;

  ; y = −
1

2
; sustituyo en Eଵ  x − ൬−

1

2
൰ = 1;  x =

1

2
 

Sustituyo en Eଷ

1

2
−

1

2
+ z = 0;  z = 0;  Solucion x =

1

2
; y = −

1

2
; z = 0; 
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10. Ejercicio 

Calcular los siguientes 

lim
௫→ஶ

1 − 𝑥

√𝑥ଶ + ln 𝑥
;     lim

௫→ଵ

1 − √𝑥

1 − 𝑥
           

Solución: 

lim
௫→ஶ

1 − 𝑥

√𝑥ଶ + ln 𝑥
=

−∞

∞
 𝑑𝑖𝑣𝑖𝑑𝑖𝑚𝑜𝑠 𝑝𝑜𝑟 𝑥    

lim
௫→ஶ

1 − 𝑥
𝑥

√𝑥ଶ + ln 𝑥
𝑥

= lim
௫→ஶ

1
𝑥

−
𝑥
𝑥

ට𝑥ଶ

𝑥ଶ +
ln 𝑥
𝑥ଶ

=  

lim
௫→ஶ

1
𝑥

− 1

ට1 +
ln 𝑥
𝑥ଶ

=

1
∞

− 1

ට1 +
ln ∞
∞ଶ

=
−1

1
= −1 

 

lim௫→ଵ
ଵି√௫

ଵି௫
=  

ଵି√ଵ

ଵି௫
=

଴

଴
 

𝐴𝑝𝑙𝑖𝑐𝑜 𝑙¨ℎ𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙  lim
௫→ଵ

1 − √𝑥

1 − 𝑥
= lim

௫→ଵ

−
1
2

𝑥ି
ଵ
ଶ

−1
= 

lim
௫→ଵ

1

2𝑥
ଵ
ଶ

1
=  lim

௫→ଵ

1

2√𝑥
1

=  lim
௫→ଵ

1

2√𝑥
=

1

2√1
=

1

2
  

Si hallo limite por la izquierda y detrecha de 1  

compruebo hallando limites laterales          

x y 
0,999999 0,50000012 

1   
1,000001 0,49999988 
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5 Examen 2022 E 
 

1. Ejercicio 

a) Tres facturas de un supermercado tienen totales de 14, 21 y 7 euros.  La primera corecponde a 2 kg de cerezas 

y 4 kg de peras; la segunda 3kg de cerezas y 2 kg de uvas; la tercera 2 kg de uvas y 1 kg de peras. 

Hallar el precio del Kg de cada fruta.          

 Dada la matriz A =  ቀ
5 3

−1 1
ቁ  y la B = ቀ

1
3

ቁ  Se pide  

b) Indicar que productos de AB y BA estan deϐinidos y, en su caso hallarlos. 

c) Hallar 𝐴ିଵ 

Solución: 

a)   precio de las cerezas x ; precio de las uvas y y precio de las peras z; 

൝
2x              + 4z = 14;
3x  + 2y              = 21

     +2y    + 1z = 7;

 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ x =

14 − 4z

2

x =
21 − 2y

3
     +2y    + 1z = 7;

  ൝

14 − 4z

2
=

21 − 2y

3
; 4y = −52 + 12z + 21;

+2y    + 1z = 7;

  

൝
y =

−42 + 12z + 42

4
; y = 3z;

+2y    + 1z = 7;

    sustituyo 

+2y    + 1z = 7 => 6𝑧 + 𝑧 = 7; z = 1; y = 3; x =
14 − 4z

2
= 5 ;  

Precio de las cerezas x = 5 ; precio de las uvas y = 3;   y precio de las peras z = 1; 

b) Indicar que productos de AB y BA estan deϐinidos y, en su caso hallarlos. 

Podremos multiplicar matrices A que tenga  

el mismo numero de columnas que ϐilas tenga B 

Si multiplicamos A(2 ∗ 2)XB (2 ∗ 1) = 𝐶(2 ∗ 1)  

 

𝐵𝑋𝐴 = ቀ
1
3

ቁ ∗ ቀ
5 3

−1 1
ቁ =  ቀ

5 3
−3 3

ቁ = B(2 ∗ 1)XA(2 ∗ 2)no se pueden multiplicar 

c) Hallar 𝐴ିଵ 

La matriz Inversa Aିଵ =
1

|𝐴|
∗  (A∗)୲ 

|𝐴| = 8;   A∗ =  ቀ
1 1

−3 5
ቁ ;  (A∗)t =  ቀ

1 −3
1 5

ቁ ; =>  La matriz Inversa A−1
=

ቀ
1 −3
1 5

ቁ

8
= ൮

1

8
−

3

8
1

8

5

8

൲    

prueba:  A ∗  A−1
= I; ቀ

5 3
−1 1

ቁ X ൮

1

8
−

3

8
1

8

5

8

൲ = ൮

5

8
+

3

8
−

15

8
+

15

8
−1

8
+

1

8

3

8
+

5

8
 

൲ = ቀ
1 0
0 1

ቁ 

 

 

2. Ejercicio 

Sea f(x) = 3x − 7 +
12

x − 5
 se pide: 

a) Hallar las asintotas a su graϐica;   b) Hallar su funcion derivada; 

 c) Hallar sus maximos y minimos locales. 
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Solución: 

a) Hallar las asintotas a su graϐica; 

𝐴𝑠𝑖𝑛𝑡𝑜𝑡𝑎𝑠 ℎ𝑜𝑟𝑖𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙𝑒𝑠 lim
୶→ஶ

3x − 7 +
12

x − 5
=  ∞  y lim

୶→ିஶ
3x − 7 +

12

x − 5
= −∞  

Al no ser igual a una constante No tiene asintotas Horizontales;  

Dado que no pose asíntotas horizontales puede tener asíntotas oblicuas 

𝐴𝑠𝑖𝑛𝑡𝑜𝑡𝑎𝑠 𝑉𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙𝑒𝑠 Como hay un punto de discontinuidad en x = 5 compruebo si hay asintota vertical 

Limite por la derecha  lim
୶→ହశ

3 − 7 +
12

x − 5
= 3 ∗ 5,000001 − 7 +

12

5,000001 − 5
=  ∞  y 

 Limite por la hizquierda lim
୶→ହశ

3x − 7 +
12

x − 5
= 3 ∗ 4,999999 − 15 − 7 +

12

4,999999 − 5
=  −∞ 

Tine asintota vertical  x = 5 

𝐴𝑠𝑖𝑛𝑡𝑜𝑡𝑎𝑠 𝑂𝑏𝑙𝑖𝑐𝑢𝑎𝑠 

La asintota oblicua será de la forma y = mx + n donde : 

 m = lim
୶→ஶ

୤(୶)

୶
 

 lim
୶→ஶ

3x − 7 +
12

x − 5
x

= lim
୶→ஶ

(
3x

x
−

7

x
+

12

𝑥ଶ − 5𝑥
) =  lim

୶→ஶ
൬3 −

7

x
+

12

𝑥ଶ − 5𝑥
൰ = 3 − 0 + 0 = 3; m = 3 

n =  lim
୶→ஶ

(f(x) − mx) = lim
୶→ஶ

൬3x − 7 +
12

x − 5
− 3x൰ = lim

୶→ஶ
൬−7 +

12

x − 5
൰ = −7;  

La asintota oblicua será de la forma y = 3x − 7;   

b) Hallar su funcion derivada; 

f(x) = 3x − 7 +
12

x − 5
; la derivada  f´(x) = 3 −

1 ∗ 12

(𝑥 − 5)ଶ
; f´(x) =  3 −

12

(𝑥 − 5)ଶ
 

c) Hallar sus maximos y minimos locales. 

Igualo a 0 la derivada para hallar maximos 

 y minimos f´(x) =  3 −
12

(𝑥 − 5)ଶ
= 0; 

3(𝑥 − 5)ଶ − 12

(𝑥 − 5)ଶ
= 0; 

 3(𝑥 − 5)ଶ − 12 = 0; 3(𝑥ଶ + 25 − 10𝑥) − 12 = 0;  

3𝑥ଶ − 30𝑥 + 75 − 12 = 0 ; 

3𝑥ଶ − 30𝑥 + 63 = 0; 

 𝑥 =   
30 ± √30ଶ − 4 ∗ 63 ∗ 3

2 ∗ 3
= 

30 ± √900 − 756

6
=  

30 ± 12

6
, 𝑥 = 7; 𝑥 = 3 

C𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑜 𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟𝑒𝑠 𝑎𝑛𝑡𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟𝑒𝑠 𝑦 𝑝𝑜𝑠𝑡𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟𝑒𝑠 

𝑥 = 3 ℎ𝑎𝑏𝑟á 𝑢𝑛 𝑚𝑎𝑥𝑖𝑚𝑜                                𝑦 𝑥 = 7 𝑢𝑛 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑜 

X Y 
0 -9,4 
3 -4 
4 -7 

          

 

X Y 
6 23 
7 20 
8 21 
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3. Ejercicio 

Dada la recta r ≡
x − 3

1
=

y − 1

3
=

z − 1

5
 se pide: 

a) Hallar un vector drector y un punto de la rectar;  

 b) Hallar la interseccion con el plano 3x − 3y + 2z = 10; 

c) Hallar la distancia de r al origen (0,0,0) 

Solución  

a) Hallar un vector drector y un punto de la rectar;    

r ≡
x − 3

1
=

y − 1

3
=

z − 1

5
= λ =  ൝

𝑥 = λ + 3 
𝑦 = 3𝜆 + 1
𝑧 = 5𝜆 + 1

   𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 d୰
ሬሬሬ⃗  ( 1,3,5)𝑃𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 (3,1,1) 

b) Hallar la interseccion con el plano 3x − 3y + 2z = 10; 

vector normal del plano =  vnሬሬሬሬ⃗ = ( 3, −3,2) 

Si he de hallar la intersecion del plano y la recta tendrán un punto común 

Sustituyo valores de la recta ൝
𝑥 = λ + 3 
𝑦 = 3𝜆 + 1
𝑧 = 5𝜆 + 1

   en el plano 3x − 3y + 2z = 10 =>  

3(λ + 3) − 3(3𝜆 + 1) + 2(5𝜆 + 1) = 10;   3λ + 9 − 9λ − 3 + 10λ + 2 = 10; 4λ + 8 = 10;  λ =
2

4
=

1

2
; 

𝑃𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑠𝑒𝑐𝑐𝑖𝑜𝑛 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑥 =

1

2
+ 3 =

7

2

𝑦 = 3 ∗
1

2
+ 1 =

5

2

𝑧 = 5 ∗
1

2
+ 1 =

7

2

     (
7

2
,
5

2
,
7

2
) 

c) Hallar la distancia de r al origen (0,0,0) 

Busco un punto de la recta cuya distancia al origen sea minimo. 

Un punto generico de la recta será  (λ + 3,3𝜆 + 1,5𝜆 + 1); 

Hallo el vector que une el origen (0,0,0)con este punto de la recta 

 ൫( (−λ + 3) − 0), ( (3𝜆 + 1) − 0൯, ൫(5𝜆 + 1) − 0൯ GOሬሬሬሬሬ⃗  ((λ + 3,3𝜆 + 1,5𝜆 + 1) 

Si ha de ser la menor distancia, este vector y el vector director de la recta serán perpendiculares 

Su producto escalar = 0;  GOሬሬሬሬሬ⃗ ∗ d୰
ሬሬሬ⃗ = 0; ((λ + 3,3𝜆 + 1,5𝜆 + 1)(( 1,3,5) = 0; 

1( λ + 3) + 3(3𝜆 + 1) + 5(5𝜆 + 1) =  λ + 3 + 9λ + 3 + 25λ + 5 = 0; 35λ + 11 = 0;  λ = −
11

35
; 

El vector  GOሬሬሬሬሬ⃗  será ൝
x = λ + 3 
y = 3λ + 1
z = 5λ + 1

  =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ x = −

11

35
+ 3 

y = −
3 ∗ 11

35
+ 1

z = −
5 ∗ 11

35
+ 1

  =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ x =

94

35
 

y =
2

35

z = −
20

35

  ( 
94

35
,

2

35
, −

20

35
) 

La distancia será =  ට(
ଽସ

ଷହ
)ଶ + ቀ

ଶ

ଷହ
ቁ

ଶ
+ ቀ−

ଶ଴

ଷହ
ቁ

ଶ
= ඥ7,2131 + 0,239 + 0,75593 = 2,86496  

 

𝑂𝑡𝑟𝑎 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑐𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟𝑙𝑜 𝑝𝑜𝑟 𝑒𝑙 𝑚𝑒𝑡𝑜𝑑𝑜 𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑜𝑔𝑟𝑎𝑚𝑜: 

ห𝑃௥𝑃ሬሬሬሬሬሬ⃗ ∗   vሬ⃗ ห = | vሬ⃗ | ∗ 𝐻 => 𝐻 =
ห௉ೝ௉ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ∗  vሬ⃗ ห

| vሬ⃗ |
 

 

𝑃௥ = 𝑎𝑙 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑖𝑜 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 (3,1,1)𝑦 𝑒𝑙 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜  

𝑃 = (0,0,0) => 
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𝑃𝑟𝑃ሬሬሬሬሬሬ⃗ = (0 − 3,0 − 1,0 − 1) = (−3, −1, −1) 

vሬ⃗ = vector director de la recta = (1,3,5) 

𝑃𝑟𝑃ሬሬሬሬሬሬ⃗ ∗   vሬ⃗ = อ
i j k

−3 −1 −1

1 3 5

อ =  −5i − j − 9k + k + 15j + 3i = (−2i + 14j − 8k) = (−2, +14, −8) 

ห𝑃௥𝑃ሬሬሬሬሬሬ⃗ ∗   vሬ⃗ ห =  ඥ(−2)ଶ + (14)ଶ + (−8)ଶ = 16,248 

| vሬ⃗ | =  ඥ(1 + (3)ଶ + (5)ଶ = 5,916  

𝐴𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 = 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑑𝑒 𝑃 𝑎 𝑙𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 = 𝐻
ห𝑃௥𝑃ሬሬሬሬሬሬ⃗ ∗   vሬ⃗ ห

| vሬ⃗ |
=

16,248

5,916
= 2,746  

4. Ejercicio 

En un estanque de aguas turbias hay una poblacion muy grande de carpas de las cuales el 40% son blancas 

 y el 60% son rojas. 

a) Si se extraen al azar dos carpas ¿ Cual es la probabilidad de que sean de distinto color 

b) Si se extraen al azar cuatro carpas ¿ Cual es la probabilidad de que sean de mismo color 

c) Si se extraen al azar cuarenta carpas ¿ Cual es la probabilidad de que almenos 20 sean blancas 

Solucion: 

a) Si se extraen al azar dos carpas ¿ Cual es la probabilidad de que sean de distinto color 

P(saque una carpa roja la primera y la segunda sea blanca) =
60

100
∗

40

99
=

2400

9900
=

24

99
; 

P(saque una carpa blanca la primera y la segunda sea roja) =
40

100
∗

60

99
=

2400

9900
=

24

99
; 

P (con dos extracciones sean de distinto color) =
24

99
+

24

99
=

48

99
= 48,485% 

b) Si se extraen al azar cuatro carpas ¿ Cual es la probabilidad de que sean de mismo color 

P(las cuatro sean rojas) =
60

100
∗

59

99
∗

58

98
∗

57

97
=

9918000

95079600
; 

P(las cuatro sean blancas) =
40

100
∗

39

99
∗

38

98
∗

37

97
=

2193360

95079600
; 

P(las cuatro sean del mismo color) =  
9918000

95079600
+

2193360

95079600
=

12111360

95079600
= 0,12738;  12,74% 

c) Si se extraen al azar cuarenta carpas ¿ Cual es la probabilidad de que almenos 20 sean blancas 

Para poder usar la tabla tengo que pasar mis datos a la distribuccion normal para hallar Z  

μ =  40 ∗ 0,4 = 16; 

σ = ඥ40 ∗ 0,4 ∗ 0,6 = 3,098 

N൫np, ඥnpq൯ = N(μ, σ)  =>   𝑁൫40 ∗ 0,4, √40 ∗ 0,4 ∗ 0,6൯ = ( 16, 3,098); 

Tengo probabilidad de X y quiero hallar probabilidad de Z 

Z =
X − μ

σ
;  Z =

20 − 16

3,098
; Z = 1,29 ; como quiero valores superiores a 1,29 => 𝑍 = 1 − 1,29 = 0,29  

 En la tabla será 0.6141;  P(Z ≥ 20) = 61,41%; 
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5. Ejercicio 

Dada la matriz A = ൭
0 1 1
1 0 1
1 1 0

൱ Se pide: a) Hallar determinantede A;    b) Hallar Aିଵ 

c) Resolver el sistema  A ∗ ቆ
x
y
z

ቇ = ൭
1

−4
−1

൱  

Solucion 

a) Hallar determinantede A 

A = ൭
0 1 1
1 0 1
1 1 0

൱ , |A| = อ
0 1 1
1 0 1
1 1 0

อ = 0 + 1 + 1 = 2;  

b) Hallar Aିଵ 

La matriz Inversa Aିଵ =
1

|𝐴|
∗  (A∗)୲;  A∗ = ቆ

−1 1 1

1 −1 1

1 1 −1

ቇ ;  (A∗)୲ = ቆ
−1 1 1

1 −1 1

1 1 −1

ቇ   

 Aିଵ =
1

|𝐴|
∗  (A∗)୲ =

ቆ
−1 1 1

1 −1 1

1 1 −1

ቇ

2
=

⎝

⎜
⎜
⎛

−
1

2

1

2

1

2
1

2
−

1

2

1

2
1

2

1

2
−

1

2⎠

⎟
⎟
⎞

;  Aିଵ =

⎝

⎜
⎜
⎛

−
1

2

1

2

1

2
1

2
−

1

2

1

2
1

2

1

2
−

1

2⎠

⎟
⎟
⎞

  

Prueba A ∗  A−1
=  ൭

0 1 1
1 0 1
1 1 0

൱ ∗

⎝

⎜
⎜
⎛

−
1

2

1

2

1

2
1

2
−

1

2

1

2
1

2

1

2
−

1

2⎠

⎟
⎟
⎞

=

⎝

⎜
⎜
⎛

0 +
1

2
+

1

2
0 −

1

2
+

1

2
0 +

1

2
−

1

2

−
1

2
+ 0 +

1

2

1

2
+ 0 +

1

2

1

2
+ 0 −

1

2

−
1

2
+

1

2
+ 0

1

2
−

1

2
+ 0

1

2
+

1

2
+ 0⎠

⎟
⎟
⎞

  

A ∗  A−1 = I =   ൭
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱ 

c) Resolver el sistema  A ∗ ቆ
x
y
z

ቇ = ൭
1

−4
−1

൱ 

൭
0 1 1
1 0 1
1 1 0

൱ ∗ ቆ
x
y
z

ቇ = ൭
1

−4
−1

൱ =>  ൭

0 ∗ x + 1 ∗ y + 1 ∗ z
1 ∗ x + 0 ∗ y + 1 ∗ z
1 ∗ x + 1 ∗ y + 0 ∗ z

൱ = ൭
1

−4
−1

൱ ;  ൭

y + z
x + z
x + y

൱ = ൭
1

−4
−1

൱ ; ൝
y + z = 1

x + z = −4
x + y = −1

  

൝

y + z = 1;    z = 1 − y

x + z = −4;  Sustituyo z => 𝑥 + (1 − y) = −4;
x + y = −1

  x − y = −5; ൜
𝑥 − 𝑦 = −5
𝑥 + 𝑦 = −1

   2𝑥 = −6; 𝑥 = −3; 

Sustituyo en x + y = −1 =>  −3 + 𝑦 = −1; 𝑦 = 2;  

sustituyo en y + z = 1 => 2 + 𝑧 = 1; 𝑧 =  −1;    

Solución x = −3; y = 2; z = −1; 

 

6. Ejercicio 

Dada la funcion f(x) ൜  x2              x < 0
5x + senx       0 ≤ x

  

 a) Estudiar continuidad en x = 0 

b)Estudiar si es derivable en x = 0; 

c) Hallar න f(x)dx
஠/ଶ

଴
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Solucion 

a) Estudiar la continuidad  en x = 0; 

Limite por la izquierda de 0 lim
୶→ି଴

 x2 = 0 = 0; 

Limite por la derecha de 0 lim
୶→ା଴

(5x + senx) = 0 + 0 = 0; Hay continuidad en x = 0; 

b)Estudiar si es derivable en x = 0; 

Calculamos las derivadas laterales por izquierda y derecha  

f(x) ൜  x2              x < 0
5x + senx       0 ≤ x

  ;   f´(x) ቄ
2x              x < 0
5 + cosx       0 ≤ x

  

ቊ
f´( 0−) = 2 ∗ 0 = 0                         

f´൫ 0+
൯ = 5 + cosx = 5 + 1 = 6

   la funcion no es derivable en x = 0; 

c) Hallar න f(x)dx
஠/ଶ

଴

   

valor de x ≥ 0; න (5x + senx)dx
஠/ଶ

଴

 =  ቤ
5xଶ

2
− cosxቤ

଴

஠/ଶ

= ቌ
5 ቀ

π
2

ቁ
ଶ

2
− cos

π

2
ቍ − ቆ

5(0)ଶ

2
− cos 0ቇ = 

ቌ
5 ቀ

π
2

ቁ
ଶ

2
− 0ቍ − ቆ

5(0)ଶ

2
− 1ቇ =

5 ቀ
π
2

ቁ
ଶ

2
− 1 = 6,1685 − 1 =  5,1685u 

 

7. Ejercicio 

Dado el plano π ≡ 3x − 4z = 7 Se pide: 

a)Escribir las rectas parametricas perpendiculares al plnao en el punto  P(1,3, −1); 

b) Hallar la distancia del plano al punto (1, −2,4) 

c) Hallar el coseno del angulo que forma el eje Z con el plano   π    

Solucion 

a)Escribir las rectas parametricas perpendiculares al plano en el punto  P(1,3, −1); 

la recta perpendicular al plano tendra el vector director  d୰
ሬሬሬ⃗ = vnሬሬሬሬ⃗   vector normal del plano  

 d୰
ሬሬሬ⃗ = vnሬሬሬሬ⃗ = ( (3,0, −4) 

Ecuacion de la recta de d୰
ሬሬሬ⃗ ( (3,0, −4) y P(1,3, −1) = ൝

x = 3λ + 1
y = 3           

z = −4λ − 1

  

b) Hallar la distancia del plano al punto (1, −2,4) 

La ecuacion de la recta de d୰
ሬሬሬ⃗ ( (3,0, −4) perpendicular al plano y que pase por y P(1, −2,4) 

Recta perpendicular al plano = ൝
x = 3λ + 1   
y = −2           
z = −4λ + 4

  

Punto de corte de la recta con el plano: 3x − 4z = 7 sustituyo ; 3(3λ + 1  ) +  0(−2) − 4(−4λ + 4) = 7 

9λ + 3 + 0 + 16λ − 16 = 7;  25λ = 7 + 13;   λ =
20

25
=

4

5
 

Punto de corte de la recta y el plano 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧x = 3

4

5
+ 1 =

17

5
   

y = −2           

z = −4
4

5
+ 4 =

4

5

  

distancia del punto P (1, −2,4) y Punto de intersecion ൬
17

5
, −2,

4

5
൰ 
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vector = ൬1 −
17

5
, −2 − (−2), 4 −

4

5
൰ = (−

12

5
, 0 ,

16

5
) 

Distancia = Modulo del vector =  ඨ(−
12

5
)ଶ + (0)ଶ + ൬−

16

5
൰

ଶ

= ඥ5,76 + 10,24 = 4 

Otra forma es aplicando la formula Distancia de P (x଴, y଴, z଴)alplano π = Ax + By + Cz + D 

Distancia =
|Ax଴ + By଴ + Cz଴ + D| 

√Aଶ + Bଶ + Cଶ
 

Distanciade Punto (1, −2,4)al plano π ≡ 3x − 4z = 7 =>
|3 ∗ 1 + 0 ∗ (−2) + (−4) ∗ 4 − 7| 

ඥ3ଶ + 0ଶ + (−4)
 

Distancia =  
|3 − 16 − 7|

√9 + 16
=

20

5
= 4; 

 

8. Ejercicio 

La siguiente tabla marca porcentajes de coche 

 de una ciudad segun su  

de etiquetas de emision y tipo de  

 tipo de caja de cambios 

a)Se elige al azar un coche de la ciudad 

 ¿ Cual es la probabilidad de que tenga  

etiqueta A? 

b) Se elige al azar un coche de la ciudad ¿ Cual es la probabilidad de que no sea ECO? 

c) Se elige al azar un coche de la ciudad. Si se sabe que es automatico ¿ Cual es la probabilidad de que 

 tenga etiqueta ECO? 

d) ¿ Es el tipo de caja de cambios independiente de la etiqueta de emision? razona la respuesta 

Solucion 

a)Se elige al azar un coche de la ciudad ¿ Cual es la probabilidad de que tenga etiqueta A? 

P( etiqueta A) =  
0,3

0,3 + 0,3 + 0,25 + 0,15
= 0,3;   30% 

b) Se elige al azar un coche de la ciudad ¿ Cual es la probabilidad de que no sea ECO? 

P( sea ECO) =  
0,15

0,3 + 0,3 + 0,25 + 0,15
= 0,15;  15% 

P( no sea sea ECO) = 1 − 0,15 = 0,85;   85%  

 

c) Se elige al azar un coche de la ciudad. Si se sabe que es automaticotico  

¿ Cual es la probabilidad de que tenga etiqueta ECO 

P(etiqueta ECO|Automatico) 

=
0,15 ∗ 0,5

0,3 ∗ 0,1 + 0,3 ∗ 0,15 + 0,25 ∗ 0,1 + 0,15 ∗ 0,5
= 

=
0,075

0,03 + 0,045 + 0,025 + 0,075
=

0,075

0,175 
= 0,42857;   42,857% 
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d) ¿ Es el tipo de caja de cambios independiente de la etiqueta 

 de emision? razona la respuesta 

% de automaticos con etiqueta A =
1000

30
 es 33,33% 

% de automaticos con etiqueta B =
1500

30
 es 50% 

% de automaticos con etiqueta A =
1000

25
 es 40%% 

% de automaticos con etiqueta A =
500

15
 es 33,33% 

El tipo de cambio es independiente de la etiqueta de emision 

 

 

 

 


