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1 Examen 2020 A

1. Ejercicio
Si ay b son numeros reales tales que tanto a como b son distintos de 0 estutiar si la siguiente matriz

matriz es inversible y en su caso calcular la matriz inversa

1 b 1
A=<1 0 1);
a 0 0

Solucién

a) Hallar en el caso de que exista la matriz inversa de A cuando m = 0;

1 b 1 1
A=<1 0 1>;LamatrizlnversaA_1=—* (A"t
a 00 4]
1 b 1
1 0 1/=04+a*xhb+0—-0—-0—-0=ab
a 0 0

1 b1 +0 —(-a) +0 0 a 0 0 0 b
A=<1 0 1>;A*= —(0) +(—a) —(—ab) =<0 —a ab);(A*)t=<a —a O)

a 00 +(b) —-(0) +(-b) b 0 -b 0 ab -b
1 1/0 0 b 0 0 1/a
La matriz Inversa A™! = Tl * (ANt = —b<a —-a 0 ) =(1/b -1/b 0 )
|| ®\o ab -b 0 1 -1/a

2. Ejercicio
Hallar la posicion relativa de los planos definidos por las siguientes ecuaciones:
m=2x—y—z+1=0;
My=Xx—2y+z—1=0;
m3=x+y—2z2—1=0
Solucién
m = 2x—y—z=-1;
M, =x—2y+z=1,
m3=x+y—2z=1

r = rango de la matriz de los coeficientes:

2 -1 -1 2 -1 -1
A=<1 -2 1>;halloeldeterminante1 -2 1|=8-1-1-2-2-2=0;r=2
1 1 -2 1 1 -2

r’ = rango de la matriza ampliada

2 -1 -1 -1
A=|11 -2 1 1 |;
1 1 -2 1

2 -1 -1
1 -2 1|=-4-1-1-2-2+1= —9;Rangoder’ =3
1 1 1

Alserr =2 < r’ = 3 El sistema es rango de la matriz de los coeficientes
el sistema es incompatible:
Comprobamos si hay dos planos paralelos:

Si son paralelos los vectores directores seran proporcionales
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2=1*«K;, K=2
2 —1,-1) = K(1,-21){ —1=—2K k=
—-1=1+*K;K=-1
2=1+«K;, K=2

0 (2,-1,-1) =K(1,1,-2) —1=1K k= _11 = son secantes

—1=-2+KK==
* ; 2

{1‘[1 =2x—-y—-z+1=
= son secantes

m=x—-2y+z=1

N| =

{1‘[1= 2x—y—z+1=
m3=x+y—2z=1

1 1=1+xK; K=1
1 (1,-2,1) =K(1,1,-2)] —2=1+K; k= -2 = son secantes

{n2= X—2y+z=
1=-2+xK;K=-1/2

M3 = X+y—2z=

Los tres planos son secantes:

Ejercicio

Estudiar la continuidad de la funcion definida por :

2xe*+5x3—1 six<0 L
2x —eX si 0<x<1 i
5x* —3x3 —xeX six>1 e e
Solucién »
Los puntos criticos seran 0y el 1 i
Calculamos limites 0 por la derecha e izquierda a
Izquierda tomamos el valor de x = —0,00002 ; * L /ﬂ——__] E
2x —&*

lim 2xe* + 5x3 — 1 = —1,0000004 R R -4
x-0— LXE T X7 — ./
derecha tomamos el valor de x = 0,000002 jf i
lim 2x — eX = 0,99999998 I /
Xx—0+

Funcion continua
Calculamos limites 1 por la derecha e izquierda
Izquierda tomamos el valor de x = 0,9999991

lim 2x —e* =-0,718281828

X—-1-—
por la derecha tomamos el valor de x = 1,000002

lim 2x —e* =-0,718222

x—-0+

Funcion continua

La funcion es continua en todo R

Ejercicio
Descomponer el numero 124 en dos sumandos de forma que la suma de sus raices cudradas
sea maxima

Soluciéon

Un numero serd x y el otro 124 — x; LT Tt

Se ha de cumplir y = vx + V124 — x sea maxima

Derivamos f(x) = Vx + V124 — x i
1

f'(x) =

igualamos a 0 \

1
2Vx 2124 —x

2V124 —x 2vx

(2vx) (2124 —x) " (2vx)(2{/124 —x) =0
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—2V124 —x + 2vx = 0; 2vx = 2v/124 — x elevamos al cuadrado los dos miembros
4x = 4(124 —x) ;x = 124 — x; x = 62 esto serd un maximo o minimo;
Doy valores a x por la derecha e izquierda y da que es un maximo

x = 55;y = 15,72282;x = 62; y = 15,74802; x = 70;y = 15,71507

Ejercicio
Determinar el valor o valores del parametro a para los que el sistema es compatible determinado,

compatible indeterminado o incompatible

x +y =a+l1
{(a+1)x+y -z =2

X +y —az =2
Solucion

Sistema Compatible Determinado (SCD): posee una Unica solucion.

1 +1 0 a+1 a b c
a+1 +1 -1 2 para que quede una extructura escalonada 0 d e
1 +1 -—a 2 0 0 f
1 +1 0 a+1 E; 1 +1 0 a+1
a+1 +1 -1 2 |E;=E,—(@a+1E;| 0 —a —-1| 2-(@+1)?
1 +1 -—a 2 E; =E; —E; 0 0 —a 2—(a+1)
1 +1 0 at+1 1 +1 0 a+1
0 —a -1 | 2-@+D*|l o0 —a -1 | 2—(a+1)?
0 0 —a 2—a-1) 0 0 —a 1—a

calculo los valores que hacen 0 —a y el valor es a = 0; el sistema es incompatible
para a # 0 el sistema es compatible determinado.
Sistema Incompatible: no tiene solucién

para a = 0 el sistema es incompatible ;

1 +1 0 at+1 x +y =a+1
< 0 —a -1 2—(a+1)2)la ecuacionserd =>410—ay -z =2-(a+1)?
0 0 —a 1—a 0 0 —az =1-a
. . 1-a a-1 a—1
despejo en la tercera ecuacion —az =1—a;z= = = ;2= 3 ano puede valer 0

Sistema Compatible Indeterminado (SCI): posee infinitas soluciones. El determinante sera (0 0 0 n)

Ejercicio
Calcular los siguientes limites
i sen?(x — 1) o 1i eX /N a) [liml %_('};_!L:'
a)x—>11m (X— 1)2 x)ﬁ—lglln(xz) / \ ol B
Solucion A
54320 13 4 5 g g
i sen’(x—1)  sen’(1—1) ke
VM- T Ta-n?
sen’0 0 )
07 =0 indeterminado
Apli 12 d'hovital : 1 sen?(x — 1) s 2sen (x—1)*cos(x—1)
plicamos regla d’hopital ; lim TR lim D1

segun propiedades trigonometria 2 sen (x — 1) * cos(x — 1) = sen 2(x — 1)
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sen(2x — 2) 2cos(2x —2)

= xl_)rri m derivo de nuevo }chI}T =;
I 2cos(2x1—-2) Zcos(0) 2 N
o1 2 T2 277

X
b) lim——<
LI RGE)

X eX X XeX

Aplicamos regla d’hopital ; llm ———= lim ——== lim = lim —=0;

——o0 In(x2) x—>—002X/X2 x>0 2 /X xo-0 2
Ejercicio

Calcular los siguientes limites

x3 + x?
a) limyx?+4—-+/x>—4 b) limm

x—+00 x-0 -2
Solucién
a) lim(vx24+4—+/x2—4) =00 — o0
X—+00
(Vx2+4-Vx2—4) (VX2 +4+Vx2—4) (x2+4)?2 - (Vx2-4)? (x*+4)—(x*-4)
(Vx4 + Va2 - 4) T TV rit VD) (VR rdt V- D)
x2+4-x2+4 8

(V2 +a+Vx2—4) (V2 +4+Vx2—4)

8 8
llm VX2 +4—x2—-4)=1li —=0
( x—>+oo (,/XZ + 4 + ,/Xz ) oo

x3+x% 03+0?

bzc_li)m 7 7% m = aindeterminado

i x3 + x? i xz(x+1)_1. x(x+1) 0(00+1) 0 “o
XK — 2% xS0 X(X—2) 190 x—2  0-2 =2 U
Ejercicio

Determinar el valor o valores del parametro a para los que el sistema es compatible determinado,

y resolver el sistema para dichos valores

x +y +2z =a+1

{ +y +2z =-1
2x +2y+3z =a+1

Soluciéon

Sistema Compatible Determinado (SCD): posee una Unica solucion.

+y +2z =-1 x +y +2z =a+1
{ x +y +2z =a+1 cambiamos filas { +y +2z =-1
2x +2y+3z =a+1 2x +2y+3z =a+1
+1 +1 +2 a+1 a b c
+1 +2 —1 |paraque quede una extructura escalonada 0 d e
+2 +2 +31 a+1 0 0 f
+1 +1 +2| a+1 E; +1 +1 +2] a+1
+1 +2 -1 E, +1 +2 -1
+2 +2 +3l a+1/E3=E;3—-2E;\0 0 +4 1 a+1
Para a = —1 el sistema es indeterminado y para a # —1 el sistema es compatible determinado
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x +y +2z =0
Paraa=-1=> { +y +2z = -1 zesindeterminado sistema incompatible
+4z =0
x +y +2z =4
ejParaa=3=>{ +y +2z =-1z=1;
+4z =4
sustituyoz => +y +2z =-1,+y +2x2 =-1,y= -5

sustituyoy,z=>x +y +2z =4, x =5 +2%2 =4x=05;

Ejercicio
Dados los planos de ecuaciones:

m=xXx—-y—2—2=0;

x=-1-2
M, =] y=A+3u
z=24+A+p

a) estudiar si ambos planos son paralelos o se cortan entre si.
b) sir es la recta perpendicular al primer plano que pasa por el punto (1,1,1).
calcular el punto de corte de la recta r con el primer plano
Solucién

X =x,+twyA+vpu
(x,,2) = (X0, Y0, 2,) + (U, Uz, uz)A + (v, v, v3) 1 ; {y =y, tupd +vu

zZ=12,+uzd+vzu
x=-1-24 x+1=-A
112={y=7\+3u ={ y=2A+3u y +1 +3

z=24+A+p Z-2=4A+p lz—-2 +1 +1
E+1DA-3)-y-D+z-2)(-3)=-2x—2+y—-3z+6=-2x+y—32+4=0

x+1 -1 0

y

My, =—-2x+y—3z2+4=0

Si fueran paralelos sus ventores directores serian proporcionales

1
(1=—2k;K = -5

(1,-1,-1) =k(-2,+1-3); { —1=1k;K = —1 secortan
1
—1=-3KK==
\ K =3

{ m=Xx—-y—z—2=0
M, =—-2Xx+y—3z2+4=0

b) si res la recta perpendicular al primer plano que pasa por el punto (1,1,1).

calcular el punto de corte de la recta r con el primer plano

Sir es perpendicular al plano m; = x —y —z— 2 = 0; su vector director sera (1,—1,—1)
x=x,+ vt

(x,y,Z) = (xO'yO'Zo) + (Ul'U2'U3)t; {y = yo + Uzt;
z=2z,+vst

x=14+1t x=1+t
(x,v,2) = (1,1,1) +(1,-1,-1¢ {y =1+ (-Dt; r= {y =1—t¢

Interseccion recta y plano ;
sustituyo en el plano los valoresdelarecta m; = x—y—z—2 = 0;

1+9-A-9-1-9-2=0; 1+t—1+t—-14+t-2=0;3t—-3=0;t=1;

x=1+t
el punto de corte seraparat =1; [y =1-t; x=2;y = 0;z = 0; Punto de corte (2,0,0)
z=1-t
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Comprobacion de que ese punto pertenece a la recta y al plano:

x=14+t 2=1+4+¢t; t=1
r=4y=1—t(punto(2,00) j0=1—-t;t =1; Ok
z=1—t 0=1-¢t; t=1;

m=x—-y—z—2=0(punto2,00)=2—-0—-0—-2=0;0k

10. Ejercicio
Dados las matrices siguientes:
_(a 1 _ (1 1
A_(1 a—1) b= (1 0)
a) Calcular los valores de a que hacen A * B = I,,,.
b) Calcular los valores de a que hacen B> = A

Solucién

a) Calcular los valores de a que hacen A * B = I, ,.

(a1 1 1\ _ (ax1+1x1 (ax1+1+0) )_ a+1 a
A*B_(l a—1)*(1 O)_((1*1+(a—1)*1 (1x1+(a—1)*0) _( a 1)
paraque A* B = [,,, => (a:l-l 611)=(é (1))P0rloquea=0;

b) Calcular los valores de a que hacen B? = A

w= (D6 D= 16 Y

paraqueB2=A=>(i 1)= (‘; a11)=>a=2

11. Ejercicio
Estudiar los valores de a y b para que la siguiente funcion sea continua y derivable en todo su dominio
x—a six<1

ol

ln(x)—; six>1

Solucién
El punto critico donde la funcion cambio es en x = 1 compruebo continuidad en ese punto
x—a six<1

f(x)Parax=1{ b fH)=1-a

ln(x)—; six>1

para ver si es continua calculo limite por la izuierda y derecha:

porlaizquierda f(1) =(x—a)=1—a
b b
porla derecha f(1) =In(x) -5 In(1) 1= 0—b= —-b

para que sea continua se ha de cumplir1 —a = -b;b=a —1;
Para ver si es derivable calculo por la izquierda y derecha:
por la izquierda f'(x) = 1; f'(1) = 1;
1 b 1 b b
por la derecha f'(x) = e (—X—Z); @)= 1~ (_ﬁ) =1 t1= 1+ b;
para que sea derivable en 1 ha de cumpliirse:
f'(Wpor la izquierda = f'(1)por la derecha =>1= 1+ b;b = 0;

para que la funcion sea continua y derivable b = 0;a = 1;
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2 Examen 2020 B

1.

Ejercicio

Se considera el sistema de ecuaciones lineales en funcion del parametro a

2x +y —z =1
{ x +my +z =2
3x +y —mz =3
a) Discutir segun los valores de m
b) resolver el sistema para m = 0;
Solucién

Sistema Compatible Determinado (SCD): posee una Unica solucion.

x +my +z =2

{Zx +y —z =1
3x +y —mz =3

+2 +1 -1 1 a b c
+1 +m +1| 2 |paraquequede una extructura escalonada 0 d e
+3 +1 —m 3 0 0 f
+2 +1 -1 1 E; +2 +1 -1 1
+3 +41 —m 3/E3=2E3—-3E; \ 0 -1 —2m+ 3 3
Eq +2 +1 -1 1
E; = (2m—1)E; +E, 0 +0 Cm-1)(-2m+3)+3 32m—-1)+3

Cm—-1)(-2m+3)+3= —4m2+8m—3+3=—4-m2+8m=4m(—m+2);{

param # 0 ym # 2 el sistema es Compatible determinado

b) resolver el sistema param = 0;

+2 +1 -1 1
< 0 +(2m-1) +3 3 )Param=0;
0 +0 2Cm—-1)(-2m+3)+3 32m—-1)+3
+2 +1 -1 1
< 0 +@2=*0-1) +3 3 ) =
0 +0 @2*x0-1)(-2*0+3)+3 | 32+x0-1)+3
+2  +1 -1 1 +2 +1 -1| 1
< 0 -1 +3 3 ) = < 0 -1 +3 3) Indeterminado
0 +0 (-DH3)+3l 3(-1)+3 0 +0 01 0
Ejercicio
Considera la funcion f(x) = ———
onsidera la funcion f(x) = — —
a)Calcula sus asintotas
b) Calcula sus intervalos de crecimiento y decrecimiento
Solucién
v lores la funcion es indeterminada f(x) = ———
emos para que valores la funcion es indeterminada f(x) = — —
ser4 indeterminada para; x? + x — 2 = 0;
~1+,/12—4%1%(=2) —-1++9 -1+3 -1-3
X = = X = =1, x= = =2
2x1 2 2 2
la funcion es discontinua enx =1y x = —2;
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1. — Asintotas vertivales:

x+3 1+3

x+ 3

vemos lim

X2 +x—2 12+1-2 =

4
= 5 = oo Asintota vertical enx = 1;

X+ 3 —-2+4+3
vemos lim — = >
x=>-2X24+x—-2 (=2)2+(-2)-2
1 . .
= ) = oo Asintota vertical en x = —2;
1. — Asintotas horizontales:
. X+ 3 oo + 3
Vemosll—»no]ox2+x—2_ooz+00—2_oo
X 3 1 3
fm X2 X wfe 0 0
im — = lim = =-=0;
X—00 X X 2 X_m1+l—£ 1+40-0 1
2t ®
I x+3 —oo + 3
vemos X_1)r_nmx2_|_x_2— o) —o—2
X 3 1 3
lim 2tz ~ lim =t _ 0 0
x>0 X2 X 2 x—>001+i L 1+40-0 1
2t 2 —»  —»

—=0;

oo
—; divido numerador y denominador por x?

oo
= —; divido numerador y denominador por x?
oo

Tiene asintota horizontal por la izquierda y derecha . Al tener asintota Horizontal no tiene oblicua

b) Calcula sus intervalos de crecimiento y decrecimiento

x+3

Hallamos la derivada de la funcionf(x) = ————;
X4 +xX— 2

1x2+x—-2)— 2x+1)(x+3)

f'(x) =

igualamos a 0 para ver los maximos y minimos

(x% +x — 2)?
1x%2+x—-2)— (2x+ D +3) 5
o+ x-2) =0;x*+x—-2)— 2x+1D)E+3)=0;
2 _ _ 2 - —x2 _ — =0
X4 4+x—2—(2x*+7x+3) X4 —6x—5=0; 5 ()
o 6EV(E0? 4+ (D +(=5) _6£VI6 -8 -0,0926
2+ (1) -2 5 -0,1111
6+4 6—4
x= oy =Sa= =l E :
-1,5 -1,2
Habra maximos o minimosenx = =5y x = —1; 1 1
Damos valores proximosax = =5yx = —1 0 15
e
parax = —5 hay un minimo
Para x = —1 hay un maximo
Ejercicio

Dada la funcion f(x) = x cos x

s
a) Calcula la recta tangente a fen x = — = 452

4

b) Calcula su primitiva (o integral de la funcion dada)
Solucion
f(x) = xcosx; f'(x) = 1 cosx + (—senx)x = cosx — xsenx;

f'(x) = m pendiente de la tangente = cosx — xsenx
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recta tangente; y — yo = m( X — Xq);

y —yo = (cosx — xsenx)( X — Xg);
i
La tangente en el punto x = 7= 452 pasa por el punto x, = 45;y, = f(xo) = 45 cos 45 = 31,8198

Punto( xo,y,) serd igual a (45,31,8198); m = (cos 45 — 45sen45) = (0,707107 — 31,8198)
m = —31,112698

la tangente serd seray — 31,8198 = (0,707107 — 31,8198)(x — 45) = —31,112698(x — 45);
y = —31,112698x + 1.400,0714169 + 31,8198;y = —31,112698x + 1.431,89121
la normal serdy — 31,8198 = 1/(0,707107 — 31,8198)(x — 45) = 1/31,112698(x — 45);

1
h 31,112698X 31,112698

y * 45+ 31,8198

b) Calcula su primitiva (o integral de la funcion dada)

Consiste en hallar la funcion cuya derivada es F(x) = xcosx;

f X cosx dx

Lo hacemos mediante la inegral por partes f udv = uv — J. vdu

Si usamos la regla ALPES lo primero es un polinomo => u = x y dvseracosx;

u=x=>du=1;
dv=—cosx dx=>v = fcosx dx = senx
Judv=uv— [vdy; [xcosxdx =x=xsenx — [ senx x 1dx = xsenx — (—cosx) + C;
fxcosx dx = xsenx + cosx + C
Ejercicio

Considera el punto P y el planon dados por:

x=A+ B+3
P =(631) n={y=x—g+2
z=-A+B+1

a) Calcula la ecuacion de la recta perpendicular al plano n y que pasa por P.

b) determinar la distancia entre el plano 1 y el punto P.

Soluciéon
1 1 x-3
1 -1 y=2[=1+D*E-D+D*1x(y—-2)+1+1+(x—-3)—((—D(D(x-3))
-1 1 z-1

—(1*1*x(z—-1)— A1*1*x(y—-2)=—2+1-y+24+x—-3—-x+3-z+1—-y+2=
n=-2y—2z+6;
a) Calcula la ecuacion de la recta perpendicular al plano n y que pasa por P.

X=6
r=3yy=3-2A
z=1-2A

b) determinar la distancia entre el plano 1 y el punto P.

|Ax; + By; + Cz, + D|

[0x6—-2(3)—2x1+6] |-2] 2
JOP+ (22 +(-2)? V¥i+id B

P(6,3,1)

La recta sera { . -
vector director v( 0, —2, -2

distanciade (P an) =

distanciade (P an) =
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5.

Ejercicio
Una empresa produce anillas para identificacidn de tortugas marinas en tres fabricas A, By C.
El volumen de produccién diario es de 500,1000 y 2000 unidades respectivamente. Se sabe que
la fraccién de produccion defectuosa de las tres fabricas es de 0.005,0.008,0.010 respectivamente
a) Calcular la probabilidad de que al tomar una anilla al azar ésta sea defectuosa.
b) Si se selecciona una anilla al azar y es defectuosa, calcular la probabilidad de que venga de la fafrica C.
Solucion
a) Calcular la probabilidad de que al tomar una anilla al azar ésta sea defectuosa.
Segun el teorema de probabilidad total La probabilidad de que la anilla sea defectuosa
Ppefectuosa = Ppefectuosaa + PpefectuosaB + Ppefectuosci
Ppefectuosa = 500 * 0,005 + 1000 * 0,008 + 2000 * 0,010 = 2,5 + 8 + 20 = 30,5
Ppefectuosa = del total 3500 anillas producidas en el dia puede haber defectuoso 30,5

30,5
3500

b) Si se selecciona una anilla al azar y es defectuosa, calcular la probabilidad de que venga de la fafrica C.

la Probabilidad de coger una defectuosa = Ppefectuosa = = 0,0087; Ppefectuosa = 0,87%

P(C |defectuosa) _
P(A/defectuosa)+P(B/defectuosa)+P(C/defectuosa) N

2000+ 0,01 =20 065574 = 65,574%
500 * 0,005 + 1000 * 0,008 + 2000 * 0,01 ~ 30,5 R 0

P(Defectuo|fabrica C) =

P(Defectuo|fabrica C) =

Ejercicio

Se considera un sistema de ecuaciones lineales en funcion del parametro m

x +my +z =m-—1
{ m—Dx +y +2mz =m+1
x +y+ z =1
a) Discutir segun los valores de m.
b) resolver param = 0.
Solucién

a) Discutir segun los valores de m.

X +my +z =m-—1
{(m—l)x +y +2mz =m+1
x +y+ z =1
+1 +1 +1 1 a b oc
<+1 +m +1 m—1>para que quede una extructura escalonada 0 d e
(m-1) +1 +2m| m+1 0 0 f
+1 41 +1 1 E; +1 +1 +1 1
<+1 +m +1 m—1>Ez=E2—E1<0 tm—-1 0| m-2
(m—1) +1 +2m| m+1/E3=E3;—E;\m +0 +(2m-1) m
param = 1 el sistema es incompatible m # 1 es compatible determinado
Calculamos para m = 1 el sistema es incompatible
X +my +z =m-—1 X +1ly +z =1-1
{(m—l)x +y +2mz =m+1param=1{(1—1)x +y +2x1z =1+1
x +ty+ z =1 x +y+ z =1
x +y+z =0 x +y+z =0 E; x +ty+z =0
{Ox +y +2xlxz =2{ +ty +2z =2 Ep { ty +2z =2
x +y+ z =1 x +y+z =1 E=E-El 0 +0+0 =1
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b) resolver param = 0.

x +my +z =m-—1 x +0y +z =0-1
{(m—l)x +vy +2mz =m+1param=0{(0—1)x +y +2x0z =0+1
x +y+ z =1 x +y+ z =1

x 0+z =-1 x +z =0 E; x +z =0
{ -1x +y +0z =1 {—x +y =2 E2=E2+E1{O +y +z =2
x +y+ z =1 x +y+z =1 E3=E;—-E {0 +y+0=1

Sustituyo en las ecuaciones :
0+y +0=1y=1;

O+y +z =2;14+z=2,z=1;
x+z=0x+1=0x= —1;

Param=0;x=-2,y=1z=1;
Ejercicio

x2—4
x—1

Dada la funcion f(x) =

a)Calcular su dominio

b) Calcular los intervalos de concavidad y convexidad de (f(x))?2.

Solucién &
- |
a)Calcular su dominio f(x) = x4 : / fe2 4
x—1 N JJ W= E=
La funcion existe para todos los valores 5 e
» x2—4 _ i P st
posmvosdex_1 >0;(-2)<x<1 ~ : i/
Es indeterminado parax = 1 B H
Existe para valores mayores de 2;x > 2 2
Dominio (—2,1)U ( 2, )
b) Calcular los intervalos de concavidad 5 -
y convexidad de (f (x))?. 5 / —4
x2 —4 . x=—1
— 2 p—4 o
800 = (F())? = —— T
Una funcion es concava si f'(x) > 0 /{ ,.-/

Una funcion es concava si f'(x) < 0 y
x% —4 e
gx) = -1 2//'
-

_ 2x(x—1) — 1(x2 — 4)

N
N

oM o
P

g () TR /

oy 2xP=2x—x*+4 x*-2x+4 : |

N S 2 |

. 2x—-2)x—1D2—2(x— 1)« 1(x> —=2x + 4)

g'(x) = PRI

. x—-2)x—1D?=2(x—1)*x1(x?=2x+4) Rx—-2)(x—1)—2x1(x2—-2x+4)
B0 = -1 - x— 13

. 2x2—4x+2—-2x*+4x -8 -6

g () = CEEE RS

Parax = 0; g”(0) = ((:)3 = :_i’ =6>0 Concava de —wal=>(—w,1)

-6
=—<0 Convexala+ o => (1,+x)

Parax = 3; g"(g) = m 3
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8. Ejercicio

x2
Considera | jon; f(x) = ——
onsidera la funcion ; f(x) pra—

a)Calcular sus asintotas

b) Calcular su primitiva

Solucién
X2
Vi 1 la funci indet inada f(x) = ———
emos para que valores la funcion es indeterminada f(x) pra—
ser4 indeterminada para; x? + x — 2;
—1+,/12—4%1%(=2) —-1++9 -1+3 -1-3
X = = JX = =1; x= = =2
21 2 2 2
la funcion es discontinua enx =1y x = —2;
I :
s i
1. — Asintotas vertivales: Vi 3 f =
[— e
x? 12
vemos lim

xlxZ+x—2 12+1-2

1
= 0 = oo Asintota vertical enx = 1;

Y

3
s

———

I (=22 4 :
vemes A rx—2  (—22+(-2)-2
4
= ) = oo Asintota vertical en x = —2;

1. — Asintotas horizontales:

2

X [o¢]

(0]
vemos ll_)ngo P rx—2 ot _2 o divido numerador y denominador por x?
X2
2 1 0 1
li X =li = =-=1
wwx? X 2 sew g L 2 140-0 1
ete e % w
I x i 2. divid dor y denominad 2
vemos lim = = —; divido numerador y denominador por x
x—>—ooX2+X—2 (—00)2—00—2 oo} y p
x4 1 1
. X2 . 1 1 _ _1_ .
T 2_>£1~121+L_ 2 "170-0 1 U
Z R % =

Tiene asintota horizontal por la izquierda y derecha . Al tener asintota Horizontal no tiene oblicua

xZ

b) Calcul imiti v ar—1
) Calcular su primitivaf (x) ix_2

Resolvemos por fracciones parciales; Factorizamos

x? 3 x2 A B Alx+2)+B(x-1)
P tx—2 D+ G-D G12 G-Dx+2)
x? _A(x+2)+B(x—1)

x2+x—-2  (x-1DkxE+2) =>x?=A(x+2)+B(x~-1)

Calculamos los valores de Ay B para las raices del denominador ;

1
Parax=1; x> =A(x+2)+B(x—-1)=> A1+2)+B(1-1)=> 12=A*3;A=§

Parax = -2;(-2)? = A((-2)+2)+B(-2)—1)=> 4= —-3B;B = —g;
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[rwas = | 2+2 a9 =5 [ 5400 -3 [ 50

f()d—f x d()—lL(1)4l L
fdx = | iy =74® =3 (=7 ) =370

9. Ejercicio

Dado el punto P y la recta r definidos por:

x=A+1
P=(213) r= {y= A+ 2
z= —A+3

a)Determinar el plano que contiene al punto y alarecta
b) Determinar la distancia del punto a la recta

Soluciéon

a)Determinar el plano que contiene al punto y alarecta
Para hallar la ecuacion del plano n necesito

Un Punto P del plano que ya me dan (2,1,3)
d_r) = vector director de la recta (1,1,—1)

d_r) = otro vector director ej el que pase por P y un punto de la recta
P_P; = sera otro vector paralelo al plano

P(2,1,3), P.(punto de paso de la recta)Punto de la recta lo hallo haciendo A = 0; P.(1,2,3)
=(1-22-13-3)=(-11,0)

P(2,1,3) 1 -1 x-2
n=+<d.=(11,-1) => 1 1 y=-1|=06=z-3)+@-1D—(x+2)—(—2z+3)
d, = (=1,10) -1 0 z-3

z—=34+y—-1+x—-2+z-3=x+y+2z—-9=0
n=x+y+2z—-9=0
b) Determinar la distancia del punto a la recta P(xy, vy 2))

Lo calculamos por el metodo del paralelogramo

=Xy rx.y ¥V .21 —

modulo producto Vectoriallﬁﬁ) * d’r)l

= ; _ ]
modulo |d,| B0, Vo 7o)

Distancia (P,r) =

PP, = (—1,1,0); d; = (1,1,—1)

Producto vectorial P_P; * d_r)

AN - o )
Ph+d,=| -1 1 o |=-i—k—k-j=-i-7-2k=(-1,-1,-2)
1 1 -1
PP, *d, D2+ (-D2+ (-2 V6 |6
Distancia(P,r)=I r:rlz\/( Y HEDTHC )=£= —=+2:
|dy] V2 + ()2 + (-1)? 3
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10. Ejercicio
Se dispone de un test para el diagnostico del Alzeimer. El test se ha probado en una muestra
aleatoria de 450 pacientes diagnosticados con Alzeimer y otra muestra aleatoria de 500 pacientes

que no presentan sintomas. los resultados del ensayo son:

Padecen Alzeimer

Si Mo
Resultado del test
Positivo 436 5
Negativo i 14 495

a)Cual es la probabilidad de que un sujeto este enfermo y haya dado negativo en el test

b) Saliendo que un sujeto ha dado positivo en el test ; Cual es la probabilidad de que este enfermo?
¢) Porque son diferentes ambos valores

Solucién

a)Cual es la probabilidad de que un sujeto este enfermo y haya dado negativo en el test

Negativos 14

P(sujeto enfermo y hya dado negativo) = =0,03=>3%

enfermos 450
b) Saliendo que un sujeto ha dado positivo en el test ; Cual es la probabilidad de que este enfermo?

Enfermos 436 positivo en test

P(positivo en el tes y este enfermo) = = 0,989 => 98,9%

Total de positivos en test 441
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3 Examen 2020 C

1. Ejercicio
a) Hallar la distancia del punto P(2,1,—2)al planon 2x—y+ 2z =75
b) Hallar la ecuacion del plano que contiene a los puntos P; (1,3, —1),P,(4,1,1) y P;(—2,1,2)
c) Halle el voluman del tetraedro con vertice en Q,(1,0,0),Q,(0,1,0),Q,(0,0,1) Q4(1,1,1)
Solucién
a) Hallar la distancia del punto P(2,1,—2)al plano 2x —y + 2z =5
|Axy + By; + Czy + D|

distanciade (P an) =

VA? + B2 + (?
2«2+ (1) *x1+2%(-2)—-5] [4—-1—-4-5] [-6]|
distanciade (P an) = = = —=
" V22 4+ (—1)2 + 22 Va+1+4 Vo
c lor absoluto '~ = & = 5
omo es en valor apsoluto —— => - = 4,
Vo 3

b) Hallar la ecuacion del plano que contiene a los puntos P; (1,3,—1),P,(4,1,1) y P;(—2,1,2)
P Un Punto P del plano (1,3,-1)

Para hallar la ecuacion del plano necesito P, P, = vector director del plano
P, P; = otro vector director del plano

PP = (4-1,1-3),1-(-1)=(3,-22)
PP = (((-2—-1),(1-3),(2 - (-1)) = (-3,-2,3)

P(1,3-1) 3 -3 x-1
n={ PP, =@3,-22) => ‘ -2 -2 y—=3|=o0;
PP; = (-3,-2,3) 2 3 z-(-D

3 -3 x-1
-2 -2 y-3
2 3 z-(-1)

—6z—6—6y+18—6x+6+4x—4—-6z2—6—9y+35= —2x — 15y — 12z + 35;

= —-6(z+1)-6(y—-3)—6(x—1)—(—4(x—-1)+6(z+1)+9(y —3))

n= —2x—15y—12z+35=0; n, —2x — 15y — 12z = —-35
c) Halle el voluman del tetraedro con vertice en k
Q1(1,0,0),Q2(0,1,0),Q5(0,0,1) Q4(1,1,1)

Qa
Areadelabase =1x1=1; o /

7 s-)
Volumen = Area de la base x altura=1x1 = 1; Q- i

.o’fz
Q ;
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2. Ejercicio

Hall I 2 — 2cos2x
a) Hallar x—1>r+noo 3 sen3x

X

3e
b) Hallar los extremos relativos de la funcion f(x) = 7

c) Halle f(9x2 + 2) Inx dx.

Solucién
. 2—2cos2x . . ) i o
a) Hallar lim ————— limite de la funcion seno y coseno no exite en el infinito
x>+ 3 sen3x
I 2 — 2cos2x Aplico L'Hovital i 2—2cos2x 4sen2x
X450 3 sen3x piico opiat % 3sen3x X450 9cos3x
senx cosx x x
dado que lim = lim = lim = lim =0
x—-+0 X x>+ X x->toSenx x->+©CoS X
Lot ; I 4sen2x . 4sen2x 1 . 2x*4sen2x 3x
= * = *
O transtorm x—lgloo 9cos3x x—1>r+noo 1 9cos3x x—1>IPoo 2x 3x * 9cos3x
8x sen2x 3x i 8x  senZx 3x
= * = = —_— ———— % =
Nt 2X 27x cos3x X450 27x 2x cos3x

= lim =« lim 2224 | 3 =£*0*0=0;

X—400 27X x-+00 2X X—+00 COS3X 27

. . 3e* 3
b) Hallar los extremos relativos de la funcion f(x) = 7
aF 3e
i ff.‘-; =—=
Dominio R-"{0} L3
3e* 3e* x x? — 2x = 3e*
fx) =—; f(x) = v =0; 15
x x

3e*xx2— 2x+x3e*=0;xe*(3x —6) = 0;=>3x— 6 =0; Y
x = 2 habra un minimo o un maximo : \*--"‘
Lo averiguo sin necesidad de hallar la segunda derivada.
Hallo f(x)para un valor anterio y posterior a 2 tE5f32-1 0132 47

1 8,154845

2 5,541792

3 6,695179

Por lo que en x = 2 habra un minimo

c) Halle f(9x2 + 2) Inx dx para calcularlo hago una integracion por partes
Aplicamos la formula fu dv=uv- fvdu
1
u=Inx;du=—-dx
x

9x3
dv=9x2+2;v=T+2x

3
9x3 3x3  «x 9x3
(Inx) T+2x - f7+2;dx=(lnx) T+2x —f3x2+2dx =

9x3 3x3
(Inx) T'I'ZX —T+2x+C =

) 9x3 9x3 1
f(9x2 + 2)Inx; Sustituyo enla formula => (Inx) T+ 2x |- f —+2x *;dx =

2 = 9i3 —x3
(9x% + 2)Inx = (Inx) 3 +2x|—x>+2x+C
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3. Ejercicio

a) Hallar una matriz B tal que B (Z 1) = (7 1) B= (1 0)

10A)\[x 2

b) Discua la resolucion del sistema | g 2 1 y|= <1 segun los valores de A
5
1

¢) resuelva el sistema del apartado anterior para A = 1.

Solucién

a) Hallar una matriz B tal que B (Z 1) = (Z }) B= ((1) (1))

(7 1)(a b)=(7a+1c 7b +1d)=(1 0)=>

6 1/\c d 6a + 1c 6b+1d 0 1
7Ta+1lc=1 4. - _
{6a +1c=0 restamos a = 1; sustituimos c = —6
7b +1d=0 _ 1. o _
{6b +1d=1 restamos b = —1; sustituimos d = 7
. (1 -1
La matriz B sera (—6 7 )
10A)\[x 2
b) Discua la resolucion del sistema | g 2 1 y|=1|1 | segun los valores de A
120/ \z 5
x 0 2z 2
0 2y z |=|1
x 2y 0 5
x 0 2z 2 x 2y 0] 5
0 2y z| 1 ] intercambiamosfila | o 2y z 1
x 2y 0] 5 x 0 Az
120 5 Eq 1 2 of 5 Ey 12 0] 5
0211 E, 0o 2 1| 1 E, 02 1| 1
1 0 Al 2/Es=Es—Ei\g =2 a| -3/Es=E3+E;\g o a+1| -2
2
A+1Dz=-2;z= Sy Es sistema es indeterminado para A = —1;
A # —1 el sistema es compatible determinado
¢) resuelva el sistema del apartado anterior para A = 1.
12 0 5 120 5
02 1 1 Jparad=1{¢g 2 1| 1
00 A+1] —2 00 2| —2
22=-2;z= —1;
Sustituyo enla segunda 2y +z=1;2y—-1=1,y =1;
Sustituyo en la primera 1x +2y =5, x+2=5; x = 3;
Xx+Az=2 X+z=2
Comprobacion {Zy +z = 1paraA = 142y + z = 1 comprobamos para los valores de X, y, z
Xx+2y=5 x+2y=5

3—1=2
{2—1:1 se cumple
3+2=5
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4. Ejercicio
a) Halle la probabilidad de obtener al menos dos caras en cuatro lanzamientos de una moneda
equilibrada.
b) Si X es una variable aleatoria con distribucién binomial de parametros 3y 0,2 (es decir, Bin(3,0,2))
halle la probabilidad de que X = 2.
¢) Si X es una variable aleatoria con distribucién binomial de parametros 100y 0,2
(es decir, Bin(100, 0,2)), utilice 1a aproximacién normal para hallar la probabilidad de que
X sea mayor o igual que 50 .
Solucion
a) Halle la probabilidad de obtener al menos dos caras en cuatro lanzamientos de una moneda

Al lanzarla 4 veces puede salir: XXXX, XXX0, XX0X, XOXX, 0XXX, 0000, 000X, 00X0, 0X00, X000

P(lanzar cuato veces una moneda salgan al menos 2 caras) = 0,5

E =
b) Si X es una variable aleatoria con distribucién binomial de pardmetros 3 y 0,2 (es decir, Bin(3,0,2)

halle la probabilidad de que X = 2.
n
Formula de la probabilidad Binomial es P(X =) = (r) p"*q" "

X = Variable, numero de veces que sucede el evento definido
r = valor que toma la veriable

n = numero de veces que se repite el evento

p= Probabilidad de que suceda X

q = Probabilidad de que no suceda X

3! 3x2%1
I — o N V) 1 % - 2 1
G- 7?0 T G VP08

P(X=2) =3+%0,04%0,8 =0,096;P(X = 2) = 9,6%

3
PX=2)= (2) 0,22%0,832 =

¢) Si X es una variable aleatoria con distribucién binomial de parametros 100y 0,2

(es decir, Bin(100, 0,2)), utilice la aproximacién normal para hallar la probabilidad de que

X sea mayor o igual que 40 .

la distribuccion normal estandarizada N(np, M) ;mediap = np; desviacion tipica o = \/ﬁ;

para poder usar la tabla tengo que pasar mis datos a la distribuccion normal para hallar Z

N(np,/npq) => N(100 = 0,2,¥/T00 % 0,2 0,8)= N(50,4)

Tengo probabilidad de X y quiero hallar Probabilidad de Z

7= 40-50
7

la P(Z = —z) Esto es igual al arear que queda por debajo de Z < 2,5;

P(Z=—-z) =P(Z <z)=09938

Z=-25
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5.

Ejercicio

a) Halle la ecuacion del plano perpendicular al vector (1,1,1)que contiene al punto P(7,1,

x+2y=1, :{ Xx+y=2

b) Estudie la posicion relativa de las rectas r; = { S =3 2= y—z=3

c) Halle la distanci del origen a la recta

1_ y-5_ z-1
1 -4 1
Soluciéon - L
Vector nermal al plane (1,1,1)
El vector normal delplano u (1,1,1) »

Por el punto de paso P(7,1,—1).

elegimos un punto X (XO ,Vo0.,Zo )
70, 20, | P(7,0,-1) T

cualquiera del plano y tendremos Tz

el vector PX o —7,y0,— 1,20 — (1))
Si los dos vectores PX y U son perpendiculares, su producto escalar sera 0
U+ PX = 0;(1,1,1) * (X — 7, Y0, — 1,2 + 1) =0

1o =7 +1(yo,— 1) +1(zg + 1D =0 % —7+yo,—1+20+1=0;

X + Yo, + 2o — 7 = 0 ; como el punto del plnano puede ser cualquiera X +y +z =7 = 0;

Otra forma de hacerlo seria con la ecuacion implicita del planoax+by+cz+d =0

(a, b, ) son las coordenadas del vestor normal en nuestro caso(1,1,1)

ax + by + cz + d = 0 Sustituyo y tendrex+y+z+d = 0;

como tengo un punto del plano P (7,1, —=1)sutituyo7+1—-1+4+d =0;d = -7
El plano pedido serax+y+z—7 =0

x+2y=1, :{ Xx+y=2

b) Estudie la posicion relativa de las rectas r; = { S =3 2= y—z=3

Hallamos el vector director de las dos rectas calculando dos puntos por los que pasa la recta

= 1 1
rl_{x+2y_3parax—0{0+ZZ=;Y=EyZ=3;PuntoA(O,5,3)
rlE{X+ZZ 1paray—O{X-l-ozzzgx=1yZ=3;PuntoB(1,0,3)

- 1
vector director AB = (1,—5,0)
A X+2y— 0+2y=1 11 _ _
rz:{ - 3parax—0,{ —7=3 —5,5—2—3 7= Punto A(0
rzs{ X-i-yzfzzz3paray—0,{X-H)_1 x =1y Z = —3;Punto B(1,0,-3)

1 1
vector director AB = (1, 5T )

N 1 1\ — 1
Posiciones de las rectas segun los vectores directores dr, = (1, 5~ E) dr; = (1, —5 0)

Como no son proporcionales no son rectas paralelas.
Comprobar si se cumple que se corten;
o —_— —
Se cumplird que el producto de los vectors dry * dr, * P, P, = 0;

—_— 4———>

P. P, =P,— P, =(01,0-3)-(103) =(0,0,-6); ,F = (0,0,—6)
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1 1
| 4 -2 _ 4
d_rl)*d_rz)* PP, = 1 = +3 — 3 = 0; se cortan en un punto
2
0 0 -6
Si se cortan en un punto habra un punto comun
x=1+1p x=14+1A=1+1p x=14+1A=1+1p
x=1+1a ( 1 1 1 1 1
— _ =0—-= =0—--A=0—-= =—=A=—-=
r= y=0—z}t r2=4y 2“- => y 2 2“ y 2 2|J-
1 1 1
z=34+0A Z=—3—Eu Z=3+O)\=—3—Eu Z=3+=_3_Eu

1
3+= —3—511; p=-12,

O—E)\= O—lusustituyoo—l)\= —l(—12); A= —12;
2 2 2 2
x=1+1A x=1—-12=-11
paraA = —12 y:O—%}\ y=0—%*(—12)=6
z=3+40A z=3
(x=1+1p (x=1+1(-12) = -11
y=0—lujy=0—%(—12)=6

parau=—12rzz% 2
1

kz=—3—§u|(z=—3—%(—12)=3

Punto de cruce (—11,6,3)

Ejercicio
a) Halle el dominio de la funcion f(x) = [In(x + 3)]2

b) Determine si f tienen extremos obsolutos o extremos relativos y en su caso obtengalos

Hall i [[ln(x +3)]? ) [[ln(x +3)]?
c) Halle xl->nolox2+3x+7 ynl—1>r(§x2+3x+7

Solucién

]

a) Halle el dominio de la funcion f(x) = [In(x + 3)]°

f(x) = [In(x+ 3)]? ; Dominio (—3,®)

\

b) Determine si f tienen extremos obsolutos

0 extremos relativos y en su caso obtengalos e

Extremos obsolutos no tiene maximos ni AR O T | A

Hs

minimos absolutos 3

h

Extremos relativos

f(x) = [In(x + 3)]% f'(x) =2 *In(x + 3) * =0;

x+3
paraqueseal In(x +3)=0=> x = —2;

si calculo valores antes y despues de — 2 veo que este punto es un minimo

-2,8 2,5902904
-2 0
-1 0,480453
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7.

[[In(x+3)]?
x2+3x+7

[[In(x+3)]?

c) Halle limy_, e

y limx—>0

[[In(x + 3)]?

= si sustituyo es indeterminado

im ———
x—0 x2 4+ 3x + 7

21n(x+3)*L

e e . +3
si aplico L’hopital lim X
x—00 2x+3 A B ok
1 =
~ 2In(x+3) ) 2733 2
)El_)r?o 2 9xF 9 derivo de nuevo )P—%m s
B xl—glo(x+9)(x+3) T
[nGx+3)] [n(0+3)]* [n3)]*
e ax a7 SSUWO gaigigrs T 7 017
Ejercicio
1 -2 2
Sealamatriz A= (3 -5 6
A 2 3
a) Halle el determinante de A
b) Halle el valor o valores de A para los que A no tiene inversa
c)Halle la inversa de A paraA = 1;
Solucion
a) Halle el determinante de A
1 -2 2
3 =5 6/=-15—-12A+12+10A+18—-12=3-2A
A2 3
b) Halle el valor o valores de A para los que A no tiene inversa
1
La matriz Inversa A™! = m * (A")Y; para que exista |A| # 0;
3
dado que dado que |4| =3 — 21 # 0;A # 3
c)Halle la inversa de A paraA = 1;
1 =2 2\ |1 -2 2
A=13 -5 6/;[3 =5 6|=1
1 2 3/ 11 2 3
-27 -3 11 -27 10 -2
La adjuntaA*=( 10 1 —4];@D( -3 1 0
-2 0 1 11 -4 1
1 1 =27 10 =2 =27 10 -2
La matriz Inversa A™! = Tl x (At = I( -3 1 0 > = ( -3 1 0 )
11 -4 1 11 -4 1
Prueba,se hade cumplirA* A™! =1;
1 -2 2 —-27 10 -2 -274+6+22 10-2-8 -2+40+2
3 56| -3 1 0]=|-81+15+66 30—-5-24 —6+6
1 2 3 1 -4 1 -27-6+33 10+2-12 —-2+3
1 0 0
0 1 0])=1Icorrecto
0 0 1
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8. Ejercicio

En un espacio de probabilidades los sucesos A, B, C tienen las probabillidades siguientes:
P(A) =P(B) =P(C) = L P(A|B) = L P(A|C) = ' P(B|C) = L P(ANBNC) = !
B B 4 4 2 4 16

a)Son Ay C sucesos independientes?. Por que?

b) Halle P(AUB) y P(ANB)

c)Halle P(B|A); Son A y B sucesos independientes ; ; por que?;

Solucion

a)Son Ay C sucesos independientes?. Por que?

Dos sucesos son independientes si : P(A|B) = P(A); P(BJA) = P(B) ;P(ANB) = P(A) * P(B)

1 P(ANC) 11 1
P(AlC)=E= P(C) ;P(AﬂC):E*Zzg;

1 11
P(ANC) = P(A) * P(C)comprobamos => 3 * 7 * 1 luego no son sucesos independientes

b) Halle P(AUB) y P(ANB)

1 P(ANB) 1 11 1 1
1 1 1 2 1 7 7
P(AUB) = P(A) + P(B) ~ P(ANB) =+~ 72 =7 — 77 = 7+ P(AUB) = ==
c)Halle P(B|A); Son Ay B sucesos independientes ¢ ; por que?;
1 P(ANB) 1 11 1 1
1 11
P(ANB) = P(A) * P(B)comprobamos => T6-41%2 luego son sucesos independientes
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4 Examen 2020D

1.

Ejercicio
En una tienda de vinos se venden dos marcas Ay B, cuyos precios respectivos son 5 euros la botella
de la marca A y 8 euros la botella de la marca B. La tienda oferta una rebaja del 20% en el precio de la

marca Ay del 15% en el precio de la marca B a los clientes que compren al menos una botella de cada
marca.

Un cliente acepta la oferta y se lleva el doble de botellas de la marca B que de la marca A. Al salir
calcula que si hubiese comprado el mismo nimero de botellas, pero el doble de la A que de la B se
habria ahorrado 8.4 euros. ;Cuantas botellas compro de cada marca? ;Cuanto pagé?

Solucion

lleva doble numero de botellas de B que de A ; Precio = 5 = 0,80X + 8 x 0,85(2X) =y
4X+13,6X=Y; 176X=Y

Si hubiera llevado lleva doble numero de botellas de A que de B ;

Precio = 5%0,80(2X) + 8+ 0,85X =y —8,4;8X+ 68X =y —8,4;14,8 =y — 8/4;

. 17,6X=Y ’ P
resuelvo las dos ecuaciones {14,8X —y—84 Resto la segunda de la primera 2,8X = 8,4; X = 3
17,6X =Y 17,6 «3 =52,8 , _
Prueba {14—,8X —y—84 {14,8 £3 =444 Resto la primera de la segunda = 8,4
Ejercicio

Dados los puntos A(3, -1, 2), B(5,1,1) y C (2, 2,-3) se pide

a) hallar el volumen del prisma que tiene por vertice los tres puntos y el origen de coordenas
b) Obtener la ecuacion del plano que contiene al punto A y es perpendicular al vector BC

¢) Calcular las coordenadas del punto medio del segmento AC

Solucion

a) hallar el volumen del prisma que tiene por vertice los tres puntos y el origen de coordenas
El area del triangulo ABC es la mitad del area del paralelogramo M
AB = ((5-3),1—1),(1-2) = (2,2,-1)

AC =(2-3),2~(-1,(-3-2) = (-13,-5)

i k

AB<AC = |2 2 —1|=+ |2 T Li-|2 TLi+|% %k= -7i-11j+8k
3 —51" " l-1 -5 -13
-1 3 -5
AB +AC  J(=7)2+ (-11)2+ (8)2 49+ 121+64 +234 153
Area = > = > = > = > =T=7,65

Distancia del certice O al plano ABC
Hallamos el plano que contiene los tres puntos A, B, C

P(B(5,1,1))

o 2 -1 x—5
14 4B =(2,2,-1) => 2 3 y—1|=0;
AC =(-1,3,-5) -1 -5 z-1
2 -1 x—5
2 3 y—1|=6(z—-1)—-10(x-5)+1(y—-1)+3x-5)+2(z—-1D+10(y—1) =
-1 -5 z-1

6z—6—10x+50+y—-1+3x—15+2z—-2+10y—-10=-7x+ 11y +8z+16 =0
A=-7x+11y +8z+ 16
Distancia de un punto P(0,0,0)y el plano A = =7x + 11y +8z+ 16 =0
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|—7*0+11*0+8*0+16|_ 16

distanciade (P al) = = 1,05
J(=7)? + 112 + 82 V234
) . Area de la base * altura 7,65 * 1,05
Area de la piramide = = = 2,678

3 a 3
c) Calcular las coordenadas del punto medio del segmento AC

3+2 —1+2 2—3)_(51—1)_ 2s 05 05
> 5 ) =3 5) = (@5,05-05)

Punto medio del segmento AC = (
Ejercicio
a)Hallar la ecuacion de la recta tangente a la parabola — x% + 2x + 3 y cuya pendiente esm = —6

b) Halla el area de la region limitada por la parabola anterior y la parabolay = x? + 2x — 5

Solucion | 14 \

— _ g2 C = — . o
y=—x“+2x+3;,y =—-2x+2; \_1,::-:+2_r—5 B \ /
es la pendiente => —2x+2 = —6;x = 4; \ & l"X
el punto de la curva donde queremos 4

P d \ Pansy.
hallar la tangente de pendiente m = —6 \
esx=4y= —4*+2+4x+3 = —5; / \

£ -5 A A i W p 3 4 5
la recta tangente en (4, —5)sera y / /‘ \
= —6X+n; -}

como ha de pasar por el punto (4, —5) => / £ \
—5=—6%4+n;n=19; = _3_4‘_%"3 8 \

la recta tangente seray = —6x + 19
b) Halla el area de la region limitada por la parabola anterior y la parabolay = x? + 2x — 5
Hallamos los puntos de corte de las curvas — x?2 +2x+3 =x2+2x —5; 2x2 —8=0;x = +2

Puntos de corte al eje Xdelacurva; y= —x24+2x+3;y=0; —x*+2x+3=0x=-1yx=3;

Hallamos segunda derivada y" = —2 ; curva convexa cuernos hacia abajo
. —2+v24
Puntos de corte al eje X de la curva; y = X% 4+ 2x — 5y=0; X2 4+2x—-5=0;x = — =15
-2 —+24
X = T = —3,5

Hallamos segunda derivada y" = 2 ; curva convexa cuernos hacia arriva
El area pedida sera la integral de la curvasentrex = 2y x = —2

Hallamos el area por partes:
2

—( 8+8+6) ( 1,2 3)—
L, V32 3 2 B

—16 + 24 + 36 (1 )_44 1-6 44 —10 34

3 ZXZ

2
X
A=J. [(—x2+2x+3)]dx=|——+—+3x

» 372

6 3 6 6 6’
-1

—( 1,2 3) (8+8 6)—
U 3 "2 3°2 B

(1+1 3) (8+8 6)— 5 (16+24—36)_ 10 4_ 14
3 32 T3 6 T 6 6 6

Area de la otra curva

3 §+1—3

3 2

X 2x
——+—+3x

-1
_ ) _
B-[QK X+ 20+ ldx = -2+ 2

¢= 2[( 2+ 2x —5)]dx = S —(8+8 10) (3'375+4’5 75)—
P S T R A G 3 2 '7)7
(16 L2 60) (6,75 185 45) . —20 2475 475
6 6 6 6 6 6/ 6 6 6
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3 2x2 L8
L

15
D=f [(x? +2x —5)]dx = 3 5

3,375 4,5 8 8
= (—+——7,5)— (——+—+ 10) =
= 372

3 2

-2

(6,75 13,5 45) (—16 24 60) 24,75 68 9275

6 6 "61% 6 6 6

6 " 6 6
drea A B capo 3t 14 475 9275 108
rea= =% 6 6 6 6

Ejercicio
Se consideran dos sucesos Ay B tales que P(A) = 0,5,P(B) = 0,3y P(ANB) = 0,2
a); Son Ay B independientes?
b) Calcula P(AUB), P (A|B)
¢) Si C es otro suceso independiente con Ay B e; es incompatible con (AUB)?
Solucion
a); Son Ay B independientes?
Dos sucesos son independientes si : P(A|B) = P(A); P(BJA) = P(B) ;P(ANB) = P(A) * P(B)
P(A) = 0,5,P(B) = 0,3 # P(ANB); 0,5 x 0,3 = 0,15 # 0,2 No son independientes
b) Calcula P(AUB), P (A|B)
P(AUB) = P(A) + P(B) —P(ANB) = 0,5+ 0,3 - 0,2 = 0,6;

P(ANB)

P(B)
dado que P(ANB) = P(B) — P(ANB); P(ANB) =0,3-0,2= 0,1;
P(ANB) 0,1 1

P(B) 03 3

P (A|B) =

P (A|B) =

¢) Si C es otro suceso incompatible con Ay B ; es incompatible con (AUB)?
Si C es imcompatible con Ay B (no puede suceder cuando ocurra A y B)luego tampoco podra ocurrir

con su union

Ejercicio

Sean las matrices A = ( _12 _42 _12) ,B < 11 (2)>,C = < 02> yX= ( ;)
a)Calcular las matrices AB y BA

b) Determinar el rango de las matrices Ay B

¢) Tiene solucion el sistema BX = C responde de manera razonada

Solucién

a)Calcular las matrices AB y BA

_ -1 0\ . ~ B
ABZ(—lz 42 jz)*(é §>=(21+42—+63 8+gti)=(g 42)

-1 0 —140 240 —140\ /-1 2 -1
BA=(1 2>*( 1 -2 1)=<1—4 248 1—4)=<—3 +6 —3)
1

3 2 2 4 2 3-4 —-6+8 3-4 -1 +2 -1
b) Determinar el rango de las matrices Ay B
Rango de la matriz A = ( _12 _42 _12) comprobamos si hay determinates distintos de 0
1-=2|_, . o |1 1__ —0|72 Y=oypu_s= =
|oal=4-a=0 | ' |=-2+2=0]% ,|=4-4=0Rangoden=1

26(29)



-1 0
Rango de la matriz B = ( 1 2) comprobamos si hay determinates distintos de 0
3 2

-1 0)_ _,_ n__ _
|1 2|_ 2-0=-2 Rangode B =2
¢) Tiene solucion el sistema BX = C responde de manera razonada

-1 0

X

BX; Bs, ( 1 2) ; X1 ( y) No se pueden multiplicar estas matrices pues
3 2

numero de Columnas de la primera # numero de filas de la segunda ;

6. Ejercicio

x+z=3 Xx=2-2)
Dadaslarectasrz{2 _41yYs=31y=3+2A sepide:
y—z=1
Z=1+2X

a) Determinar la posicion relativa de las dos rectas

b) Comprobar que el punto A(4,2, —1)pertenece alarecta S y encontrar otro punto B de la misma recta
que diste tres unidades del punto A.

Solucién

a) Determinar la posicion relativa de las dos rectas

x+z=3 Xx=2-21
ys=

r={2y—z=1 y=3+A

Z=1+2A

_(x+z=3 A f0+z=3; z=3; N )
r={2y_Z:1parax—0,{2y_Z=1{Zy_3=1y—2,punto €(0,2,3);
_(x+z=3 A xX+z=3; _ o x=1=3 —-1):
r={2y_Z:1paray—O,{Z*O_Zzlz— 1,{2y_Z:1X—4,puntoD(4,0, 1);
_(x+z=3 . N — 2
rz{zy_zzlvectordlrector(D—C)—4—0,0—2,—1—3)—r—(4,—2,—4)

x=2-=2\
s—{y=3+l vector directorde s s = ( —2,1,2)

Z=1+2A
vemos si los vectores s T son proporcionales — % = _iz = _14 = —% luego las rectas son paralelas

b) Comprobar que el punto A(4,2, —1)pertenece alarecta S y encontrar otro punto B de la misma recta

que diste tres unidades del punto A.

2
X=2-2A 4=2-2X 4-2=-2 A=—=-1
= {y =3+ A vemos si el punto A( 4,2, —1)sustituyo{ 2=3+2A 23 =11 )\:2_1
Z=1+2A —-1=1+42A B P

-1-1=42)5 A=-1

El punto A pertenece a la recta otro punto sera (x,y, z)

Distancia entre dos puntos = +/ (x; — x1)% + (Y — ¥1)? + (25 — 21)?

3=V -x)?+Q2-y)? + (D -2)% 9= (4 —x)* + 2~ y1)* + ((-1) — z)?

Xx=2-2A
si pertenece alarectas = { y = 3 + A puedo sustituir x,y, z por su valor
Z=1+42)

5 9=(4—2=202+2-CB+N0))2+((-1) = (1 +20))%9 = (2+ 202 + (=1 = )2 + (=2 — 21)?
9=4+4+4A2+8A+1+2A2+2A+4+ 42> + 81 =9+ 9A% + 18X; 9A% + 181 = 0;

x=2-2(-2)=6
9A+2)=0;A=-2;{ y=3+(-2)=1; Elpunto Bsera (6,1,—3)
Z=1+2(-2)=-3

prueba : Distancia = /(4 —6)2+ (2 — 1)2 + ((=1) — (=3))2 = /(=2)2 + 12 + (+2)% =
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Va+1+4=v9=3;

7. Ejercicio

1— eX¥six<0

x—3,six=>0 Se pide:

Se cosidera la funcion f(x) = {

a) Determinar su asintota horizontal
b) Calcular la expresion de la funcion derivada f’(x)en los puntos en que este definida

c) calcular f_41 f(x)dx. i /
Solucién /

S

W

a) Determinar su asintota horizontal

(&)

flx) =[1— e*;six= D /

1— e¥six<0 ¢

f(X)z{x—3,six=>0 7

vemos lim (1—e¥)=({1—- e ®) = 15 -10 5
X——00

[ufy

/
/f['_r:l L w3 kixzD

(&)

1
1—f.0=1—0; lim(l—ex)=1
e X—>—00

[*2])

la axintota horizontal es x = 1

A
T

b) Calcular la expresion de la funcion derivada f’(x)en los puntos en qure este definida
fx) =1— e*six<0; f'(x) = —e*
fx) =x—3six=0; f(x) =1

4
) Calcularf fx)dx;
-1

0 1 1
f (1-eMdx= |x—eX° =(0—-e) - (-1—e1) = _1+1+E+C=E+C
-1

0

1
f (1-eMdx=-+C
-1 e

x23
5 = 3x

J:(X —3)dx =

0

gt 1
f fX)dx==—4+C
1 e

8. Ejercicio
El peso de los perros adultos de una cierta raza es una variable aleatoria de media 7,2 Kg
y una desviacion tipica de 0,6. Se pide:
a) Calcular el porcentaje de perros que no superan los 6 kg de peso
b) Calcular el peso minimo de un perro sabiendo que se encuentra entre el 33% de los perros mas pesados.
Solucién

a) Calcular el porcentaje de perros que no superan los 6 kg de peso

Z_X—p_Z_6—ZZ
T o6 7T 06

= —2 miramos en la tabla,paraZ = —2 enlatabla = —0,9772

como pide menores de 6 Kg el porcentage sera el 97,72%

b) Calcular el peso minimo de un perro sabiendo que se encuentra entre el 33% de los perros mas pesados.

X-72
0,33 de X esigual 0,6293 de Z; 0,6293 = 06 X = 7,57758 KG

’
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