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1 Examen 2022 A 
 

1. Ejercicio 

Tres amigas Sara, Cristina y Jimena, tienen un total de 15000 seguidores en una red social.  

Si Jimena  perdiera el 25% de sus seguidores, todavia tendria el triple de seguidores que Sara. 

Ademas , la mitad de los seguidores de Sara mas la quinta parte de los de Cristina suponen 

 la cuarta parte de los seguidores de Jimena. Calcular cuantos seguidores tiene cada una 

Solución 

 Seguidores   

Sara X 2000 

Cristina Y 5000 

Jimena  Z 8000 

 15000  

 

Enunciado: 

Si Jimena perdiera el 25% de sus seguidores ∶ 0,75 ∗ Z = 3X 

X

2
+

1

5
Y =

1

4
Z;    10X + 4Y = 5Z; 

 ൝
𝑋 + 𝑌 + 𝑍 = 15000

0,75𝑍 = 3𝑋
10𝑋 + 4𝑌 = 5𝑍

 ൝
𝑋 + 𝑌 + 𝑍 = 15000

0,75𝑍 − 3𝑋 = 0
10𝑋 + 4𝑌 − 5𝑍 = 0

 

0,75𝑍 − 3𝑋 = 0; 𝑋 =
0,75

3
𝑍;  𝑋 = 0,25𝑍 

𝑠𝑢𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑖𝑚𝑜𝑠 ൜
0,25𝑍 + 𝑌 + 𝑍 = 15000

10 ∗ 0,25𝑍 + 4𝑌 − 5𝑍 = 0
൝
1,25𝑍 + 𝑌 = 15000; 𝑌 = 15000 − 1,25𝑍;

−2,5𝑍 + 4𝑌 = 0; 𝑌 =
2,5𝑍

4

 

15000 − 1,25 𝑍 =
2,5𝑍

4
 ;  60000 = 7,5𝑍; 𝑍 = 8000 𝑠𝑒𝑔𝑢𝑖𝑑𝑜𝑟𝑒𝑠 

𝑋 = 0,25𝑍 𝑠𝑢𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑖𝑚𝑜𝑠 => 𝑋 = 2000 𝑠𝑒𝑔𝑢𝑖𝑑𝑜𝑟𝑒𝑠   

𝑌 =
2,5𝑍

4
= 5000  𝑠𝑒𝑔𝑢𝑖𝑑𝑜𝑟𝑒𝑠 

 

2. Ejercicio 

Calcular en caso de existir los siguientes limites  

a1) lim
୶→଴

𝑥ଶ(1 − 2𝑥)

𝑥 − 2𝑥ଶ − 𝑠𝑒𝑛 𝑥
;       𝑎2) lim

୶→ஶ

1

𝑥
ቌ

3

𝑥
−

2

𝑠𝑒𝑛
1
𝑥

ቍ  

Use el cambio de variable t =
1

x
cuando sea necesario 

b) Calcule las siguientes integrales 

𝑏1) න
𝑥

𝑥ଶ − 1
𝑑𝑥;   𝑏2) න 𝑥ଶ𝑒ି௫𝑑𝑥

ଵ

଴

 

Solución 

a) lim
୶→଴

𝑥ଶ(1 − 2𝑥)

𝑥 − 2𝑥ଶ − 𝑠𝑒𝑛 𝑥
=  

0ଶ(1 − 2 ∗ 0)

0 − 2 ∗ 0ଶ − 𝑠𝑒𝑛 0
=

0

0
 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜; 𝐴𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎𝑚𝑜𝑠 𝐿´𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙 

 

lim
୶→଴

2𝑥(1 − 2𝑥) − 2𝑥ଶ

1 − 4𝑥 − cos 𝑥
=

2 ∗ 0(1 − 2𝑥) − 2 ∗ 0ଶ

1 − 4 ∗ 0 − cos 0
=

0

1 − 0 − 1
=

0

0
𝑖𝑛𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜  
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𝐴𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎𝑚𝑜𝑠 𝐿´𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙 lim
୶→଴

2(1 − 2𝑥) + 2 ∗ 2𝑥 − 4𝑥

−4 + 𝑠𝑒𝑛 𝑥
= lim

୶→଴

2 − 4𝑥 + 4𝑥 − 4𝑥

−4 + 𝑠𝑒𝑛 𝑥
= lim

୶→଴

2 − 4𝑥

−4 + 𝑠𝑒𝑛 𝑥
= −

1

2
 

 

lim
୶→଴

𝑥ଶ(1 − 2𝑥)

𝑥 − 2𝑥ଶ − 𝑠𝑒𝑛 𝑥
= −

1

2
; 

 

𝑎2)   lim
୶→ஶ

1

𝑥
ቌ

3

𝑥
−

2

𝑠𝑒𝑛
1
𝑥

ቍ =
1

∞
ቌ

3

∞
−

2

𝑠𝑒𝑛
1
∞

ቍ = (0 − 0)𝑖𝑛𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜; ℎ𝑎𝑐𝑒𝑚𝑜𝑠 𝑐𝑎𝑚𝑏𝑖𝑜 𝑑𝑒 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒 

 

1

𝑥
= 𝑡 => 𝑠𝑖 𝑒𝑠 𝑝𝑎𝑟𝑎 x → ∞ ahora  𝑠𝑒𝑟á 𝑝𝑎𝑟𝑎 x → 0; lim

୲→଴
𝑡 ൬3𝑡 −

2

𝑠𝑒𝑛𝑡
൰ = lim

୲→଴
൬3𝑡ଶ −

2𝑡

𝑠𝑒𝑛𝑡
൰ = 

 

lim
୲→଴

ቆ
3𝑡ଶ𝑠𝑒𝑛𝑡 − 2𝑡

𝑠𝑒𝑛 𝑡
ቇ =

0

0
𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜 ; 

𝐴𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎𝑚𝑜𝑠 𝐿´𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙 lim
୲→଴

ቆ
(6𝑡𝑠𝑒𝑛 𝑡 + 𝑐𝑜𝑠𝑡(3𝑡ଶ) − 2)

cos 𝑡
ቇ = −

2

1
= −2  

  lim
୶→ஶ

1

𝑥
ቌ

3

𝑥
−

2

𝑠𝑒𝑛
1
𝑥

ቍ = −2; 

 

b) Calcule las siguientes integrales 

𝑏1) න
𝑥

𝑥ଶ − 1
𝑑𝑥 =

1

2
ln(𝑥ଶ − 1) + 𝐶  ;   𝐼𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑙 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎   

𝑏2) න 𝑥ଶ𝑒ି௫𝑑𝑥
ଵ

଴

 𝐴𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛 𝑝𝑜𝑟 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑒𝑠 

 (𝑰𝑳𝑨𝑻𝑬) 𝐀𝐩𝐥𝐢𝐜𝐚𝐦𝐨𝐬 𝐥𝐚 𝐟𝐨𝐫𝐦𝐮𝐥𝐚 න 𝒖 𝒅𝒗 = 𝒖 𝒗 − න 𝒗𝒅𝒖 

=> න 𝑥ଶ𝑒ି௫𝑑𝑥 = ൜
𝑥ଶ = 𝑢;    2𝑥𝑑𝑥 = 𝑑𝑢

𝑒ି௫𝑑𝑥 = 𝑑𝑣;  −𝑒ି௫ = 𝑣
න 𝑥ଶ𝑒ି௫𝑑𝑥 = 𝑥ଶ( −𝑒ି௫) − න −𝑒ି௫ ∗ 2𝑥𝑑𝑥   

 

𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑝𝑜𝑟 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑒𝑠; − 2 න −𝑒ି௫ ∗ 𝑥𝑑𝑥 ൜
𝑥 = 𝑢;    1𝑑𝑥 = 𝑑𝑢

−𝑒ି௫𝑑𝑥 = 𝑑𝑣;  𝑒ି௫ = 𝑣
= −2((𝑥(𝑒ି௫) − න 𝑒ି௫ ∗ 1𝑑𝑥))  

−2 න −𝑒ି௫ ∗ 2𝑥𝑑𝑥 = −2𝑥(𝑒ି௫) − 2𝑒ି௫ 

න 𝑥ଶ𝑒ି௫𝑑𝑥
ଵ

଴

=  [𝑥ଶ( −𝑒ି௫) − (2𝑥(𝑒ି௫) − 2𝑒ି௫) + 𝐶]0
1 = 

(−1ଶ( 𝑒ିଵ) − 2 ∗ 1𝑒ିଵ − 2𝑒ିଵ) − (−0ଶ( 𝑒ିଵ) − 2 ∗ 0𝑒ିଵ − 2𝑒ି଴) = 

 =  −1ଶ( 𝑒ିଵ) − 2 ∗ 1𝑒ିଵ − 2𝑒ିଵ + 2 =  𝑒ିଵ( −1 − 2 − 2) + 2 = −5𝑒ିଵ + 2 =  −
5

𝑒
+ 2  

න 𝑥ଶ𝑒ି௫𝑑𝑥
ଵ

଴

=  −
5

𝑒
+ 2 ; 
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3. Ejercicio 

Dado el punto A(1,0, −1) y la recta r: x − 1 = y + 1 =
z − 2

2
 y el plano π: x + y − z = 6. Se pide: 

a) Hallar el angulo que forma el plano π y el plano perpendicular a la recta r que pasa por el punto A. 

b) Determinar la distancia entre el plano  π  y la recta r 

c) Calcula una ecuacion de la recta que pasa por A , forma un angulo recto con la recta r y  

no corta al plano π 

Solución 

a) Hallar el angulo que forma el plano π y el plano perpendicular a la recta r que pasa por el punto A. 

El plano perpendicular a la recta r tenda como vector normal el vector director de la recta 

r: x − 1 = y + 1 =
z − 2

2
൜

𝑉𝑑௥
തതതതത = (1,1,2)
𝑃௥ = (1, −1,2)

 

𝑉𝑛஠
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = (1,1,2)   μ. Ax + By + Cz + D = 0; sustituyo => μ: 1x + 1y + 2z + D = 0;  μ: x + y + 2z + D = 0 

Como ha de pasar por A(1,0, −1) 𝑑𝑒𝑏𝑒 𝑐𝑢𝑚𝑝𝑙𝑖𝑟 𝑙𝑎 𝑒𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛μ: x + y + 2z + D = 0; 1 + 0 − 2 + D = 0 

D = 1;  μ: x + y + 2z + 1 = 0 

El angulo que formaran los planos  lo hallamos con el producto escalar 

 𝑽𝒏𝛑
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ∗ 𝑽𝒏𝛍

ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = ห𝑽𝒏𝛑
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ห ∗ ห𝑽𝒏𝛍

ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ห 𝐜𝐨𝐬 𝜶 ; 𝐜𝐨𝐬 𝜶 =
𝑽𝒏𝛑
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ∗ 𝑽𝒏𝛍

ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

ห𝑽𝒏𝛑
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ห ∗ ห𝑽𝒏𝛍

ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ห
  

𝑉𝑛஠
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ∗ 𝑉𝑛ஜ

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = (1,1, −1)(1,1,2) = 1 + 1 − 2 = 0; 

ห𝑉𝑛஠
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ห ∗ ห𝑉𝑛ஜ

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ห =  ඥ(1 + 1 + 1 ∗ ඥ(1 + 1 + 4 = ඥ(3 ∗ √6 =  ඥ18; 

cos 𝛼 =
0

√18;
= 0; 𝑙𝑜𝑠 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜𝑠 𝑠𝑜𝑛 𝑝𝑒𝑟𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟𝑒𝑠 

 

b) Determinar la distancia entre el plano  π  y la recta r 

Comprobamos si la recta corta al plano r: x − 1 = y + 1 =
z − 2

2
; ൝

𝑥 =  𝜆 + 1
𝑦 =  𝜆 − 1 
𝑧 = 2 𝜆 + 2

  

Sustituimos en el plano π: x + y − z = 6 =>   𝜆 + 1 + 𝜆 − 1 − (2 𝜆 + 2) = 6; −2 = 6; 

Como no se cortan ni está contenida en el plano , la distancia se calcula hallando distancia de  

 un punto de la recta൫por ejemplo 𝑃௥ = (1, −1,2)൯ al plano π: x + y − z = 6 

𝑫𝒊𝒔𝒕𝒂𝒏𝒄𝒊𝒂 𝒅𝒆 𝒖𝒏 𝒑𝒖𝒏𝒕𝒐 𝑷(𝒙𝟏, 𝒚𝟏, 𝒛𝟏)𝒚 𝒆𝒍 𝒑𝒍𝒂𝒏𝒐 𝝀 = 𝑨𝒙 + 𝑩𝒚 + 𝑪𝒛 + 𝑫 = 𝟎 

𝒅𝒊𝒔𝒕𝒂𝒏𝒄𝒊𝒂 𝒅𝒆 (𝑷  𝒂 𝝀 ) =
|𝑨𝒙𝟏 + 𝑩𝒚𝟏 + 𝑪𝒛𝟏 + 𝑫|

√𝑨𝟐 + 𝑩𝟐 + 𝑪𝟐
 

Distancia de (P୰  a π ) =
|1 ∗ 1 + 1 ∗ (−1) − 1 ∗ 2 − 6|

ඥ1ଶ + 1ଶ + (−1)ଶ
=

|−8|

√3
=

8

√3
 

 

c) Calcula una ecuacion de la recta que pasa por A(1,0, −1) , forma un angulo recto con la recta r y  

no corta al plano π 

 Buscamos un plano que contenga a una recta s perpendicular r: x − 1 = y + 1 =
z − 2

2
൜

𝑉𝑑௥
തതതതത = (1,1,2)
𝑃௥ = (1, −1,2)

 

 que pase por A y sea paralalo al plano π: x + y − z = 6 

Si la recta s es perpendicular a r su producto escalar = 0; 

=> ( 𝑉𝑑௥
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = (1,1,2)) ∗ (𝑉𝑑௦

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = (𝑎, 𝑏, 𝑐)) = 0; 1𝑎 + 1𝑏 + 2𝑐 = 0 

Por otro lado el Vdୱ
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  ha de ser perpendicular al vector normal del plano Vn஠

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = (1,1, −1) 

Producto escalar = 0 =>  ቀVdୱ
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = (a, b, c)ቁ ∗ (Vn஠

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = (1,1, −1) = 0; a + b − c = 0; 
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ቄ
1a + 1b + 2c = 0

a + b − c = 0
   ቄ

a + b + 2c = 0
a + b − c = 0

   dos ecuaciones con tres incognitas; hacemos a =  β    

൜
 β  + b + 2c = 0
 β  + b − c = 0

   ൜
 c = 0; 

 b = −β 
   => ൝

a =  β
b = − β 

c = 0;
  La recta s: será ൝

x =  β + x଴

y = − β + y଴ 
z = 0 + z଴;

 

Si la recta s: ha de pasar por A(1,0, −1) =>  s: ቐ

x =  β + 1
y =  −β + 0 

z = 0 + (−1);
 

La recta pedida será 𝑠: ൝
x =  β + 1
y =  −β 
z = −1;

 

 

 

4. Ejercicio 

En una urna hay dos bolas blancas y cuatro negras. Se extrae una al azar. Si la bola extraida es blanca 

 se devuelve a la urna y se añade otra bola blanca ; si es negra no se devuelve a la urna. 

 A continuación se vuelve a extraer una bola al azar de la urna. 

a) Cual es la probabilidad de que las dos bolas extraidas sean del mismo color 

b) Cual es la probabilidad de que las dos bolas extraidas sean de distinto color 

c) Cual es la probabilidad de que la primera bola extraida fuera negra, sabiendo que la 

 segunda a sido blanca 

Solución 

a) Cual es la probabilidad de que 

 las dos bolas extraidas sean del 

 mismo color . 

P( las dos bolas blancas) =
2

6
∗

3

7
=

1

7
 

P( las dos bolas negras) =
4

6
∗

3

5
=

2

5
 

 

P( las dos bolas del mismo color) = P (las dos bolas blancas)𝑈P( las dos bolas negras) =
1

7
+

2

5
=

19

35
  

 

a) Cual es la probabilidad de que  las dos bolas extraidas sean de distinto color . 

P( la 1º sea blanca y la segunda negra s) =
2

6
∗

4

7
=

8

42
 

P( la 1º sea negra y la segunda sea blanca ) =
4

6
∗

2

5
=

8

30
 

P( las dos bolas de distinto color) =
8

42
+

8

30
=

240

1260
+

336

1260
=

576

1260
 

 

b) Cual es la probabilidad de que la primera bola extraida fuera negra, sabiendo que la 

segunda ha sido blanca  

Probabilidad condicionada, es la posibilidad de que ocurra un suceso al que denominamos  A,  

como consecuencia de que haya tenido lugar otro evento llamado B;   

𝑷(𝑨|𝑩) =
𝐏(𝐀⋂𝐁)

𝐏(𝐁)
 

P(A⋂B) = P( la 1º sea negra y la segunda sea blanca ) =
4

6
∗

2

5
=

8

30
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P(B) =  P( la 2º bola sea blanca ) = ൞
𝑃( 𝑙𝑎 1ª 𝑦 𝑙𝑎 2ª 𝑠𝑒𝑎 𝑏𝑙𝑎𝑛𝑐𝑎) =

2

6
∗

3

7
=

6

42

𝑃( 𝑙𝑎 1ª 𝑠𝑒𝑎 𝑛𝑒𝑔𝑟𝑎 𝑦 𝑙𝑎 2ª 𝑠𝑒𝑎 𝑏𝑙𝑎𝑛𝑐𝑎) =
4

6
∗

2

5
=

8

30

  

P(2ª sea blanca) =  
6

42
+

8

30
=

180

1260 
+

336

1260
=

516

1260
 

𝑃(𝐴|𝐵) =
P(A⋂B)

P(B)
=

8
30

516
1260

=
10080

15480
= 0,65116 

 

  

5. Ejercicio 

a)Encuentra un unico sisema de dos ecuaciones lineales en las variables x e y que tenga como 

 solucion {x = 1, y = 2}y {x = 0 , y = 0} 

b)Encuentra un sisema de dos ecuaciones lineales en las variables x, y, z  cuyas soluciones  

sean en función del parámetro λ ∊ R; 

c) Encuentra un sisema de tres ecuaciones lineales con dos incognitas x e y que solo tengan como 

 solucion   {x = 1 , y = 2} 

Solución 

a)Encuentra un unico sisema de dos ecuaciones lineales en las variables x e y que tenga como 

 solucion {x = 1, y = 2}y {x = 0 , y = 0} 

dos ecuaciones lineales ൜
Para que tenga solucion x = 0 e y = 0 sera de la forma x + y = 0

Para que tenga solucion x = 1 e y = 2 sera de la forma 2x + y = 0
 

 

b)Encuentra un sisema de dos ecuaciones lineales en las variables x, y, z  cuyas soluciones  

sean en función del parámetro λ ∊ R; 

Dos ecuaciones con tres incógnitas será la ecuación de una recta intersección de dos planos 

ejemplo: ൜
 x + y + z = 3

2x + 3y − z = 1
hacemos x =   λ =>   ൜

 y + z = 3 − λ
3y − z = 1 − 2λ

 

 

c) Encuentra un sisema de tres ecuaciones lineales con dos incognitas x e y que solo tengan como 

 solucion   {x = 1 , y = 2} 

ቐ

Para que tenga solucion x = 1 e y = 2 sera de la forma 2x − y = 0
Otra podría ser 6x − 3y = 0

otra podria ser  8x − 4y = 0; 
 

 

 

 

 

6. Ejercicio 

Sea la funcion f(x) = 𝑥ଷ − |𝑥| + 2 

a)Estudiar la continuidad y derivabilidad de f en x = 0; 

b) Determine los extremos relativos de f(x)en la recta real 

c) Calcule el área de la región delimitada por la gráfica delimitada por la grafica f, el eje de abcisa  

y = 0 y las rectas x = −1 y x = 1; 

Solución 
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a)Estudiar la continuidad y derivabilidad de f en  

x = 0; 

f(x) = 𝑥ଷ − |𝑥| + 2 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑚𝑜𝑠 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖𝑜𝑛 𝑎 𝑡𝑟𝑜𝑧𝑜𝑠 =

൜
𝑥ଷ − 𝑥 + 2  𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 ≥ 0

𝑥ଷ + 𝑥 + 2  𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 < 0
 

Comprobamos continuida de la funcion f(x) en 

 x = 0: 

f(x) = 𝑥ଷ − 𝑥 + 2; 𝑓(0) = 2 

Hallo limites por la derecha e izquierda de x = 0; 

lim
୶→଴ష

𝑥ଷ + 𝑥 + 2 = 2; 

lim
୶→଴శ

𝑥ଷ − 𝑥 + 2 = 2; 

Dado que  lim
୶→଴ష

xଷ + x + 2 = lim
୶→଴శ

xଷ − x + 2 = f(0) = 2 la función es continua en x = 0; 

Comprobamos derivabilidad 

𝑓´(𝑥) ൜
3𝑥ଶ − 1  𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 ≥ 0

3𝑥ଶ + 1  𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 < 0
 

Hallo limites por la derecha e izquierda de x = 0; 

lim
୶→଴ష

3𝑥ଶ + 1 = 1; 

lim
୶→଴శ

3𝑥ଶ − 1 = −1; 

Dado que  lim
୶→଴ష

3𝑥ଶ + 1 ≠ lim
୶→଴శ

3𝑥ଶ − 1 la función no es derivable en x = 0; 

 

b) Determine los extremos relativos de f(x) en la recta real 

f´(x) ൜
3xଶ − 1 = 0 para x ≥ 0  

3xଶ + 1 = 0  para x < 0
habrá un máximo o mínimo en 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

x = ඨ
1

3
 para x ≥ 0  

x = ඨ−
1

3
 para x < 0No hay 

 

Hallamos valores de f próximos a x = ඨ
1

3
; 

f(x) para x=0 
f(x) para x=ට

ଵ

ଷ
 

f(x)  par x=1 

𝑓´(0) = 3xଶ − 1 = −1 

Negativo( decreciente) 

 

Hay un mínimo relativo 

𝑓´(1) = 3 − 1 𝑠𝑖𝑒𝑚𝑝𝑟𝑒 + 

Positivo (creciente) 

 

c) Calcule el área de la región delimitada por la gráfica delimitada por la grafica f, el eje de abcisas  

y = 0 y las rectas x = −1 y x = 1; 

න (𝑥ଷ − |𝑥| + 2)𝑑𝑥 = 
ଵ

ିଵ

න (𝑥ଷ + 𝑥 + 2)𝑑𝑥 +  
଴

ିଵ

න (𝑥ଷ − 𝑥 + 2)𝑑𝑥 
ଵ

଴

 

න (𝑥ଷ + 𝑥 + 2)𝑑𝑥 =
଴

ିଵ

ቈ
𝑥ସ

4
+

𝑥ଶ

2
+ 2𝑥቉

−1

0

= 0 − (
1

4
+

1

2
− 2) =

5

4
 

න (𝑥ଷ − 𝑥 + 2)𝑑𝑥 
ଵ

଴

= ቈ
𝑥ସ

4
−

𝑥ଶ

2
+ 2𝑥቉

0

1

=
1

4
−

1

2
+ 2 =

7

4
;  

න (𝑥ଷ − |𝑥| + 2)𝑑𝑥 = 
ଵ

ିଵ

=
5

4
+

7

4
=

12

4
= 3 
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7. Ejercicio 

Dadas las rectas r ≡
x − 2

1
=

y + 1

1
=

z + 4

−3
  s ≡ ൜

𝑥 + 𝑧 = 2
−2𝑥 + 𝑦 − 2𝑧 = 1

 

a)Escribir una ecuacion de la recta perpendicular comun a r y s 

b) Calcular la distancia entre las rectas r y s 

Solución 

a)Escribir una ecuacion de la recta perpendicular comun a r y s 

r ≡
x − 2

1
=

y + 1

1
=

z + 4

−3
;  r: ൜

𝑉𝑑௥ = (1,1, −3)

𝑃௥ = (2, −1 − 4)
 𝑟: ൝

𝑥 = 𝜆 + 2
𝑦 = 𝜆 − 1

𝑧 = −𝜆 − 4

 

s ≡ ൜
𝑥 + 𝑧 = 2

−2𝑥 + 𝑦 − 2𝑧 = 1
; 𝐷𝑜𝑠 𝑒𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛 𝑡𝑟𝑒𝑠 𝑖𝑛𝑐𝑜𝑔𝑛𝑖𝑡𝑎𝑠  

𝑠: ൝

ℎ𝑎𝑐𝑒𝑚𝑜𝑠 𝑥 = 𝛽 𝑦 𝑠𝑢𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑖𝑚𝑜𝑠 
𝑥 + 𝑧 = 2 => 𝛽 + 𝑧 = 2

−2𝑥 + 𝑦 − 2𝑧 = 1 =>  −2𝛽 + 𝑦 − 2𝑧 = 1
= ቐ

𝑥 = 𝛽  
𝑧 = −𝛽 + 2

−2𝛽 + 𝑦 − 2(−𝛽 + 2) = 1 =>  𝑦 = 5
 

𝑠: ൝

𝑥 = 𝛽  
𝑦 = 5

𝑧 = −𝛽 + 2
൜
𝑉𝑑௦ = (1,0, −1)

𝑃௦ = (0,5,2)
 

Calculamos un plano μ que contiene a r y la recta t 

Para calcular el plano μ necesito ቐ

𝑉𝑑ଵ
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  

𝑉𝑑ଶ
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  

𝑃ஜ

 𝑐𝑜𝑚𝑜 𝑒𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑒𝑛𝑒 𝑎 𝑟 𝑦 𝑡 

μ ൞

𝑉𝑑ଵ
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑉𝑑௥

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = (1,1, −3) 

𝑉𝑑ଶ
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ =  𝑉𝑑௧

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  𝑒𝑠 𝑝𝑒𝑟𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑎 𝑙𝑜𝑠 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟𝑒𝑠 ൫𝑉𝑑௥
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  𝑦  𝑉𝑑௦

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯

𝑃ஜ =  𝑃௥ = (2, −1 − 4)

  

𝑉𝑑௧
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑉𝑑௥

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  𝑋  𝑉𝑑௦
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = อ

i j 𝑘
1 1 −3
1 0 −1

อ = −𝑖 − 3𝑗 − 𝑘 + 𝑗 = −𝑖 − 2𝑗 − 𝑘 = (−1, −2, −1) 

μ ൞

𝑉𝑑௥
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = (1,1, −3) 

 𝑉𝑑௧
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  (−1, −2, −1)

𝑃ஜ = (2, −1 − 4)

;  μ =  อ
x − 2 y − (−1) 𝑧 − (−4)

1 1 −3
−1 −2 −1

อ = อ
x − 2 y + 1 𝑧 + 4

1 1 −3
−1 −2 −1

อ = 0; 

 μ = −7x + 4y − z + 14 = 0;   

 

π ൞

𝑉𝑑ଵ
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑉𝑑௦

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = (1,0, −1) 

𝑉𝑑ଶ
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ =  𝑉𝑑௧

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  𝑒𝑠 𝑝𝑒𝑟𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑎 𝑙𝑜𝑠 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟𝑒𝑠 ൫𝑉𝑑௥
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  𝑦  𝑉𝑑௦

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯

𝑃஠ =  𝑃௦ = (0,5,2)

= (−1, −2, −1)  

π ቐ

𝑉𝑑௦
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = (1,0, −1) 

 𝑉𝑑௧
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  (−1, −2, −1)

𝑃஠ = (0,5,2)

;  π =  อ
x − 0 y − 5 𝑧 − 2

1 0 −1
−1 −2 −1

อ = −2𝑧 + 4 + 𝑦 − 5 + 𝑦 − 5 − 2𝑥 = 0; 

 π = −2x + 2y − 2z − 6 = 0;   π = −x + y − z − 3 = 0;   

Recta perpendicular comun a r y s: ൜
μ = −7x + 4y − z + 14 = 0; 

π = −x + y − z − 3 = 0
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b) Calcular la distancia entre las rectas r y s 

Comprobamos la posicion relativa de ambas rectas 

r ≡
x − 2

1
=

y + 1

1
=

z + 4

−3
;  r: ൜

𝑉𝑑௥ = (1,1, −3)

𝑃௥ = (2, −1 − 4)
 𝑟: ൝

𝑥 = 𝜆 + 2
𝑦 = 𝜆 − 1

𝑧 = −𝜆 − 4

 

s ≡ ൜
𝑥 + 𝑧 = 2

−2𝑥 + 𝑦 − 2𝑧 = 1
; 𝐷𝑜𝑠 𝑒𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛 𝑡𝑟𝑒𝑠 𝑖𝑛𝑐𝑜𝑔𝑛𝑖𝑡𝑎𝑠  

𝑠: ൝

ℎ𝑎𝑐𝑒𝑚𝑜𝑠 𝑥 = 𝛽 𝑦 𝑠𝑢𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑖𝑚𝑜𝑠 
𝑥 + 𝑧 = 2 => 𝛽 + 𝑧 = 2

−2𝑥 + 𝑦 − 2𝑧 = 1 =>  −2𝛽 + 𝑦 − 2𝑧 = 1
= ቐ

𝑥 = 𝛽  
𝑧 = −𝛽 + 2

−2𝛽 + 𝑦 − 2(−𝛽 + 2) = 1 =>  𝑦 = 5
 

𝑠: ൝

𝑥 = 𝛽  
𝑦 = 5

𝑧 = −𝛽 + 2
൜
𝑉𝑑௦ = (1,0, −1)

𝑃௦ = (0,5,2)
 

Los vectores directores no son proporcionales
ଵ

ଵ
≠

ଵ

଴
≠

ିଷ

ିଵ
 ; por lo que no son  paraleos ni coincidentes 

comprobamos si se cruzan o se cortan 

 ቐ

𝑉𝑑௥ = (1,1, −3)

𝑉𝑑௦ = (1,0, −1)

𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑃௦𝑃௥ = (0,5,2) − (2 , −1 , −4)
ቐ

𝑉𝑑௥ = (1,1, −3)

𝑉𝑑௦ = (1,0, −1)

𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑃௦𝑃௥ = (−2 ,6 ,6)
 

vemos si son coplanarios อ
1 1 −3
1 0 −1

−2 6 6
อ =  −18 + 2 − 6 + 6 = −16 no se cortan; 

Las rectas se cruzan   

Distancia entre dos rectas   

𝑑(𝑟, 𝑠) =
|𝑃௦𝑃௥
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ∗ ൫𝑉𝑑௥

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗   𝑋  𝑉𝑑௦
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯|

|ห𝑉𝑑௥
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  𝑋  𝑉𝑑௦

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ห|
 

൫𝑉𝑑௥
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗   𝑋  𝑉𝑑௦

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯ =  อ
i j 𝑘
1 1 −3
1 0 −1

อ = −𝑖 − 3𝑗 − 𝑘 + 𝑗 = −𝑖 − 2𝑗 − 𝑘 = (−1, −2, −1) 

𝑃௦𝑃௥
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ∗ ൫𝑉𝑑௥

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗   𝑋  𝑉𝑑௦
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯ =  𝑃௦𝑃௥ = (−2 ,6 ,6) ∗ (−1, −2, −1) = (2 − 12 − 6) = −16;  

ห𝑃௦𝑃௥
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ∗ ൫𝑉𝑑௥

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗   𝑋  𝑉𝑑௦
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯ห = 16 

𝐶𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑒𝑙 𝑚𝑜𝑑𝑢𝑙𝑜 𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑐𝑡𝑜 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟𝑖𝑎𝑙 ห𝑉𝑑௥
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  𝑋  𝑉𝑑௦

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ห; |(−1, −2, −1)| 

=  ඥ(−1)ଶ + (−2)ଶ + (−1)ଶ =  √1 + 4 + 1 = √6 

𝑑(𝑟, 𝑠) =
|𝑃௦𝑃௥
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ∗ ൫𝑉𝑑௥

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗   𝑋  𝑉𝑑௦
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯|

|ห𝑉𝑑௥
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  𝑋  𝑉𝑑௦

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ห|
=

16

√6
 

 

 

8. Ejercicio 

Segunlas estadisticas meteorologicas, en una ciudad nordica llueve un promedio del 45% de los dias.   

Un climatologo analiza los registros pluviometricos de 100 dias elegidos al azar entre los últimos  

50 años. 

a)Expresar como calcular con exactitud la probabilidad de que en 40 de ellos haya llovido. 

b) Calcule dicha probabilidad aproximandola mediante una normal 

Solución 

Aplicamos la fórmula de la aplicación binomial P(X = k) = ቀ
𝑁
𝑘

ቁ 𝑝௞  𝑞௡ି௞; 

P(X = 40) = ቀ
100
40

ቁ (0,45)ସ଴ (0,55)ଵ଴଴ିସ = ቀ
100
40

ቁ (0,45)ସ଴ (0,55)଺଴  
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ቀ
100
40

ቁ (0,45)ସ଴ (0,55)଺଴ =
100!

40! (100 − 40)!
(0,45)ସ଴ (0,55)଺଴ =  

100!

40! (60)!
(0,45)ସ଴ (0,55)଺଴ 

 

b) Calcule dicha probabilidad aproximandola mediante una normal 

Pasamos (μ es la media y σ es la desviacion tipica) ;   en otra Z  que siga una distribuccion N(0,1) 

 aplicando la formula Z =
X − μ

 σ
 

La media  μ = n ∗ p = 100 ∗ 0,45 = 45; 

La varianza   σଶ = n ∗ p ∗ q = 100 ∗ 0,45 ∗ 0,55 = 24,75; 

 σ es la desviacion tipica =  √La varianza   σଶ =  ඥ24,75 = 4,97494 

𝐴𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑙𝑎 𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑐𝑐𝑖𝑜𝑛 𝑦 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑖𝑑𝑒𝑟𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑒𝑙𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙𝑜 [39,5,40,5] =>  P(39,5 ≤  X ≤ 40,5) 

𝐴𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑙𝑎 𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑐𝑐𝑖𝑜𝑛 𝑦 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑖𝑑𝑒𝑟𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑒𝑙𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙𝑜 [39,5,40,5] => 

Estandarizamos valores,

⎩
⎨

⎧Para  𝑋 = 39,5; 𝑍ଵୀ 

39,45 − 45

4,97494 
≈ −1,11559

Para  𝑋 = 40,5; 𝑍ଵୀ 

40,5 − 45

4,97494 
≈ −0,90453

 

 P(39,5 ≤  X ≤ 40,5); 𝑃 (−1,11559 ≤ 𝑍 ≤ −0,90453); 

Obtenemos valores en la tabla  ൜
P(−1,1156) = 0,8686

P(−090453) = 0,8159 
𝑃𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑖𝑑𝑎𝑑 0,8686 − 0,8159 = 0,0527 

Probabilidad 5,27% 
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2 Examen 2022 B 
 

 

1. Ejercicio 

Tres hermanos quieren repartirse de forma equitativa un total de 540 acciones valoradas en 1560 € 

que corresponden a tres empresas A, B, C . Sabiendo que el valor actual en bolsa de la acción 

 A es el triple que el de B y la mitad que el de C , que el numero de acciones de C es la mitad  

que el de B y que el actual valor en bolsa de de la acción B es 1 euro, encuentre el número de cada 

 tipo de acción que le corresponde a cada hermano 

Solución 

Ponemos en una tabla los datos del problema; 

 x =  acciones de la empresa B; y = acciones empresa A 

 

൝
𝑦 + 𝑥 +

𝑥

2
= 540;

3𝑦 + 𝑥 + 3𝑥 = 1560
൜
2𝑦 + 2𝑥 + 𝑥 = 1080;
3𝑦 + 𝑥 + 3𝑥 = 1560

൜
2𝑦 + 3𝑥 = 1080;
3𝑦 + 4𝑥 = 1560

𝑥 = 120; 𝑦 = 360 

𝐼𝑚𝑝𝑜𝑟𝑡𝑒 𝑒𝑐𝑜𝑛𝑜𝑚𝑖𝑐𝑜 𝑞𝑢𝑒 𝑟𝑒𝑐𝑖𝑏𝑖𝑟á 𝑐𝑎𝑑𝑎 ℎ𝑒𝑟𝑚𝑎𝑛𝑜 = 520 € 

𝐴𝑐𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑞𝑢𝑒 𝑟𝑒𝑐𝑖𝑏𝑖𝑟á 𝑐𝑎𝑑𝑎 ℎ𝑒𝑟𝑚𝑎𝑛𝑜: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑒𝑚𝑝𝑟𝑒𝑠𝑎 𝐴 =

360

3
= 120 𝑎𝑐𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠

𝐷𝑒 𝑙𝑎 𝑒𝑚𝑝𝑟𝑒𝑠𝑎 𝐵 =
120

3
= 40 𝑎𝑐𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠

𝐷𝑒 𝑙𝑎 𝑒𝑚𝑝𝑟𝑒𝑠𝑎 𝐶 =
60

3
= 20 𝑎𝑐𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠

 

 

2. Ejercicio 

Calcular el area delimitada por las graficas de las funciones  f(x) = 2 + x − 𝑥ଶ  y g(x) = 2𝑥ଶ − 4x; 

Solución 

 

Calculamos punto de corte de las funciones 

 ൜
f(x) = 2 + x − 𝑥ଶ

g(x) = 2𝑥ଶ − 4x
2 + x − 𝑥ଶ = 2𝑥ଶ − 4x 

3𝑥ଶ − 5x − 2 = 0; 

x =  
−(−5) ± ඥ(−5)ଶ − 4 ∗ 3 ∗ (−2)

2 ∗ 3
= 

𝑥 =
5 ± √49

6
൝

𝑥 = 2 

𝑥 = −
1

3
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𝐴𝑟𝑒𝑎 = න ൫𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)൯𝑑𝑥 =  
ଶ

ି
ଵ
ଷ

න ൫2 + x − 𝑥ଶ − (2𝑥ଶ − 4x)൯𝑑𝑥 =  
ଶ

ି
ଵ
ଷ

න (−3𝑥ଶ + 5𝑥 + 2)𝑑𝑥 =  
ଶ

ି
ଵ
ଷ

 

ቈ−𝑥3 + 5
𝑥2

2
+ 2𝑥቉

ି
ଵ
ଷ

ଶ

=  23 + 5
22

2
+ 2 ∗ 2 −

⎝

⎜
⎛

ቆ−
1

3
ቇ

3

+ 5
൬−

1
3

൰
2

2
+ 2 ቆ−

1

3
ቇ

⎠

⎟
⎞

=  

8 + 10 + 4 − ൬−
1

27
+

5

18
−

2

3
൰ = 22 +

1

27
−

5

18
+

2

3
=  

343

54
 

𝐴𝑟𝑒𝑎 =  
343

54
 

 

3. Ejercicio 

Sean la recta r ≡ ൜
−𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 0; 

2𝑥 + 3𝑦 − 𝑧 + 1 = 0 
 y el plano π ≡ 2x + y − z + 3 = 0; se pide: 

a) Calcular el angulo que forman r y π 

b) Hallar el punto simetrico del punto de intersección de la recta r y el plano π con  

respecto al plano z − y = 0; 

c) Determina la proyección ortogonal de la recta y el plano 

Solución 

a) Calcular el angulo que forman r y π 

r ≡ ൜
−𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 0; 

2𝑥 + 3𝑦 − 𝑧 + 1 = 0 
r ≡ ൝

𝑥 =  𝜆; 
−𝜆 − 𝑦 + 𝑧 = 0;

2𝜆 + 3𝑦 − 𝑧 + 1 = 0 
൝

𝑥 =  𝜆; 
−𝑦 + 𝑧 = 𝜆;

3𝑦 − 𝑧 = −2𝜆 − 1; 
 

sumamos las dos ecuaciones ൜
−y + z = λ;

3y − z = −2λ − 1; 
2y = −λ − 1; y =  −

λ + 1

2
 

sustituios en una de las ecuaciones ; −x − y + z = 0 => −λ − ൬−
λ + 1

2
൰ + z = 0 ; z =  

λ − 1

2
 

r ≡

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑥 =  𝜆; 

y =  −
λ + 1

2

𝑧 =  
λ − 1

2
 

=

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑥 =  𝜆; 

y =  −
λ

2
−

1

2

𝑧 =  
λ

2
−

1

2
 ⎩

⎪
⎨

⎪
⎧𝑉𝑑௥

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗   = ൬1, −
1

2
,
1

2
൰ = (2, −1,1)

 

𝑃௥ = (0 , −
1

2
, −

1

2
)

 

sustituimos e el plano π ≡ 2x + y − z + 3 = 0 => 2𝜆 + ൬−
λ + 1

2
൰ −

λ − 1

2
+ 3 = 0;  𝜆 = −3 

Punto de intersección ൝
𝑥 = −3; 
y = −2
𝑧 =  −2 

(−3, 1, −2) 

 

 

El angulo que forma un plano π con una recta r 

es igual al angulo formado por el vector 

 director  de la recta r y el vector  director de la 

 recta proyectada sobre el plano π 

El angulo β es el complementarios del angulo α; 

sen β = cos α;  

 

sen β = Cos  (vdr
ሬሬሬሬሬ⃗    , VNπ

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  ) =
| vdr

ሬሬሬሬሬ⃗ ∗  VNπ
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  |

|vdr
ሬሬሬሬሬ⃗ | VNπ

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  |
=

|𝑎a1 + 𝑏b1 + cc1|

ඥ𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ඥa1
2 +  b1

2 + c1
2
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π ≡ 2x + y − z + 3 = 0 ; 𝑉𝑛஠
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = (2,1, −1) 

𝑉𝑑௥
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗   = ൬1, −

1

2
,
1

2
൰ = (2, −1,1) 

sen β = Cos  ൫vdr
ሬሬሬሬሬ⃗    , VNπ

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  ൯ =
ห vdr

ሬሬሬሬሬ⃗ ∗  VNπ
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  ห

|vdr
ሬሬሬሬሬ⃗ | VNπ

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  |
=

|𝑎a1 + 𝑏b1 + cc1|

ඥ𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ඥa1
2 +  b1

2 + c1
2
 

sen β =
|2 ∗ 2 + 1 ∗ (−1) + (−1) ∗ 1|

ඥ22 + (−1)2 + 12 ඥ22 + 12 + (−1)2
=

|2|

|√6 √6|
=

2

6
=

1

3
 

arc sen β = 19,4712º  

 

b) Hallar el punto simetrico del punto de intersección de la recta r y el plano π con  

respecto al plano z − y = 0; 

Punto de intersección de la recta r y el plano π ൝
𝑥 = −3; 
y = −2
𝑧 =  −2 

𝑃(−3, 1, −2) 

Plano de referencia   𝜇: z − y = 0; VNఓ
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = (0, −1,1) 

Recta t perpendicular a  𝜇: z − y = 0 y que pasa por 𝑃(−3, 1, −2); 𝑡 ≡ ൝
𝑥 = 0λ − 3; 
y = −1λ + 1
𝑧 =  1λ − 2 

൝
𝑥 = −3; 

y = −λ + 1
𝑧 =  λ − 2 

 

Punto de intersección de la recta t y el plano 𝜇 => z − y = 0 sustituimos  ൝
𝑥 = −3; 

y = −λ + 1
𝑧 =  λ − 2 

 

λ − 2 − (−λ + 1) = 0; 2 λ − 3 = 0;   λ =
3

2
; Punto de interseccion

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑥 = −3; 

y = −(
3

2
) + 1

𝑧 =
3

2
− 2 

 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑥 = −3; 

y = −
1

2

𝑧 = −
1

2
 

 

Punto simetrico (x, y, z) =>
(x, y, z) + (−3,1, −2)

2
= punto medio ൬−3, −

1

2
, −

1

2
൰ ; 

(x, y, z) = ൬−3 ∗ 2, −
1

2
∗ 2, −

1

2
∗ 2൰ − (−3,1, −2) = (−6, −1, −1) − (−3,1, −2) = ( −3, −2,1); 

Punto simetrico (x, y, z) = ( −3, −2, 1); 

 

c) Determina la proyección ortogonal de la recta y el plano 

Tenemos el punto de interseccion de la recta r y el plano π (−3, 1, −2) y otro punto  

de la recta r 𝑃௥ = ൬0 , −
1

2
, −

1

2
൰  Hallamos la proyección del punto en el plano π 

π ≡ 2x + y − z + 3 = 0;  VN஠
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  (2,1, −1); 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑝𝑒𝑟𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑎𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝑝𝑜𝑟 𝑃௥ 

𝑛 ≡

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑥 = 2λ + 0; 

y = 1λ −
1

2

𝑧 =  −1λ −
1

2
 

 ൞

𝑥 = 2λ; 
y = λ − 1/2

𝑧 =  −λ −
1

2
 

 

La proyeccion del punto 𝑃௥ plano π, será el punto de interseccion de la recta n con el plano π 

2x + y − z + 3 = 0 sustituimos =>  2(2λ + ൬λ −
1

2
൰ − ൬−λ −

1

2
൰ + 3 = 0; λ =  −

1

2
; 

Punto de interseccion (proyeccion) =  será 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑥 = 2 ൬−

1

2
൰ ; 

y = −
1

2
−

1

2

𝑧 =  − ൬−
1

2
൰ −

1

2
 

( −1, −1,0) 
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Proyeccion ortogonal de r en el  plano π ቊ
vd୰
ሬሬሬሬሬሬ⃗ = (−3, 1, −2) − ( −1, −1,0) = (−2,2, −2) 

𝑃௡ = ( −1, −1,0)
  

Proyeccion ortogonal de r en el  plano π: ൝

x = −2β − 1; 
y = 2β − 1
z = −2β 

 

4. Ejercicio 

El tiempo de vida de los individuos de cierta especie animal tiene una distribucción normal 

con una media de 8,8 y una desviacion tipica de 3 meses. 

a) ¿ Qué porcentaje de esa especie superan los 10 meses? . ¿ Que porcentaje ha vivido  entre 7 y 10 meses? 

b) Si se toma al azar 4 especimenes . ¿ Cuál es la probabilidad de que al menos uno no supere los 10 meses? 

c) ¿ Qué valor de c es tal que el intervalo (8,8 − c, 8,8 + c) incluya el tiempo de vida (en meses) del 98% 

de los individuos de la especie? 

Solución 

a) ¿ Qué porcentaje de esa especie superan los 10 meses? . ¿ Que porcentaje ha vivido  entre 7 y 10 meses? 

¿ Qué porcentaje de esa especie superan los 10 meses?. 

Aplicando la formula Z =
10 − 8,8

 3
= 0,4;   P(X > 10) = P(Z > 0,4) 

Comprobamos en la tabla  para z < 0,4 = 0,6554; para Z > 0,4 = 1 − 0,6554 = 0,3446; 

  P(X > 10 = 34,46% 

¿ Que porcentaje ha vivido  entre 7 y 10 meses?   P(7 < X < 10); Z =
7 − 8,8

 3
=  −0,6  

P(7 < X < 10) = P(−0,6 < Z < 0,4) => P(Z < 0,4) − P(Z < −0,6) en tabla  

P(Z < 0,4) = 0,6554;    𝑃(𝑍 < −0,6) = 1 − 0,7257 =  0,2743 

P(Z < 0,4) − P(Z < −0,6) = 0,6554 −  0,2743 = 0,3811 => P(7 < X < 10) = 38,11%    

b) Si se toma al azar 4 especimenes . ¿ Cuál es la probabilidad de que al menos uno no supere los  

10 meses? 

La probabilidad de que uno supere los 10 meses =  P(X > 10) = P(Z > 0,4) = 0,6554 

La probabilidad de que 4 superen los 10 meses, como son independientes 

 P(Z > 0,4)ସ  =  (1 − 0,6554)ସ =  (0,3446)ସ = 0,0141; 

. ¿ Cuál es la probabilidad de que al menos uno no supere los 10 meses?; 

1 − P(todos superen los 10 meses) = 1 − 0,0141 = 0,9859 =>  98,58% 

c) ¿ Qué valor de c es tal que el intervalo (8,8 − c, 8,8 + c) incluya el tiempo de vida (en meses) del 98% 

de los individuos de la especie? 

Para un nivel de confianza del 98% el valor de z se encuantra buscando el area de 0,99 

 ya que el 1 − 0,98 = 0,2; para 0,98 central tendremoa (0.98 − 0,01, 0.98 + 0,01) => (0.97,0.99) 

Para un nivel de confianza 0,98 en la tabla 0,99 corresponde a ≈2,33  
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5. Ejercicio 

Se consdera el siguiente sistema de ecuaciones dependiente del parámetro a: 

൝
𝑎𝑥 − 2𝑦 + (𝑎 − 1)𝑧 = 4

−2𝑥 + 3𝑦 − 6𝑧 = 2
−𝑎𝑥 + 𝑦 − 6𝑧 = 6

 

a) Discutir el sistema según los valores de a 

b) Resolver el sistema para a = 1 

Solución 

a) Discutir el sistema según los valores de a 

Comprobamos el rango de la matriz de coeficientes ൝
ax − 2y + (a − 1)z = 4

−2x + 3y − 6z = 2
−ax + y − 6z = 6

   

อ
a −2 𝑎 − 1

−2 3 −6
−a 1 −6

อ = −18𝑎 − 12𝑎 − 2𝑎 + 2 + 3𝑎ଶ − 3𝑎 + 24 + 6𝑎 = 0;  3𝑎ଶ − 29𝑎 + 26 = 0;  

𝑎 =  
29 ± ඥ(29)ଶ − 4 ∗ 3 ∗ 26

2 ∗ 3
;  𝑎 = a =

29 ± 23

6
 ൝a =

26

3
a = 1;

 

Para a ≠
26

3
y a ≠ 1 𝑅𝑎𝑛𝑔𝑜  𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 𝐴 = 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜  𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 𝐴 𝑎𝑚𝑝𝑙𝑖𝑎𝑑𝑎 = 𝑛º 𝑑𝑒 𝑖𝑛𝑐𝑜𝑔𝑛𝑖𝑡𝑎𝑠 => 

𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝐶𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜; 𝑡𝑖𝑛𝑒 𝑢𝑛𝑎 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛 A 

Estudiamos el sistema para a =
26

3
 ; อ

a −2 𝑎 − 1 4
−2 3 −6 2
−a 1 −6 6

อ 

ተ
4 −2

26

3
− 1

2 3 −6
6 1 −6

ተ = ተ
4 −2

23

3
2 3 −6
6 1 −6

ተ = 72 +
46

3
− 72 −

414

3
− 24 + 24 = −

368

3
≠ 0; 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜3 

Para a =
26

3
;  Rango de la matriz coeficientes = 2 y Rango de la ampliada = 3;   Sistema incompatible 

Estudiamos el sistema para a = 1; อ
1 −2 0 4

−2 3 −6 2
−1 1 −6 6

อ 

อ
−2 0 4
3 −6 2
1 −6 6

อ = 72 − 72 + 24 − 24 = 0; 

อ
1 0 4

−2 −6 2
−1 −6 6

อ =  −36 + 48 − 24 + 12 = 0 

อ
1 −2 4

−2 3 2
−1 1 6

อ = 18 + 4 − 8 + 12 − 2 − 24 = 0; 

Para a = 1;  Rango de la matriz coeficientes = 2 y Rango de la ampliada = 2; 

  Sistema compatible indeterminado 

b) Resolver el sistema para a = 1 

൝
ax − 2y + (a − 1)z = 4

−2x + 3y − 6z = 2
−ax + y − 6z = 6

𝑠𝑢𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑖𝑚𝑜𝑠 𝑝𝑜𝑟 𝑎 = 1 ൝

x − 2y + 0z = 4
−2x + 3y − 6z = 2
−1x + y − 6z = 6

; ൝

x − 2y = 4
−2x + 3y − 6z = 2

−x + y − 6z = 6
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൝

x − 2y = 4
−2x + 3y − 6z = 2

−x + y − 6z = 6
 ;  ൝

x = 2y + 4
−2(2y + 4) + 3y − 6z = 2

−(2y + 4) + y − 6z = 6
 ൜

−4y − 8 + 3y − 6z = 2
−2y − 4 + y − 6z = 6

 ൜
−y − 6z = 10
−y − 6z = 10

  𝑠𝑜𝑛 𝑖𝑔𝑢𝑎𝑙𝑒𝑠 

Como las dos ecuaciones son iguales el sistema queda ൜
x − 2y = 4

−y − 6z = 6
൞

x = 2λ + 4
y = λ

z = −
λ

6
− 1;

 

sistema compatible indeterminado ൞

x = 2λ + 4
y = λ

z = −
λ

6
− 1;

 

 

6. Ejercicio 

Se consdera la función f(x) = ቄ
𝑠𝑒𝑛 𝑥 𝑠𝑖 𝑥 < 0

𝑥𝑒௫𝑠𝑖 𝑥 ≥ 0
 

a) Estudiar continuidad y derivacion de la función en x = 0; 

b) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion f restringido a (−π, 2) 

Demuestre que existe un punto 𝑥଴  ∊ [0,1]de manera que f(𝑥଴) = 2; 

c) Calcule න f(x)
ଵ

ି
஠
ଶ

𝑑(𝑡) 

Solución 

a) Estudiar continuidad y derivacion de la función en x = 0; 

 Hallamos el lim
୶→଴

f(x)por la izquierda y la derecha;  

൝
lim

୶→଴ష
𝑠𝑒𝑛 𝑥  = 0

lim
୶→଴శ

𝑥𝑒௫ = 0  
𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑜 𝑒𝑛 𝑥 = 0; 

Para ver si es derivable en x = 0  su derivada debe coincidir por derecha e izquierda 

𝑓(𝑥) = 𝑠𝑒𝑛 𝑥; f`(x) = cos 𝑥 ; 𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑥 = 0; 𝑓´(𝑥) = 1 

𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒௫; f`(x) = 𝑒௫ + x ∗ 𝑒௫  ; 𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑥 = 0; 𝑓´(𝑥) = 1 

El sistema es derivable en x = 0; 

 

b) Estudiar los intervalos de crecimiento y  

decrecimiento de la funcion f restringido a (−π, 2) 

Damos valores a f´(x); si es positivo es creciente  

 y si es negativo es decreciente  

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ Entre − 2π y −

3

2
π la funcion es creciente

Entre −
3

2
π y −

π

2
 la funcion es decreciente

Entre −
π

2
 y  0 la funcion es creciente

Entre 0 e infinito la funcion es crecente

 

 

Demuestre que existe un punto 𝑥଴  ∊ [0,1] de manera que f(𝑥଴) = 2; 

f(x) = 𝑥𝑒௫ para x ≥ 0; ൜
𝑓(0) = 0𝑒଴ = 0;

𝑓(1) = 1𝑒ଵ = 𝑒; 𝑑𝑎𝑑𝑜 𝑞𝑢𝑒 𝑒 > 2
 

Como la función es creciente y continua en  [0,1] habrá algún 𝑥଴ tal que  f(𝑥଴) = 2 
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c) Calcule න f(x)
ଵ

ି
஠
ଶ

𝑑(𝑡) =  න f(x)
଴

ି
஠
ଶ

𝑑(𝑥) + න f(x)
ଵ

଴

𝑑(𝑥); 

න f(x)
ଵ

ି
஠
ଶ

𝑑(𝑡) = න senx
଴

ି
஠
ଶ

𝑑(𝑥) + න 𝑥𝑒௫
ଵ

଴

𝑑(𝑥) 

න senx
଴

ି
஠
ଶ

𝑑(𝑥) =  [−𝑐𝑜𝑠𝑥]
ି

஠
ଶ

0 =  −1 − 0 = −1 

න 𝑥𝑒௫
ଵ

଴

𝑑(𝑥) 𝑎𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑙𝑎 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑐𝑖ó𝑛 𝑝𝑜𝑟 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑒𝑠 න 𝑢 𝑑𝑣 = 𝑢 𝑣 − න 𝑣𝑑𝑢 

𝑈𝑛𝑎 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑠𝑎𝑏𝑒𝑟 𝑐𝑢𝑎𝑙 𝑑𝑒𝑏𝑒𝑚𝑜𝑠 𝑒𝑙𝑒𝑗𝑖𝑟 𝑐𝑜𝑚𝑜 𝑢 𝑜 𝑐𝑜𝑚𝑜 𝑑𝑣 𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛 𝑙𝑎 𝑝𝑎𝑙𝑎𝑏𝑟𝑎 

 𝐼 𝐿 𝐴 𝑇 𝐸  (𝑇𝑖𝑝𝑜 𝑑𝑒 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖𝑜𝑛 𝑞𝑢𝑒 𝑡𝑒𝑛𝑑𝑟𝑒𝑚𝑜𝑠)

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝐼𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎
𝐿𝑜𝑔𝑎𝑟𝑖𝑡𝑚𝑖𝑐𝑎
𝐴𝑟𝑖𝑡𝑚𝑒𝑡𝑖𝑐𝑎

𝑇𝑟𝑖𝑔𝑜𝑛𝑖𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑐𝑎
𝐸𝑥𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎𝑙

 

න 𝑥𝑒௫
ଵ

଴

𝑑(𝑥) ; 𝐼𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑝𝑜𝑟 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑒𝑠 න 𝑒௫𝑥 𝑑(𝑥) ൜
u = x ; 𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑑𝑢 = 𝑑(𝑥)

𝑒௫𝑑(𝑥) = 𝑑(𝑣) 𝐼𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑚𝑜𝑠;  𝑣 = 𝑒௫ 
      

𝑠𝑢𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑖𝑚𝑜𝑠 𝑒𝑛 𝑙𝑎 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑢𝑙𝑎 =>  𝑥𝑒௫ − න 𝑒௫  𝑑(𝑥) =  𝑥𝑒௫ − 𝑒௫ 

න 𝑥𝑒௫
ଵ

଴

𝑑(𝑥) = [𝑥𝑒௫ − 𝑒௫]0
1 = 𝑒௫ − 𝑒௫ − (0 ∗ 𝑒଴ − 𝑒଴) = 1;  

න f(x)
ଵ

ି
஠
ଶ

𝑑(𝑡) = න senx
଴

ି
஠
ଶ

𝑑(𝑥) + න 𝑥𝑒௫
ଵ

଴

𝑑(𝑥) =  −1 + 1 = 0;  

 

 

7. Ejercicio 

Sean los planos π ≡ x + y = 1 y  μ ≡ x + z = 1; 

a) Hallar los planos paralelos a π ≡ x + y = 1, tales que su distancia al origen de coordenadas sea2 

b) Hallar la recta que pasa por el punto (0,2,0)y es perpendicular al plano  μ ≡ x + z = 1 

c) Hallar la distancia entre los puntos de interseccion del plano π ≡ x + y = 1con los ejes x e y 

Solución 

a) Hallar los planos paralelos a π ≡ x + y = 1, tales que su distancia al origen de coordenadas sea2 

Los planos paralelos tendran el mismo vector normal vn ஠ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ (1,1,0) 

Planos paralelos Ax + By + Cz + D = 0 => x + y + D = 0; si la distancia al origen es 2 => 

Distancia de un punto a un plano =
|𝐴𝑥଴ + 𝐵 𝑦଴ + 𝐶𝑧଴ + 𝐷|

√𝐴ଶ + 𝐵ଶ + 𝐶ଶ
 

Distancia del punto (0,0,0)al plano x + y + D = 0 ; d =
|𝐴 ∗ 0 + 𝐵 ∗ 0 + 𝐶 ∗ 0 + 𝐷|

√1ଶ + 1ଶ + 𝐶ଶ
=

𝐷

√2
= 2; 𝐷 = 2√2 

Planos paralelos ቊ
x + y + 2√2 = 0;

x + y − 2√2 = 0;
  

 

b) Hallar la recta que pasa por el punto (0,2,0)y es perpendicular al plano  μ ≡ x + z = 1 

Una recta perpendicular al plano μ ≡ x + z = 1 tendra un vector directo vd ୰
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = al vn ஜሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ; 

vd ୰
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ =  vn ஜሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = (1,0,1): recta r ቊvd ୰

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ (1,0,1);
P ୰(0,2,0)

 𝑅𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑟 ≡ ൝
x =  λ;
𝑦 = 2;
𝑧 = λ

 

c)Hallar la distancia entre los puntos de interseccion del plano π ≡ x + y = 1con los ejes x e y 
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Puntos de intersección del pano π ≡ x + y = 1 con los ejes x = recta ቊ
x 

y = 0
z = 0

 Punto de intersección (1,0,0) 

Puntos de intersección del pano π ≡ x + y = 1 con los ejes y = recta ൝
0 
y
0

 Punto de intersección (0,1,0) 

𝐷𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒 𝑑𝑜𝑠 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜𝑠 ඥ(x ଶ − x ଵ)ଶ + (y ଶ − 𝑦 ଵ)ଶ + (z ଶ − 𝑧 ଵ)ଶ 

 

𝐷𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒 𝑙𝑜𝑠 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 (1,0,0) 𝑦  (0,1,0) =  ඥ(0 − 1)ଶ + (1 − 0)ଶ + (0 − 0)ଶ = √2 

 

8. Ejercicio 

Una estación de medición de calidad del aire mide niveles de N𝑂ଶ  y de particulas en suspensión 

La probabilidad de que un dia se mida un nivel de N𝑂ଶ superior alpermitido es de 0,16. En los en los 

que se supera el nivel permitido de N𝑂ଶ, la probabilidad de que supere el nivel permitido de particulas 

es de 0,33. En los dias en que no se supera el nivel de N𝑂ଶ la probabilidad de que super el nivel de  

particulas es 0,08 

a) Calcula la probabilidad de que en un dia se superen los dos niveles permitidos 

b) Calcula la probabilidad de que se supere almenos uno de ellos 

c) ¿ Son independientes los sucesos "en un dia se supera el nivel permitido de NO2 y en undia se 

 supera el nivel permitido de particulas? 

d) Cual es la probabilidad de que en un día se supere el nivel permitido de NO2 sabiendo que no se ha  

superado el nivel permitido de particulas 

 

Solución 

 

 

 

 

a) Calcula la probabilidad de que en un dia se superen los dos niveles permitidos 

P se superen los dos niveles = 0,16 ∗ 0,33 = 0,0528 
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b) Calcula la probabilidad de que se supere al menos uno de ellos 

La probabilidad de que almenos un suceso ocurra se halla restando de la unidad la probabilidad de que 

 ninguno de los dos sucesos ocurra P(al menos uno ocurra) = 1 − P(ningun suceso ocurra) 

 

P ninguno de los dos sucesos ocurra = 0,84 ∗ 0,92 = 0,7728;  

P de que almenos un suceso ocurra = 1 − 0,7728 = 0,2272; 

 

c) ¿ Son independientes los sucesos "en un dia se supera el nivel permitido de NO2 y en undia se 

 supera el nivel permitido de particulas? 

Dos sucesos son independientes cuando la ocurrencia de uno no afecta a la posibilidad  

de que ocurra el otro 

𝐷𝑜𝑠 𝑠𝑢𝑐𝑒𝑠𝑜𝑠 𝑠𝑜𝑛 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠 𝑠𝑖  𝑃(𝐴⋂𝐵) = 𝑃(𝐴) ∗ 𝑃(𝐵) 

𝑃(NO2super⋂Partsupere) = 𝑃𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑞𝑢𝑒 𝑠𝑢𝑐𝑒𝑑𝑎𝑛 𝑙𝑜𝑠 𝑑𝑜𝑠 = 0,16 ∗ 0,33 = 0,0528) 

𝑃(𝑠𝑢𝑝𝑒𝑟𝑒 NO2) =  0,16; 

𝑃(𝑠𝑢𝑝𝑒𝑟𝑒𝑛 𝑙𝑎𝑠 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑐𝑢𝑙𝑎𝑠) = 0,16 ∗ 0,33 + 0,84 ∗ 0,08 = 0,0528 + 0,0672 = 0,12; 

𝑃(𝑛𝑜 𝑠𝑢𝑝𝑒𝑟𝑒𝑛 𝑙𝑎𝑠 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑐𝑢𝑙𝑎𝑠) = 1 − 0,12 = 0,88 

𝑆𝑖 𝑠𝑜𝑛 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠 𝑃(𝐴⋂𝐵) = 𝑃(𝐴) ∗ 𝑃(𝐵) =>  0,0528 deberia ser igual a 0,16 ∗ 0,12;  

𝐷𝑎𝑑𝑜 𝑞𝑢𝑒 0,0528 ≠ 0,0192 𝑙𝑜𝑠 𝑠𝑢𝑐𝑒𝑠𝑜𝑠 𝑛𝑜 𝑠𝑜𝑛 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠 

 

d) Cual es la probabilidad de que en un día se supere el nivel permitido de NO2 sabiendo que no se ha  

superado el nivel permitido de particulas 

Probabilidad condicionada , es la posibilidad de que ocurra un suceso A como consecuencia de ha  

tenido lugar otro B; P(A|𝐵ത) =
P(A⋂𝐵ത)

P(𝐵ത)
=

P(A) − P(A⋂B)

1 − P(B)
  

P( NO2𝑠𝑢𝑝𝑒𝑟𝑒|sabiendo que no se ha superado el numero de particulas) =; 

൜
NO2 Probabilidad de que supere  

𝑃ത = Probabilidad de que no superen las particulas
P(NO2|𝑃ത) =

P(NO2⋂𝑃ത)

P(𝑃ത)
=

P(NO2) − P(NO2⋂P)

1 − P(B)
= 

0,16 − 0,16 ∗ 0,33

1 − 0,12
=

0,16 − 0,0528

0,88
= 0,1218; 

P( NO2𝑠𝑢𝑝𝑒𝑟𝑒|sabiendo que no se ha superado el numero de particulas) = 0,1218 
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3 Examen 2022 C 
 

1. Ejercicio 

Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependientes delparametro m: 

൝

𝑥 − 2𝑚𝑦 + 𝑧 = 1
𝑚𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 = −1;

𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 1
 

a) Discutir el sistema según los valores de m 

b) Resolver el sistema para m =
1

2
 

Solución 

Comprobamos el rango de la matriz de coeficientes 

 อ
1 −2m 1
m 2 −1
1 −1 +1

อ = 2 + 2m − m − 2 − 1 + 2𝑚ଶ = 2𝑚ଶ + m − 1 = 0; 

m =
−1 ± ඥ1ଶ − 4 ∗ 2 ∗ (−1)

2 ∗ 2
=

−1 ± √9

4
=

−1 ± 3

4
= ൝

𝑚 = −1

𝑚 =
1

2
;
 

Para m ≠ −1 y m ≠
1

2
 el sistema será compatible determinado  con una única solución 

Estudiamos el rango de la matriz ampliada อ
1 −2m 1 1
m 2 −1 −1
1 −1 1 1

อ Para m = −1 อ
1 2 1 1

−1 2 −1 −1
1 −1 +1 1

อ => 

 อ
1 2 1

−1 2 −1
1 −1 +1

อ = 2 − 2 + 1 − 2 − 1 + 2 = 0 

 อ
1 1 1

−1 −1 −1
1 1 1

อ = −1 − 1 − 1 + 1 + 1 + 1 = 0; 

อ
1 2 1

−1 2 −1
1 −1 1

อ = 2 − 2 − 1 − 2 − 1 + 2 = 0 

Rango de la matriz ampliada = 2; Para m = −1 el sistema es compatible indeterminado 

Para m =
1

2
 estudiamos la matriz ampliada ተ

1 −1 1 1
1

2
2 −1 −1

1 −1 +1 1

ተ 

อ
1 −1 1

−1 2 −1
1 −1 +1

อ = 2 + 1 + 1 − 2 − 1 − 1 = 0 

ተ

1 1 1
1

2
−1 −1

1 1 +1

ተ = −1 − 1 +
1

2
+ 1 + 1 −

1

2
= 0; 

ተ

1 −1 1
1

2
2 −1

1 −1 +1

ተ = 2 −
1

2
+ 1 − 2 − 1 +

1

2
= 0 

Rango de la matriz ampliada = 2; Para m =
1

2
 el sistema es compatible indeterminado 

b) Resolver el sistema para m =
1

2
 

൞

𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 1
1

2
𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 = −1;

𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 1

 𝐶𝑜𝑚𝑜 𝑙𝑎 𝑝𝑟𝑖𝑚𝑒𝑟𝑎 𝑦 𝑡𝑒𝑟𝑐𝑒𝑟𝑎 𝑠𝑜𝑛 𝑖𝑔𝑢𝑎𝑙𝑒𝑠 𝑞𝑢𝑒𝑑𝑎𝑟á ൝

𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 1
1

2
𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 = −1;

 𝑠𝑢𝑚𝑎𝑚𝑜𝑠 
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3

2
𝑥 + 𝑦 = 0; 𝐻𝑎𝑐𝑒𝑚𝑜𝑠 𝑦 = 𝜆 =>  𝑥 = −

2

3
𝜆 𝑠𝑢𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑖𝑚𝑜𝑠 𝑒𝑛 𝑙𝑎 𝑜𝑡𝑟𝑎 𝑒𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖ó𝑛  

𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 1 =>  −
3

2
𝜆 − 𝜆 + 𝑧 = 1; 𝑧 =

5

3
𝜆 + 1; 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑥 = −

2

3
𝜆

𝑦 = 𝜆

𝑧 = −
5

3
𝜆 + 1

 

 

 

2. Ejercicio 

Sea la funcion ∶ f(x) ൜𝑥ଷ𝑒ିଵ/௫మ
 𝑠𝑖 𝑥 ≠ 0;

0 𝑠𝑖 𝑥 = 0;
 

a) Estudiar la continuidad y derivabilidad de la funcion f(x)𝑒𝑛 𝑥 = 0; 

b) Estudiar si presenta algun tipo de simetria par o impar 

c) Calcular la siguiente integral න
𝑓(𝑥)

𝑥଺

ଶ

ଵ

 

Solución 

a) Estudiar la continuidad y derivabilidad de la funcion f(x)𝑒𝑛 𝑥 = 0; 

Hallamos el lim
୶→଴

f(x)  

lim
୶→଴

f(x) = 𝑥ଷ𝑒
ି

ଵ
௫మ ; ℎ𝑎𝑐𝑒𝑚𝑜𝑠 𝑢𝑛 𝑐𝑎𝑚𝑏𝑖𝑜 𝑑𝑒 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒 

 𝑦 =
1

𝑥ଶ
; 𝑥 =

1

𝑦ଵ/ଶ
; 𝑐𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜 x → 0 y → ∞ 

lim
୶→଴

f(x) = 𝑥ଷ𝑒
ି

ଵ
௫మ = lim

୷→ஶ
f(y) =

𝑒ି௬

𝑦
ଷ
ଶ

= 

lim
୷→ஶ

f(y) =
1

𝑦
ଷ
ଶ ∗ 𝑒௬

= 0; 

 𝐸𝑙 𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑜 𝑒𝑛 𝑥 = 0 = 𝑓(0); 

 

Comprobamos si la funcion es derivable en x = 0; 

𝑆𝑒 𝑢𝑡𝑖𝑙𝑖𝑧𝑎 𝑙𝑎 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖𝑜𝑛 𝑑𝑒 𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑑𝑎 𝑓´(𝑥) = lim
୦→଴

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎)

ℎ
; 𝑑𝑜𝑛𝑑𝑒 𝑓(0) = 0 

𝑓´(0) = lim
୦→଴

𝑓(0 + ℎ) − 𝑓(0)

ℎ
= lim

୦→଴

𝑓(ℎ) − 𝑓(0)

ℎ
; lim

୦→଴

ℎଷ𝑒
ି

ଵ
௛మ

ℎ
= lim

୦→଴
ℎଶ𝑒

ି
ଵ

௛మ =  lim
୦→଴

 
ℎଶ

𝑒
ଵ

௛మ

=
0

∞
 

𝐻𝑎𝑐𝑒𝑚𝑜𝑠 𝑢𝑛 𝑐𝑎𝑚𝑏𝑖𝑜 𝑑𝑒 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒  
1

ℎଶ
= 𝑦; ℎ → 0 y → ∞; ℎଶ =

1

𝑦
 𝑆𝑢𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑖𝑚𝑜 =>  lim

୷→ஶ
 

1
𝑦

𝑒௬
= lim

୷→ஶ
 

1

𝑦𝑒௬
= 0; 

𝐿𝑎 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖𝑜𝑛 𝑒𝑠 𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑏𝑙𝑒 𝑒𝑛 𝑥 = 0 𝑦 𝑠𝑢 𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑑𝑎 𝑓´(0) = 0 

b) Estudiar si presenta algun tipo de simetria par o impar 

Una función presenta simetría par si f(−x) = f(x) 

Una función presenta simetría impar si f(−x) = −f(x) 

𝑓(𝑥) =  𝑥ଷ𝑒
ି

ଵ
௫మ ; f(−x) = f(x) => 𝑥ଷ𝑒

ି
ଵ

௫మ = (−𝑥)ଷ𝑒
ି

ଵ
(ି௫)మ =  −𝑥ଷ𝑒

ି
ଵ

௫మ𝑁𝑜 𝑝𝑟𝑒𝑠𝑒𝑛𝑡𝑎 𝑠𝑖𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑎 𝑝𝑎𝑟 

𝑓(𝑥) =  𝑥ଷ𝑒
ି

ଵ
௫మ ; f(−x) = −f(x) => (−𝑥)ଷ𝑒

ି
ଵ

(ି௫)మ = −𝑥ଷ𝑒
ି

ଵ
௫మ = − ൬𝑥ଷ𝑒

ି
ଵ

௫మ൰ 

𝑃𝑟𝑒𝑠𝑒𝑛𝑡𝑎 𝑠𝑖𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑎 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟 
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c) Calcular la siguiente integral න
𝑓(𝑥)

𝑥଺
𝑑𝑥

ଶ

ଵ

=  න
𝑥ଷ𝑒

ି
ଵ

௫మ

𝑥଺

ଶ

ଵ

𝑑𝑥 = න
𝑒

ି
ଵ

௫మ

𝑥ଷ

ଶ

ଵ

𝑑𝑥 = න 𝑒
ି

ଵ
௫మ

ଶ

ଵ

𝑥ିଷ𝑑𝑥 

𝐻𝑎𝑐𝑒𝑚𝑜𝑠 𝑢𝑛 𝑐𝑎𝑚𝑏𝑖𝑜 𝑑𝑒 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒𝑠 −
1

𝑥ଶ
= 𝑢;  𝑑𝑢 =  

2𝑥

𝑥ସ
𝑑𝑥 =

2

𝑥ଷ
𝑑𝑥 => 𝑑𝑥 =

𝑥ଷ

2
𝑑𝑢 

න 𝑒
ି

ଵ
௫మ 𝑥ିଷ𝑑𝑥 = න 𝑒௨ 𝑥ିଷ𝑑𝑥 = න 𝑒௨ 𝑥ିଷ

𝑥ଷ

2
𝑑𝑢 =

1

2
න 𝑒௨ 𝑑𝑢;  ℎ𝑎𝑦 𝑞𝑢𝑒 𝑎𝑗𝑢𝑠𝑡𝑎𝑟 𝑙𝑜𝑠 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡𝑖𝑠 𝑑𝑒 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑐𝑖ó𝑛 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑥 = 1 => 𝑢 = −1; 𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑥 = 2 => 𝑢 =  −
1

4
  

න
𝑓(𝑥)

𝑥଺
𝑑𝑥

ଶ

ଵ

=
1

2
න 𝑒௨

ି
ଵ
ସ

ିଵ

𝑑𝑢 =
1

2
[𝑒௨]

ିଵ

−
1

4 =
1

2
(𝑒ି

ଵ
ସ − 𝑒ିଵ) 

 

3. Ejercicio 

Con un dispositivo laser situado en el punto P(1,1,1)se ha podido seguir la trayectoria de una particula 

que se desplaza sobre una recta de ecuación r ≡ ൜
2𝑥 − 𝑦 = 10
𝑥 − 𝑧 = −90;

 

a) Calcule un vector director de r y la posición de la particula cuando la trayectoria incide con  

el plano z = 0; 

b)Calcule la posición más próxima de la particula al dispositivo laser 

b) Determine el angulo entre el plano de ecuacion x + y = 2 y la recta r. 

Solución 

a) Calcule un vector director de r y la posición de la particula cuando la trayectoria incide con  

el plano z = 0; 

r ≡ ൜
2𝑥 − 𝑦 = 10
𝑥 − 𝑧 = −90;

൝
𝑥 = 𝜆

𝑦 = 2𝜆 − 10
𝑧 = 𝜆 + 90

  ቊ
vd ୰
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  (1,2,1);

P ୰(0, −10,90)
 

 

La posicion de la particula será el punto de interseccion entre r ≡ ൝
x = λ

y = 2λ − 10
z = λ + 90

y el plano z = 0;  

z = λ + 90 = 0;  λ = −90 sustituimos ൝
x = −90

y = 2(−90) − 10
z = 0

= ൝
x = −90

y = −190
z = 0

 

La posicion de la particula (−90, −190,0) 

b)Calcule la posición más próxima de la particula al dispositivo laser 

Para hallar la distancia, definimos un plano perpendicular a la recta que contenga el punto P. 

Un plano perpendicular a la recta tendra vd ୰
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = vn ሬሬሬሬሬ⃗ ; el plano pedido será Ax + By + Cz + D = 0; 

sustituyo vd ୰
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = (1,2,1) => x + 2y + z + D = 0 y ha de contener a P(1,1,1) => 

1 + 2 + 1 + D = 0  ; 𝐷 =  −4; 

𝑃𝑙𝑎𝑛𝑜 𝑏𝑢𝑠𝑐𝑎𝑑𝑜 = 𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 − 4 = 0; 

𝐼𝑛𝑡𝑒𝑟𝑠𝑒𝑐𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 − 4 = 0; 𝑦 𝑙𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 ൝
x = λ

y = 2λ − 10
z = λ + 90

=> 

 λ + 2(2λ − 10) + λ + 90 − 4 = 0; 6λ = −66; λ = −11  

𝑃𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑠𝑒𝑐𝑐𝑖ó𝑛 =  ൝

x = −11
y = 2(−11) − 10
z = (−11) + 90

൝
x = −11
y = −32
z = 79

  𝑃𝑜𝑠𝑖𝑠𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑃𝑎𝑟𝑡𝑖𝑐𝑢𝑙𝑎 (−11, −32,79) 
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b) Determine el angulo entre el plano de ecuacion x + y = 2 y la recta r. 

Vector normal del plano x + y = 2; vn ሬሬሬሬሬ⃗  (1,1,0) 

Vecctor director de la recta r  vd ୰
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  (1,2,1); 

 normal del plano x + y = 2; vn ሬሬሬሬሬ⃗  (1,1,0)  

sen β = Cos  ൫vdr
ሬሬሬሬሬ⃗    , VNπ

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  ൯ =
ห vdr

ሬሬሬሬሬ⃗ ∗  VNπ
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  ห

|vdr
ሬሬሬሬሬ⃗ | VNπ

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  |
 

=
|𝑎a1 + 𝑏b1 + cc1|

ቚඥ𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ቚ |ඥa1
2 +  b1

2 + c1
2|

 

sen β =
|1 ∗ 1 + 1 ∗ 2 + 0 ∗ 1|

|ඥ12 + 22 + 12|∗|ඥ12 +  12 + 02|
=  

3

√6 ∗ √2
=

3

√6√2
=

3

2√3
=

√3

2
=> β = 60º  

 

4. Ejercicio 

Según el instituto Nacional de Estadisticas, durante el últimolos trimestre de 2020, el porcentaje de  

mujeres que pertenecían al conjunto de Consejos de Administración de las empresas que  

componen el Ibex − 35 fue del 27,7% . 

Se reunieron 10 de estos consejos: 

a) Hallar la probabilidad de que la mitad fueran mujeres 

b) Calcule la probabilidad de que hubiera almenos un hombre 

c) Determine, aproximando mediante distribucción normal, la probabilidad de que en un congreso  

de 200 consejeros de estas empresas hubiera como míninmo un 35% de representación femenina 

Solución 

a) Hallar la probabilidad de que la mitad fueran mujeres 

Aplicamos la fórmula de la aplicación binomial P(X = k) = ቀ
𝑁
𝑘

ቁ 𝑝௞ 𝑞௡ି௞; 

P(X = 10) = ቀ
10
5

ቁ (0,277)ହ (1 − 0,277)ଵ଴ିହ = ቀ
10
5

ቁ (0,277)ହ (0,723)ହ  

ቀ
10
5

ቁ (0,277)ହ (0,723)ହ =
10!

5! (10 − 5)!
(0,277)ହ (0,723)ହ =  

10!

5! (5)!
(0,277)ହ (0,723)ହ 

10 ∗ 9 ∗ 8 ∗ 7 ∗ 6

5 ∗ 4 ∗ 3 ∗ 2 ∗ 1
(0,277)ହ (0,723)ହ = 252 ∗ 0,0016 ∗ 0,19756 = 0,07965 => 7,965% 

 

b) Calcule la probabilidad de que hubiera almenos un hombre 

Hallamos la probabilidad de que todas fueran mujeres 

P(X = 10) = ቀ
10
10

ቁ (0,277)ଵ଴  = ቀ
10
10

ቁ (0,277)ଵ଴ =
10!

10! (10 − 10)!
(0,277)ହ =

10!

10! (0)!
(0,277)ହ 

Dado que 0! = 1 => P(X = 10) = 1(0,277)ଵ଴ = 0,00000266 

La probabilidad de que haya almenos un hombre = 1 − la probabilidad de que todas sean mujeres 

La probabilidad de almenos un hombre = 1 − 0,00000266 = 0,999997; 99,99% 

 

c) Determine, aproximando mediante distribucción normal, la probabilidad de que en un congreso  

de 200 consejeros de estas empresas hubiera como míninmo un 35% de representación femenina 

Aplicamos la formula Z =
X − μ

 σ
; 

La media  μ = n ∗ p = 200 ∗ 0,277 = 55,4; 

La varianza   σଶ = n ∗ p ∗ q = 200 ∗ 0,277 ∗ 0,723 = 40.05; 
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 σ es la desviacion tipica =  √La varianza   σଶ =  ඥ40,05 = 6,3288 

𝑍 =
200 − 55,4

 6,3288
=  25,273  

 

 

b) Calcule dicha probabilidad aproximandola mediante una normal 

Pasamos (μ es la media y σ es la desviacion tipica) ;   en otra Z  que siga una distribuccion N(0,1) 

 aplicando la formula Z =
X − μ

 σ
 

La media  μ = n ∗ p = 100 ∗ 0,45 = 45; 

La varianza   σଶ = n ∗ p ∗ q = 100 ∗ 0,45 ∗ 0,55 = 24,75; 

 σ es la desviacion tipica =  √La varianza   σଶ =  ඥ24,75 = 4,97494; 

P(X ≥ 35% de 200); P(X) ≥  70 

𝐴𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑙𝑎 𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑐𝑐𝑖𝑜𝑛 𝑦 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑖𝑑𝑒𝑟𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑒𝑙𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙𝑜 [70.5, 69,5] =>  P(69,5 ≤  X ≤ 70,5) 

𝐴𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑙𝑎 𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑐𝑐𝑖𝑜𝑛 𝑦 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑖𝑑𝑒𝑟𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑒𝑙𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙𝑜 𝑋 ≥ 69,5) 

Para  𝑋 = 69,5; 𝑍 =
69,5 − 55,4

6,3288 
≈ 2,2279 

Obtenemos valores en la tabla  para 2,2279=> 0,9887; 

P(Z ≥ 2,2279 =>  Probabilidad 1 − 0,9887 = 0,0113 => 1,13% 

 

5. Ejercicio 

Tres primos, Pablo, Alejandro y Alicia, se van a repartir un premio de 9450 € de forma directamente 

 proporcinal a sus edades. La suma de las edades de Pablo y Alejandro excede en tres años al doble 

de la edad de Alicia . Ademas, la edad de los tres primos juntos es de 45 años. Sabiendo que en el  

reparto del premio Pablo recibe 420€ mas  que Alicia. Calcule la edad de los tres primos y el dinero 

que recibe cada uno por el premio. 

Solución 

El reparto es directamente proporcional a las edades =>
9450

45
= 210 €/año 

 

൝

𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑒𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠;  𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 45
𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑒𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠( 𝑝𝑎𝑏𝑙𝑜 + 𝐴𝑙𝑒𝑗𝑎𝑛𝑑𝑟𝑜) = 3 + 2𝑒𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒𝐴𝑙𝑖𝑐𝑖𝑎;

𝑃𝑙𝑎𝑏𝑙𝑜 𝑟𝑒𝑐𝑖𝑏𝑒 420€ 𝑚𝑎𝑠 𝑞𝑢𝑒 𝑎𝑙𝑖𝑐𝑖𝑎 ; 210𝑎 = 210𝑐 + 420;
 ൝

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 45
𝑎 + 𝑏 = 3 + 2𝑐

210𝑎 = 210𝑐 + 420;
   ൝

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 45
𝑎 + 𝑏 − 2𝑐 = 3

𝑎 − 𝑐 = 2;
 

𝑎 = 𝑐 + 2 𝑆𝑢𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑖𝑚𝑜𝑠  en ቄ
𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 45
𝑎 + 𝑏 − 2𝑐 = 3

=>  ቄ
𝑐 + 2 + 𝑏 + 𝑐 = 45
𝑐 + 2 + 𝑏 − 2𝑐 = 3

; ൜
𝑏 + 2𝑐 = 45 − 2
𝑏 − 𝑐 = 3 − 2;

 

൜
𝑏 + 2𝑐 = 43
𝑏 − 𝑐 = 1;

 𝑟𝑒𝑠𝑡𝑎𝑚𝑜𝑠 3𝑐 = 42; 𝑐 = 14; 𝑏 = 15; 𝑎 = 16  

Dinero recibido por cada primo ൝
 a = 210 ∗ 16 = 3360€
b = 210 ∗ 15 = 3150€
 c = 210 ∗ 14 = 2940€

= 9450€ 
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6. Ejercicio 

Sea la funcion ∶ f(x) =
𝑥

𝑥ଶ + 1
 

a) Comprobar si f(x)verifica las hipotesis del teorema de Bolzano en el intervalo[−1,1] 

b)Calcule y clasifique los extremos relativos de f(x) 

c) Determina el area comprendida entre la grafica de la funcion f(x)y el eje OX en el intervalo [−1,1] 

Solución 

a) Comprobar si f(x)verifica las hipotesis del teorema de 

 Bolzano en el intervalo[−1,1] 

𝑇𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝐵𝑜𝑙𝑧𝑎𝑛𝑜:  

𝑆𝑖 𝑢𝑛𝑎 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑎 𝑒𝑛 𝑢𝑛 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙𝑜 𝑐𝑒𝑟𝑟𝑎𝑑𝑜 [𝑎, 𝑏]  

𝑦 𝑐𝑎𝑚𝑏𝑖𝑎 𝑑𝑒 𝑠𝑖𝑔𝑛𝑜, 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑢𝑛 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑐 𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙𝑜 

 𝑎𝑏𝑖𝑒𝑟𝑡𝑜 (𝑎, 𝑏)𝑑𝑜𝑛𝑑𝑒 𝑓(𝑐) = 0; 

f(x) =
x

xଶ + 1
 es continua el todo R 

f(−1) =
𝑥

𝑥ଶ + 1
=

−1

(−1)ଶ + 1
= −

1

2
 

f(1) =
𝑥

𝑥ଶ + 1
=

1

(1)ଶ + 1
=

1

2
 

Existe un punto C donde f(c) = 0; Cumple el teorema  

 

b)Calcule y clasifique los extremos relativos de f(x)  

f(x) =
𝑥

𝑥ଶ + 1
; 𝑓´(𝑥) =

(𝑥ଶ + 1) − 2𝑥 ∗ 𝑥

(𝑥ଶ + 1)ଶ
=

(−𝑥ଶ + 1)

(𝑥ଶ + 1)ଶ
= 0; (−𝑥ଶ + 1) = 0; 𝑥ଶ = 1; 𝑥 = ±1   

𝐿𝑎 𝑝𝑟𝑖𝑚𝑒𝑟𝑎 𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑑𝑎 𝑛𝑜𝑠 𝑖𝑛𝑑𝑖𝑐𝑎 𝑞𝑢𝑒 ℎ𝑎𝑦 𝑢𝑛 𝑚á𝑥𝑖𝑚𝑜 𝑜 𝑢𝑛 𝑚í𝑛𝑖𝑚𝑜 𝑒𝑛 𝑥 = ±1 

 

Calculamos la segunda derivada para hallar los puntos de inflexión 

𝑓´(𝑥) =
−𝑥ଶ + 1

(𝑥ଶ + 1)ଶ
; 𝑓´´(𝑥) =

−2𝑥(𝑥ଶ + 1)ଶ − 2(𝑥ଶ + 1)(2𝑥)(−𝑥ଶ + 1)

(𝑥ଶ + 1)ସ
 =

−2𝑥(𝑥ଶ + 1) − 2(2𝑥)(−𝑥ଶ + 1)

(𝑥ଶ + 1)ଷ
 

=
−2𝑥ଷ − 2𝑥 + 4𝑥ଷ − 4𝑥

(𝑥ଶ + 1)ଷ
=

2𝑥ଷ − 6𝑥

(𝑥ଶ + 1)ଷ
= 0; => 2𝑥ଷ − 6𝑥 = 𝑥(2𝑥ଶ − 6) = 0  

una solución x = 0; x =  ඨ
6

2
= ± √3 

𝐶𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑓´´(𝑥) =
2𝑥ଷ − 6𝑥

(𝑥ଶ + 1)ଷ
 𝑃𝑎𝑟𝑎

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑥 = 1 => 𝑓´´(𝑥) =

2 ∗ 1ଷ − 6(1)

(1ଶ + 1)ଷ
= −

4

8
= −

1

2
< 0 𝑚á𝑥𝑖𝑚𝑜

𝑥 = −1 => 𝑓´´(𝑥) =
2 ∗ (−1)ଷ − 6(−1)

((−1)ଶ + 1)ଷ
=

4

8
=

1

2
> 0 𝑚í𝑛𝑖𝑚𝑜

 

 

c) Determina el area comprendida entre la grafica de la funcion f(x)y el eje OX en el intervalo [−1,1] 

f(x) =
𝑥

𝑥ଶ + 1
; ℎ𝑎𝑙𝑙𝑎𝑚𝑜𝑠 න

𝑥

𝑥ଶ + 1

ଵ

ିଵ

=
1

2
[ln(𝑥ଶ + 1)]ିଵ

1 =
1

2
ln(1ଶ + 1) −

1

2
ln((−1)ଶ + 1) =

1

2
ln 2 −

1

2
𝑙𝑛2 = 0; 

න
𝑥

𝑥ଶ + 1

଴

ିଵ

=
1

2
[ln(𝑥ଶ + 1)]ିଵ

0 =
1

2
ln((0)ଶ + 1) −

1

2
ln((−1)ଶ + 1) =

1

2
ln 1 −

1

2
ln(2) = −

1

2
ln 2 

න
𝑥

𝑥ଶ + 1

ଵ

଴

=
1

2
[ln(𝑥ଶ + 1)]0

1 =
1

2
ln((1)ଶ + 1) −

1

2
ln((0)ଶ + 1) =

1

2
ln 2 −

1

2
ln(1) =

1

2
ln 2 

𝐴𝑟𝑒𝑎 = 2(
1

2
ln 2) = ln 2 
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7. Ejercicio 

Sea el plano π ≡ x + y + z = 1, la recta r ൝
𝑥 = 1 + 𝜆
𝑦 = 1 − 𝜆

𝑧 = −1

 𝑦 𝑒𝑙 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑃(0,1,0) 

a) Verifica que la recta esta contenida en el plano y el punto pertenece al pano 

b) Hallar la ecuación de una recta t contenda en el plano π que pase por P y que sea perpendicular a r 

c) Calcular una ecuacion de la recta s que pase por P y sea paralela a r . Hallar el área de un cuadrado 

 que tenga dos de sus lados sobre la recta s y t; 

Solución 

a) Verifica que la recta esta contenida en el plano y el punto pertenece al pano 

Si la recta r está contenda en el plano cumplirá la ecuacion del plano  

Sustituyo los valores de  r ൝
𝑥 = 1 + 𝜆
𝑦 = 1 − 𝜆

𝑧 = −1

en el pano π ≡ x + y + z = 1 =>  1 + 𝜆 + 1 − 𝜆 − 1 = 1;  1 = 1; 

Se cuple para todo valor de 𝜆; 

Si el punto P(0,1,0) está conenido en el plano cumplirá la ecuacion del plano  

Sustituyo los valores de  P(0,1,0) en el pano π ≡ x + y + z = 1 =>  0 + 1 + 0 = 1; 1 = 1 

El punto está contenido en el plano 

 

b) Hallar la ecuación de una recta t contenda en el plano π que pase por P y que sea perpendicular a r 

𝑡 ቊ
𝑣𝑑௧
ሬሬሬሬሬሬ⃗ = (𝑎, 𝑏, 𝑐)

𝑃௧ = (0,1,0)
𝑠𝑖 ℎ𝑎 𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑟 𝑝𝑒𝑟𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑎 𝑟 ൝

𝑥 = 1 + 𝛼

𝑦 = 1 − 𝛼

𝑧 = −1
 ቊ

vd௥
ሬሬሬሬሬሬ⃗ = (1, −1,0)

P୰ = (1,1, −1)
=>  𝑣𝑑௧

ሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑥 vd௥
ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 0; 

Cos  ൫vd୰
ሬሬሬሬሬሬ⃗    , vd୲

ሬሬሬሬሬሬ⃗  ൯ =
ห vd୰

ሬሬሬሬሬሬ⃗ ∗  vd୲
ሬሬሬሬሬሬ⃗  ห

|vd୰
ሬሬሬሬሬሬ⃗ | vd୲

ሬሬሬሬሬሬ⃗  |
=

|aaଵ + bbଵ + ccଵ|

ห√aଶ + bଶ + cଶ ห|ටaଵ
ଶ +  bଵ

ଶ + cଵ
ଶ|

= 0 por ser perpendiculares 

|𝑎 ∗ 1 + 𝑏(−1) + 𝑐 ∗ 0| = a − b = 0; => a = b; 𝑣𝑑𝑡
ሬሬሬሬሬ⃗ = (𝑎, 𝑏, 𝑐) = (𝑎, 𝑎, 0) = (1,1,0) 

𝑡 ൝
𝑣𝑑௧
ሬሬሬሬሬሬ⃗ = (1,1, 𝑐)

𝑃௧ = (0,1,0)
൝

𝑥 = 0 + 𝜆
𝑦 = 1 + 𝜆
𝑧 = 0 + 𝑐𝜆

 𝑠𝑖 ℎ𝑎 𝑑𝑒 𝑒𝑠𝑡𝑎𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑒𝑛𝑖𝑑𝑎 𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 π ≡ x + y + z = 1cumplira la ecuacion 

(0 + 𝜆) + (1 + 𝜆) + (0 + 𝑐𝜆) = 1; 2𝜆 + 𝑐𝜆 + 1 = 1; 

−2𝜆 = 𝑐𝜆 => 𝑐 = −2; 

𝑡 ൝
𝑣𝑑௧
ሬሬሬሬሬሬ⃗ = (1,1, 𝑐)

𝑃௧ = (0,1,0)
൝

𝑥 = 0 + 𝜆
𝑦 = 1 + 𝜆
𝑧 = 0 + 𝑐𝜆

 

𝑆𝑢𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑦𝑜 𝑐 = 2 => 𝑡 =  ൝
𝑣𝑑௧
ሬሬሬሬሬሬ⃗ = (1,1, −2)

𝑃௧ = (0,1,0)
൝

𝑥 = 𝜆
𝑦 = 1 + 𝜆

𝑧 = 2𝜆

 

c) Calcular una ecuacion de la recta s que pase por P y sea 

 paralela a r . Hallar el área de un cuadrado 

 que tenga dos de sus lados sobre la recta s y t; 

Si s es paralela a r tendrá el mismo vector director que r;  s = ൝
vd୰
ሬሬሬሬሬሬ⃗ = vdୱ

ሬሬሬሬሬሬ⃗ (1, −1,0)

P୲ = (0,1,0)
൝

x = β
y = 1 − β

z = 0

 

 

Hallar el área de un cuadrado  que tenga dos de sus lados sobre la recta r y t; 

Hallamos el punto de interseccion de la recta  𝑡 =  ቊ
𝑥 = 𝛼

𝑦 = 1 + 𝛼
𝑧 = 2𝛼

  y  𝑟 ൝
𝑥 = 1 + 𝜆
𝑦 = 1 − 𝜆

𝑧 = −1
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Si se cortan ൝
α = 1 + λ

1 + α = 1 − λ 
2α = −1;

α = −
1

2
;

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧x = −

1

2

y =
1

2
z = −1

Punto de corte C(−
1

2
,
1

2
, −1) 

Distancia entre P y C = ඨ(−
1

2
− 0)ଶ + (

1

2
− 1)ଶ + (0 − (−1))ଶ = ඨ

1

4
+

1

4
+ 1 = ඨ

6

4
= ඨ

3

2
 

𝐴𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑑𝑜 = 𝑙 ∗ 𝑙 =  ඨ
3

2
∗ ඨ

3

2
=

3

2
uଶ 

 

8. Ejercicio 

De una cesta con 6 sombreros blancos y 3 negros se elige uno al azar. Si el sobrero es blanco se toma , 

 al azar un panuelo de un cajon que contiene 2 blancos, 2 negros y 5 con cuadros blancos y negros  

Si el sombrero es negro se elige al azar un pañuelo de otro cajon que contiene 2 pañuelos blancos, 

4 negros y 4 de cuadros blancos y negros. Se pide 

a) Calcular la probabilidad de que en el pañuelo aparezca un color que no sea el del sombrero 

b) Calcular la probabilidad de que en al menos uno de los complementos (sombrero, pañuelo) 

aparezca el color negro 

c) Calcular la probabilidad de que el sombrero haya sido negro, sabiendo que el pañuelo ha  

sido de cuadros 

Solución 

a) Calcular la probabilidad de que en el pañuelo 

 aparezca un color que no sea el del sombrero 

P(sombrero blanco) =
6

9
∗ (

2

9
+

5

9
) =

42

81
 

P(sombrero negro)negro =
3

9
∗ (

2

10
∗

4

10
) =

18

90
 

P(no coincidan los colores) =
42

81
+

18

90
=

5238

7290
 

P no coincidan los colores =
97

135
= 71,85% 

 

b) Calcular la probabilidad de que en al menos uno de los complementos (sombrero, pañuelo) 

aparezca el color negro 

P(todos los complementos sean blancos) =
6

9
∗

2

9
=

12

81
 

P(almenos en uno aparezca el negro) = 1 − 
12

81
=

69

81
=

23

27
= 85,19% 

  

c) Calcular la probabilidad de que el sombrero haya sido negro, sabiendo que el pañuelo ha  

sido de cuadros 

Probabilidad condicionada , es la posibilidad de que ocurra un suceso A como consecuencia de ha  

tenido lugar otro B;  P(A|𝐵ത) =
P(A⋂𝐵ത)

P(𝐵ത)
 

P(Pañuelo a cuadros) =
6

9
∗

5

9
+

3

9
∗

4

10
=

30

81
+

12

90
=

3672

7290
= 

P(Sombrero negro y pañuelo a cuadrod) =
3

9
∗

4

10
=

12

90
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 P(A|𝐵ത) =
P(A⋂𝐵ത)

P(𝐵ത)
=

12
90

3672
7290

=
87480

330480
=

9

34
= 26,47% 
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4 Examen 2022 D 
 

1. Ejercicio 

En una estantería de una biblioteca hay ensayos, novelas y biografías, Tres de cada 16 libros de 

 la estantería son ensayos. Las biografias junto con la tercera parte de los ensayos exceden en dos 

 a las novelas.  Si retiramos la mitad de los ensayos y la quinta parte de las novelas quedarian  

105 libros. Calcule el número de libros de cada clase que hay en la estantería 

Solución 

x =  Ensayos;  y =   Novelas; z =   biografias   

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧  𝑇𝑟𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑐𝑎𝑑𝑎 16 𝑙𝑖𝑏𝑟𝑜𝑠 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑒𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒𝑟í𝑎 𝑠𝑜𝑛 𝑒𝑛𝑠𝑎𝑦𝑜𝑠   (𝑥 + 𝑦 + 𝑧)

3

16
= x;

L𝑎𝑠 𝑏𝑖𝑜𝑔𝑟𝑎𝑓𝑖𝑎𝑠 𝑗𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑐𝑜𝑛 𝑙𝑎 𝑡𝑒𝑟𝑐𝑒𝑟𝑎 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝑒𝑛𝑠𝑎𝑦𝑜𝑠 𝑒𝑥𝑐𝑒𝑑𝑒𝑛 𝑒𝑛 𝑑𝑜𝑠 𝑎 𝑙𝑎𝑠 𝑛𝑜𝑣𝑒𝑙𝑎𝑠    z +
1

3
x = 2 + y

𝑆𝑖 𝑠𝑒 𝑟𝑒𝑡𝑖𝑟𝑎𝑛 𝑙𝑎 𝑚𝑖𝑡𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑙𝑜𝑠 𝑒𝑛𝑠𝑎𝑦𝑜𝑠 𝑦 𝑙𝑎 𝑞𝑢𝑖𝑛𝑡𝑎 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝑙𝑎𝑠 𝑛𝑜𝑣𝑒𝑙𝑎𝑠 𝑞𝑢𝑒𝑑𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛 105 𝑙𝑖𝑏𝑟𝑜𝑠 𝑥 −
x

2
+ y −

1

5
y + z = 105

 

 

ቐ

(3𝑥 + 3𝑦 + 3𝑧) = 16x;
3z + x = 6 + 3y

10𝑥 − 5x + 10y − 2y + 10z = 1050
 ൝

13𝑥 − 3𝑦 − 3𝑧 = 0;
x − 3y + 3z = 6

5x + 8y + 10z = 1050
  ൝

13𝑥 − 3𝑦 − 3𝑧 = 0;
x − 3y + 3z = 6

5x + 8y + 10z = 1050
 

 

E1

E2=E2 + E1

E3=3E3 + 10E1

    ൝

13𝑥 − 3𝑦 − 3𝑧 = 0;
14x − 6y + 0 = 6 

145𝑥 − 6𝑦 + 0 = 3150
=>

E1

E2

E3=E3 − E2

    ൝
13𝑥 − 3𝑦 − 3𝑧 = 0;
14x − 6y + 0 = 6 

131𝑥 + 0 + 0 = 3144
 

 

𝑥 =
3144

131
= 24 𝐸𝑛𝑠𝑎𝑦𝑜𝑠;  

Sustituimos x en 14x − 6y + 0 = 6 => 14 ∗ 24 − 6y = 6; y =
330

6
= 55 𝑁𝑜𝑣𝑒𝑙𝑎𝑠  

Sustituimos x e y en 13𝑥 − 3𝑦 − 3𝑧 = 0; => 13 ∗ 24 − 3 ∗ 55 − 3𝑧 = 0; 𝑧 =
147

3
= 49 𝑏𝑖𝑜𝑔𝑟𝑎𝑓í𝑎𝑠  

 

2. Ejercicio 

Sea la función f(x) = ൝

2𝑥 + 1

𝑥
   𝑠𝑖 𝑥 < 0;

𝑥ଶ − 4𝑥 + 3  𝑆𝑖 𝑥 ≥ 0;

 

a) Estudias la continuidad de f(x)en R 

b) ¿ Es f(x)derivable en x = 0? ; 

c)Calcule si existen las ecuaciones de sus asintotas horizontales y verticales. 

d) Determine para x(0, ∞)el punto de la grafica de f(x)en el que la pendiente de la recta tangente es nula  

y obtener  la ecuación de la recta tangente en dicho punto. 

 En el punto obtenido ¿ alcanza f(x) algún extremo relativo? En caso afirmativo clasifiquelo. 

Solución 

a) Estudias la continuidad de f(x)en R   

Calculamos el valor de la funcion en x = 0 => 𝑓(𝑥) = 𝑥ଶ − 4𝑥 + 3; 𝑓(0) = 3; 

Hallamos límites laterales por la izquierda y derecha 

lim
୶→଴ష

f(x) =
2𝑥 + 1

𝑥
=

1

0
= ∞ 

lim
୶→଴శ

𝑓(𝑥) = 𝑥ଶ − 4𝑥 + 3 = 3; 

La función no es continua en x = 0; 

b) ¿ Es f(x)derivable en x = 0? ; 
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Para una funcion sea derivable en un punto ha de ser continua en ese punto. 

 Como la función no es continua en x = 0; no será derivable. 

c) Calcule si existen las ecuaciones de sus asintotas horizontales y verticales. 

𝐴𝑠𝑖𝑛𝑡𝑜𝑡𝑎 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙 ∶ Estará en el punto donde el denomimador sea 0; 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑥 < 0 => f(x) =
2𝑥 + 1

𝑥
 𝑒𝑛 𝑥 = 0;  𝑒𝑠 𝑢𝑛𝑎 𝑎𝑠𝑖𝑛𝑡𝑜𝑡𝑎 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙  

𝐴𝑠𝑖𝑛𝑡𝑜𝑡𝑎 𝐻𝑜𝑟𝑖𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙 ∶  Hallamos los limites de la funcion f(x) cuando  x => −∞ y x => ∞  

lim
୶→ିஶ

f(x) =
2𝑥 + 1

𝑥
= 2 ; 𝐶𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜 x → −∞, 

  ℎ𝑎𝑦 𝑢𝑛𝑎 𝑎𝑠𝑖𝑛𝑡𝑜𝑡𝑎 ℎ𝑜𝑟𝑖𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙 𝑒𝑛 𝑦 = 2; 

lim
୶→ஶ

f(x) = 𝑥ଶ − 4𝑥 + 3 = ∞;  

𝐶𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜 x → +∞ 𝑛𝑜 ℎ𝑎𝑦 𝑎𝑠𝑖𝑛𝑡𝑜𝑡𝑎 ℎ𝑜𝑟𝑖𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙, 

 

d) Determine para x(0, ∞)el punto de la grafica 

 de f(x)en el que la pendiente de la recta tangente  

es nula y obtener  la ecuación de la recta  

tangente en  dicho punto. 

 En el punto obtenido ¿ alcanza f(x) algún extremo 

 relativo? 

En caso afirmativo clasifiquelo. 

En el intervalo para x(0, ∞) hallamos la derivada  

de la función f(x) = xଶ − 4x + 3; 

𝑓´(𝑥) = 𝑚 = 𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 = 2𝑥 − 4 = 0; 

𝐿𝑎 𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑒𝑠 0 𝑒𝑛 𝑥 = 2; 𝑒𝑛 𝑒𝑠𝑒 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 ℎ𝑎𝑏𝑟á 𝑢𝑛 𝑚á𝑥𝑖𝑚𝑜 𝑜 𝑚í𝑛𝑖𝑚𝑜 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜 

𝑓´´(𝑥) = −4;  𝑒𝑛 𝑒𝑠𝑒 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 ℎ𝑎𝑏𝑟á 𝑢𝑛 𝑚í𝑛𝑖𝑚𝑜 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜. 

Valores de la función en x = 2 => x = 2 y =  −1; 

𝐸𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒 

 𝑦 − 𝑦଴ = 𝑚(𝑥 − 𝑥଴); 𝑦 − (−1) = 0(𝑥 − 2); 

𝑦 = −1 

 

3. Ejercicio 

Sean el plano π ≡ z = x y los puntos A(0, −1,0) y B (0,1,0) pertenece al plano π  

a) Si los puntos A y B son vertices contiguos de un cuadrado con vertices {A, B, C, D} que se encuantra 

en el plano π, encuentre los posibles puntos  C y D 

b) Si los puntos A y B son vertices opuestos de un cuadrdo que se encuentra en el plano  π. Determine los  

otros  dos vertices 

Solución 

π ≡ z = x => x − z = 0;  

a) Si los puntos A y B son vertices contiguos de un cuadrado con vertices {A, B, C, D} que se encuantran 

en el plano π, encuentre los posibles puntos  C y D 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ =  B (0,1,0) − A(0, −1,0) = (0,2,0);  

|𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ | = √0ଶ + 2ଶ + 0ଶ = 2; 
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Dado que los puntos D y C pertenecen al plano π  y son lados de un cuadrado serán de la forma 

 C(a, 1, a) D(b, −1, b) 

𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ =  C(a, 1, a) − B (0,1,0) = (𝑎, 0, 𝑎)  

Dado queห DCሬሬሬሬሬ⃗ ห = หABሬሬሬሬሬ⃗ ห = 2 => 

ඥ𝑎ଶ + 0ଶ + 𝑎ଶ = ඥ2𝑎ଶ;  

 4 = 2𝑎ଶ; a = √2; C( √2, 1, √2) 

𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ = D(b, −1, b) − A(0, −1,0) = (𝑏, 0, 𝑏)  

Dado queห ADሬሬሬሬሬ⃗ ห = หABሬሬሬሬሬ⃗ ห = 2 => 

ඥ𝑏ଶ + 0ଶ + 𝑏ଶ = ඥ2𝑏ଶ;   

4 = 2𝑏ଶ; b = √2; D൫ √2, −1, √2൯ 

 

b) Si los puntos A y B son vertices opuestos de un cuadrdo que se encuentra en el plano  π. Determine nos  

otros  dos vértices 

El punto medio M de A B  será  

B(0,1,0) + A(0, −1,0)

2
=> M(0,0,0); 

 El vector que une los puntos Ay B 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = B(0,1,0) − A(0, −1,0) = (0,2,0); 

Un vector perpendicular a 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  y dado que este vector 

 pertenece al plano, será un vector norma al plano 

 π ≡ z = x => x − z = 0; 𝑣௡஠ሬሬሬሬሬሬ⃗ = (1,0, −1); 

El vector 𝑤ሬሬ⃗  perpendicular a 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗   y contenido en el 

 plano π ≡ z = x => x − z = 0; será  

𝑤ሬሬ⃗ = อ
𝑖 𝑗 𝑘
1 0 −1
0 2 0

อ = 2k + 2i; 𝑤ሬሬ⃗ (2,0,2) 

El modulo del |wሬሬሬ⃗ | =  ඥ2ଶ + 0ଶ + 2ଶ = √8 =  2√2  

El vector unitario uሬ⃗  de  wሬሬሬ⃗   será
(2,0,2)

2√2
= ൬

1

√2
, 0,

1

√2
൰  

Queremos hallar el vector MCሬሬሬሬሬሬ⃗  que sabemos que tiene de modulo 1 => uሬ⃗ ∗ 1 = ൬
1

√2
, 0,

1

√2
൰  

El punto C pedido será añadiendo al ponto medio M(0,0,0) 𝑒𝑙 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 ൬
1

√2
, 0,

1

√2
൰ =  ൬

1

√2
, 0,

1

√2
൰  

El punto C  pedido será ൬
1

√2
, 0,

1

√2
൰  y el punto D será ൬−

1

√2
, 0, − 

1

√2
൰ 
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4. Ejercicio 

En una comunidad autonoma tres de cada 5 alumnos de segundo de bachillerto están matriculados en  

Matematicas II. Se eligen 6 alumnos al azar de entre todos los alumnos de 2º de Bachilerato 

a) Calcular la probabilidad de que exactamente cuatro de ellos esten matriculados en Matematicas II 

b) Calcular la probabilidad de que alguno de ellos esten matriculados en Matematicas II 

c) Si en un instituto hay matriculados en segundo de bachillerato 120 alumnos , calcular aproximando  

la distribucion binomial mediante distribución normal la probabilidad de que mas de 60 de estos 

alumnos esten matriculados en Matematicas II 

Solución 

a) Calcular la probabilidad de que exactamente cuatro de ellos esten matriculados en Matemáticas II 

Aplicamos la fórmula de la aplicación binomial P(X = k) = ቀ
𝑁
𝑘

ቁ 𝑝௞ 𝑞௡ି௞; 

p = 3 de 5 => Probabilidad de que un alumno esté matriculado en matemáticas II 60% ; 

𝑝 = 0,6;   𝑞 = 0,4  

Número de alumnos selecionados = 6; 

Probabilidad de que 4 de 6 estén matriculado 

 P(X = 4) = ቀ
6
4

ቁ (0,6)ସ (0,4)଺ିସ = ቀ
6
4

ቁ (0,6)ସ (0,4)ଶ =
6!

4! (6 − 4)!
 (0,6)ସ (0,4)ଶ =

30

2
 (0,6)ସ (0,4)ଶ 

P(X = 4) = 15 ∗ 0,1296 ∗ 0,16 = 0,31104 

 

b) Calcular la probabilidad de que alguno de ellos esten matriculados en Matematicas II 

P(X ≥ 1); Calculamos la probabilidad de que ningun alumno esté matriculado P(X ≥ 1) = 1 − 𝑃(𝑋 = 0) 

𝑃(𝑋 = 0) = ቀ
6
0

ቁ (0,6)଴ (0,4)଺ି଴ = ቀ
6
0

ቁ (0,6)଴ (0,4)଺ =
6!

0! (6 − 0)!
 (0,6)଴ (0,4)଺ = 1 ∗ 1 ∗  (0,4)଺ 

𝑃(𝑋 = 0) = 0,004096; 

P(X ≥ 1) = 1 − 𝑃(𝑋 = 0) = 1 − 0,004096 = 0,995904 

 

c) Si en un instituto hay matriculados en segundo de bachillerato 120 alumnos , calcular aproximando  

la distribucion binomial mediante distribución normal la probabilidad de que mas de 60 de estos 

alumnos esten matriculados en Matematicas II 

n = 120 y p = 0,6; P(Y > 60) 

Calculamos la media μ = 120 ∗ 0,6 = 72; 

Calculamos la variaza σଶ = n ∗ p ∗ q = 120 ∗ 0,6 ∗ 0,4 = 28,8;   σ = ඥ28,8 = 5,36656 

Aplicamos la formula Z =
X − μ

 σ
; 

𝑃(𝑌 > 60) ≈ P ൬Z >
60,5 − 72

 5,36656
൰ = P(Z > −2,1428997) 

Calculamos en la tabla de distribución binomial N(0,1) 

P(Z > −2,1428997) = P(Z < 2,1428997) = 0,9838; 
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5. Ejercicio 

Se consideran las matrices reales A = ቀ
1 −1 𝑘
𝑘 1 −1

ቁ  y B = ൭
1 1
1 −1
1 0

൱ 

a) Calcule para que valores de k tiene inversa la matriz AB. Calule la matriz inversa de AB para k = 1; 

b) Calcule BA y discuta el rango en funcion del parametro real k 

c)En el caso de k = 1, escrriba un sistema incompatible de tres ecuaciones lineales con tres incognitas 

 cuya matriz de  coeficientes sea BA. 

Solución 

a) Calcule para que valores de k tiene inversa la matriz AB. Calule la matriz inversa de AB para k = 1; 

𝐴𝐵 =   𝐴2∗3 ቀ
1 −1 𝑘

𝑘 1 −1
ቁ ∗ 𝐵3∗2 ቆ

1 1

1 −1

1 0

ቇ = 𝐴𝐵2∗2 ቀ
1 − 1 + 𝑘 1 + 1 + 0

𝑘 + 1 − 1 𝑘 − 1 + 0
ቁ = ቀ

𝑘 2

𝑘 𝑘 − 1
ቁ ; 

La matriz Inversa Aିଵ =
1

|𝐴|
∗  (A∗)୲ 

 |A| = Determinante de la matriz;  (A∗)୲ = Matriz transpuesta de la adjunta 

Para que haya matriz inversa su determinante ha de ser distinto de 0 =>  ቚ
𝑘 2
𝑘 𝑘 − 1

ቚ = 𝑘ଶ − k − 2k = 0 

𝑘ଶ − 3k = 0; ൜
𝑘 = 0
𝑘 = 3;

Tiene inversa para valores de k ≠ 0 y k ≠ 3; 

 

Calule la matriz inversa de AB para k = 1; 

𝐴𝐵 = ቀ
𝑘 2

𝑘 𝑘 − 1
ቁ 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑘 = 1 => 𝐴𝐵 = ቀ

1 2

1 0
ቁ 

La matriz Inversa ABିଵ =
1

|𝐴𝐵|
∗  (AB∗)୲

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

|𝐴𝐵| = −2

AB∗ = ቀ
0 −1

−2 1
ቁ

(AB∗)୲ = ቀ
0 −2

−1 1
ቁ

; La matriz Inversa ABିଵ =
ቀ

0 −2
−1 1

ቁ

−2
 

La matriz Inversa ABିଵ = ൭
0 1
1

2
−

1

2

൱ 

Prueba AB ∗ ABିଵ = 𝐼 => ቀ
1 2
1 0

ቁ ∗ ൭
0 1
1

2
−

1

2

൱ =  ቀ
1 0
0 1

ቁ  

b) Calcule BA y discuta el rango en funcion del parametro real k 

𝐵𝐴 = 𝐵ଷ∗ଶ ൭
1 1
1 −1
1 0

൱ ∗ 𝐴ଶ∗ଷ ቀ
1 −1 𝑘
𝑘 1 −1

ቁ = 𝐵𝐴ଷ∗ଷ = ൭
1 + 𝑘 0 𝑘 − 1
1 − 𝑘 −2 𝑘 + 1

1 −1 𝑘
൱ 

Rango de la matriz BA อ
1 + 𝑘 0 𝑘 − 1
1 − 𝑘 −2 𝑘 + 1

1 −1 𝑘
อ = −2𝑘 − 2𝑘ଶ + 𝑘ଶ + 1 − 2𝑘 + 2𝑘 − 2 + 𝑘ଶ + 1 + 2𝑘 = 0 

El rango de la matriz BA ≤ 2;  

Tomo un determinante cualquiera ቚ
1 + k 0
1 − k −2

ቚ =  −2 − 2k = 0; Para k ≠ −1; el rango de la matriz es 2; 

c)En el caso de k = 1, escrriba un sistema incompatible de tres ecuaciones lineales con tres incognitas 

 cuya matriz de  coeficientes sea BA. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑘 = 1 𝑙𝑎 ൭
1 + 𝑘 0 𝑘 − 1
1 − 𝑘 −2 𝑘 + 1

1 −1 𝑘
൱ = ൭

2 0 0
0 −2 2
1 −1 1

൱ 

Estudiamos el rango de la matriz ampliada อ
2 0 0 a
0 −2 2 b
1 −1 1 c

อ calculamos para que el rango sea 3 y  

asi tendremos un sistema incompatible 
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อ
2 𝑎 0
0 b 2
1 c 1

อ = 2𝑏 + 2𝑎 − 4𝑐 ≠ 0; 𝑏 + 𝑎 − 2𝑐 ≠ 0; 2𝑐 ≠ 𝑎 + 𝑏; 

൝
2𝑥 = 𝑎;

−2𝑦 + 2𝑧 = 𝑏;
𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 𝑐

 𝑃𝑜𝑑𝑟𝑖𝑎 𝑠𝑒𝑟  𝑎 = 1, 𝑏 = 1 𝑦 𝑐 ≠ 1; => ൝
2𝑥 = 1;

−2𝑦 + 2𝑧 = 1;
𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = −1

 

  

6. Ejercicio 

Sea la función f(x) = ൜
𝑥 𝑠𝑖 𝑥 ≤ 0;

𝑥 ln(𝑥)  𝑠𝑖 𝑥 > 0;
  

a) Estudie la continuidad y derivabilidad de f(x)en x = 0; 

b)Estudie los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) asi como los maximos y minimos relativos 

c) Calcule න 𝑓(𝑥)𝑑𝑥;
ଶ

ଵ

 

Solución 

Comprobamos continuida de la funcion f(x) en 

 x = 0: 

f(x) = 𝑥; 𝑓(0) = 0 

Hallo limites por la derecha e izquierda de x = 0; 

lim
୶→଴ష

𝑥 = 0; 

lim
୶→଴శ

x ln(x) = 0 ∗ ∞ indeterminado; 

lim
୶→଴శ

ln 𝑥

1
𝑥

= aplicamos L¨hopital; lim
୶→଴శ

1
𝑥
1

𝑥ଶ

= 

lim
୶→଴శ

𝑥ଶ

𝑥
= lim

୶→଴శ
𝑥 = 0;  

 

Como f(0) = lim
୶→଴ష

x = lim
୶→଴శ

ln x

1/x
= 0 La funcion es continua en x = 0; 

Comprobamos derivabilidad de la funcion f(x) en x = 0; 

f(x) = ൜
𝑥 𝑠𝑖 𝑥 ≤ 0;

𝑥 ln(𝑥)  𝑠𝑖 𝑥 > 0;
=>  f´(x) = ൝

1 𝑠𝑖 𝑥 ≤ 0;

ln(𝑥) +
1

𝑥
∗ 𝑥   𝑠𝑖 𝑥 > 0;

f´(x) = ൜
1 𝑠𝑖 𝑥 ≤ 0;

ln(𝑥) + 1    𝑠𝑖 𝑥 > 0;
 

Hallo limites por la derecha e izquierda de x = 0; 

lim
୶→଴ష

1 = 1; 

lim
୶→଴శ

(ln 𝑥 + 1) = − ∞ + 1 = −∞ 

Al ser distinto el limite por la derecha e izquierda la funcion no es derivable en x = 0; 

 

b)Estudie los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) asi como los maximos y minimos relativos 

f´(x) = ൜
1 𝑠𝑖 𝑥 ≤ 0;

ln(𝑥) + 1    𝑠𝑖 𝑥 > 0;
 

𝑓´(𝑥) = 1 𝑠𝑖 𝑥 ≤ 0; 𝑑𝑎𝑑𝑜 𝑞𝑢𝑒 𝑓´(𝑥) = 1; 𝑙𝑎 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖𝑜𝑛 𝑒𝑠 𝑐𝑟𝑒𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝑖𝑛𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙𝑜 (−∞, 0] 

 

𝑓´(𝑥) = ln(𝑥) + 1 𝑠𝑖 𝑥 > 0; 𝑖𝑔𝑢𝑎𝑙𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑎 0 𝑝𝑎𝑟𝑎 ℎ𝑎𝑙𝑙𝑎𝑟 𝑚𝑎𝑥𝑖𝑚𝑜𝑠 𝑦 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑜𝑠 => ln(𝑥) + 1 = 0; 

ln(𝑥) = −1; 𝑥 = 𝑒ିଵ =
1

𝑒
0,3679 ; 𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙𝑜  (0, ∞)ℎ𝑎𝑏𝑟á 𝑢𝑛 𝑚á𝑥𝑖𝑚𝑜 𝑜 𝑚í𝑛𝑖𝑚𝑜 
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𝐸𝑛𝑡𝑟𝑒 (−∞, 0);   𝑓(𝑥) = 𝑥 ln(𝑥);  

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑥 = 0,3 

𝑓(𝑥) = 𝑥 ln(𝑥);  

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑥 =
1

𝑒
 

𝐸𝑛𝑡𝑟𝑒 (0, ∞) 

𝑓(𝑥) = 𝑥 ln(𝑥); 

f(x)  par x=1 

 𝑓´(0,3) = −0,203  

𝑁𝑒𝑔𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜 𝑑𝑒𝑐𝑟𝑒𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 

 

𝑓´ ൬
1

𝑒
൰ = 0 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑜 

𝑓´(1) = 1 

Positivo (creciente) 

b) Calcule ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥;
ଶ

ଵ
=> ∫ 𝑓(𝑥 ln(𝑥))𝑑𝑥;

ଶ

ଵ
 

න 𝑓(𝑥 ln(𝑥))𝑑𝑥; ℎ𝑎𝑐𝑒𝑚𝑜𝑠 𝑢𝑛𝑎 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛 𝑝𝑜𝑟 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑒𝑠
ଶ

ଵ

 න 𝑢 𝑑𝑣 = 𝑢 𝑣 − න 𝑣𝑑𝑢 

𝑈𝑛𝑎 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑠𝑎𝑏𝑒𝑟 𝑐𝑢𝑎𝑙 𝑑𝑒𝑏𝑒𝑚𝑜𝑠 𝑒𝑙𝑒𝑗𝑖𝑟 𝑐𝑜𝑚𝑜 𝑢 𝑜 𝑐𝑜𝑚𝑜 𝑑𝑣 𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛 𝑙𝑎 𝑝𝑎𝑙𝑎𝑏𝑟𝑎 

 𝐼 𝐿 𝐴 𝑇 𝐸  (𝑇𝑖𝑝𝑜 𝑑𝑒 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖𝑜𝑛 𝑞𝑢𝑒 𝑡𝑒𝑛𝑑𝑟𝑒𝑚𝑜𝑠)

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝐼𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎
𝐿𝑜𝑔𝑎𝑟𝑖𝑡𝑚𝑖𝑐𝑎
𝐴𝑟𝑖𝑡𝑚𝑒𝑡𝑖𝑐𝑎

𝑇𝑟𝑖𝑔𝑜𝑛𝑖𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑐𝑎
𝐸𝑥𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎𝑙

 

න 𝑢 𝑑𝑣 = 𝑢 𝑣 − න 𝑣𝑑𝑢 ; න 𝑓(𝑥 ln(𝑥))𝑑𝑥 ൞
u = ln 𝑥  ; 𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑑𝑢 =

1

𝑥
𝑑(𝑥)

𝑥 𝑑(𝑥) = 𝑑(𝑣) 𝐼𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑚𝑜𝑠;  𝑣 =
𝑥ଶ

2
 

      

sustituimos en la formula =>
xଶ

2
 lnx − න

xଶ

2

1

x
d(x)dx =

xଶ

2
 lnx − න

x

2
d(x) =

xଶ

2
 lnx − න

x

2
d(x) = 

 
  

ቈ
x2

2
 lnx −

x2

4
቉

ଵ

ଶ

= ൭
22

2
 ln2 −

22

4
൱ − ൭

12

2
 ln1 −

12

4
൱ = (2 ln2 − 1) − ቆ

1

2
 ln1 −

1

4
ቇ = 0,38629 +

1

4
= 0,63629 

න 𝑓(𝑥 ln(𝑥))𝑑𝑥 = 0,63629
ଶ

ଵ

 

 

7. Ejercicio 

Sean las rectas r ≡ ൜
𝑥 + 𝑦 + 2 = 0;

𝑥 − 2𝑧 + 1 = 0;
 y s ≡ ൝

𝑥 = 2 − 2𝑡;
𝑦 = 5 + 2𝑡;

𝑧 = 𝑡
 

a) Estudie la posisición relativa de las rectas dadas y calcule la distancia entre ellas 

b) Determine una ecuación del plano π que contiene a las rectas r y s 

c) Sean los puntos P y Q los puntos de las rectas r y s respectivamente , que estan contenidos en el plano  

z = 0. Calcular la ecuación de la recta que pasa por los puntos P y Q 

Solución 

a) Estudie la posisición relativa de las rectas dadas y calcule la distancia entre ellas 

r ≡ ൜
𝑥 + 𝑦 + 2 = 0;

𝑥 − 2𝑧 + 1 = 0;
 ponemos en forma paramétrica ൞

𝑥 = 𝛽;
𝑦 = −𝛽 − 2;

𝑧 =
𝛽

2
+

1

2

; r ≡ ൞
vd୰
ሬሬሬሬሬሬ⃗ = ൬1, −1,

1

2
൰ ;

P୰ = (0, −2,
1

2
);

 

s ≡ ൝
𝑥 = 2 − 2𝑡;
𝑦 = 5 + 2𝑡;

𝑧 = 𝑡
s ≡ ቊvd௦

ሬሬሬሬሬሬ⃗ = (−2,2,1);
Pୱ = (2,5,0);

 

Comprobamos si las rectas son paralelas o coincidentes
1

−2
=

−1

2
=

1
2
1

=> −
1

2
= −

1

2
≠

1

2
 

  Las rectas r y s no son paralelas ni coincidentes ; veamos si se cortan 
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൞

𝑥 = 𝛽;
𝑦 = −𝛽 − 2;

𝑧 =
𝛽

2
+

1

2

= ൝
𝑥 = 2 − 2𝑡;
𝑦 = 5 + 2𝑡;

𝑧 = 𝑡
 igualamos ൞

𝑥 = 𝛽 = 2 − 2𝑡;
𝑦 = −𝛽 − 2 = 5 + 2𝑡;

𝑧 =
𝛽

2
+

1

2
= 𝑡

൝

𝛽 = 2 − 2𝑡;
𝛽 = −2 − 5 − 2𝑡;

𝛽 = 2𝑡 − 1
൝

𝛽 = 2 − 2𝑡;
𝛽 = −7 − 2𝑡;

𝛽 = 2𝑡 − 1
 

= 2 − 2𝑡 ≠ 2𝑡 − 1 ≠ −7 − 2𝑡; => 𝑟 𝑦 𝑠 𝑛𝑜 𝑠𝑒 𝑐𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛 𝑙𝑢𝑒𝑔𝑜 𝑠𝑒 𝑐𝑟𝑢𝑧𝑎𝑛 

 

Para hallar la distancia entre dos recta que se cruzan en el  

espacio hago lo siguiente: 

 trazo un plano que contenga a una de las rectas y sea  

paralelo a la otra recta 

 Dado que la recta s y el plano μ son paralelos, todos los 

 puntos de la recta s están a la misma distancia del plano 

Para definir el plano  μ necesitaria dos vectores de dirección  

y un punto 

Como contiene a la recta r y es paralalo a s  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ vd୰

ሬሬሬሬሬሬ⃗ = ൬1, −1,
1

2
൰ = (2, −2,1) = Vdஜ 

ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ;

P୰ = ൬0, −2,
1

2
൰ ;

vd௦
ሬሬሬሬሬሬ⃗ = (−2,2,1) 𝑎𝑙 𝑠𝑒𝑟 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑜𝑠  Vdஜ 

ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ;

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

 

 

𝐸𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝑠𝑒𝑟á ተ
𝑥 − 0 𝑦 − (−2) 𝑧 −

1

2
2 −2 1

−2 2 1

ተ = −2x − 2y − 4 + 4z − 2 − 4z + 2 − 2x − 2y − 4 = 

μ = −4x − 4y − 8 = 0; 

Distancia de r a s  será igual a cualquier punto de la recta s por ejemplo Pୱ = (2,5,0) 

al plano μ = −4x − 4y − 8 = 0; 

Distancia de un punto a un plano 𝑫𝒔 𝒂 𝛍 =
| 𝐀𝒙𝟎 + 𝐁𝒚𝟎 + 𝐂𝒛𝟎 + 𝐃

√𝑨𝟐 + 𝑩𝟐 + 𝑪𝟐
 ; 

𝐷௦ ௔ ஜ =
| − 4 ∗ 2 − 4 ∗ 5 + 0 ∗ 0 − 8|

ඥ(−4)ଶ + (−4)ଶ + 0ଶ
=

| − 8 − 20 + −8|

√16 + 16
=

36

√32
 

 

b) Determine una ecuación del plano π que contiene a las rectas r y s 

Dos rectas que se cruzan en el espacio; 

No son paralelas ni secantes no se puede hallar un plano que contenga a las dos 

c) Sean los puntos P y Q los puntos de las rectas r y s respectivamente , que estan contenidos en el plano  

z = 0. Calcular la ecuación de la recta que pasa por los puntos P y Q 

Para hallar los puntos P y Q tengo que hallar los puntos de corte de las rectas con el plano 

Punto de interseccion de la recta r ≡ ൞

𝑥 = 𝛽;
𝑦 = −𝛽 − 2;

𝑧 =
𝛽

2
+

1

2

y el plano z = 0; 𝛽 = −1; 𝑃 ൝
𝑥 = −1;
𝑦 = −1;

𝑧 = 0
 𝑃(−1, −1,0) 

Punto de interseccion de la recta s ≡ ൝
𝑥 = 2 − 2𝑡;
𝑦 = 5 + 2𝑡;

𝑧 = 𝑡
y el plano z = 0; t = 0; Q = ൝

𝑥 = 2;
𝑦 = 5;
𝑧 = 0

𝑄(2,5,0) 

vd୔୕
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = ൫(−1 − 2), (−1 − 5), 0 − 0൯ = (−3 − 6,0)Un punto de la recta PQ puede ser P(−1, −1,0) 

recta PQ = ൝
𝑥 = −1 − 3𝑡;
𝑦 = −1 − 6𝑡;

𝑧 = 0
 ;  



 

37(37) 

 
 

8. Ejercicio 

Una empresa comercializa tres tipos de productos A, B, C. Cuatro de cada 7  productos son del tipo A, 

dos de cada siete son del tipo B y  el recto son del tipo C 

A la exportacion se destinan un 40% de los productos deltipo A , un 60% del tipo B y un 20% de los 

productos  del tipo C. Elegido un producto al azarse pide: 

a) Calcular la probabilidad de que el producto sea destinado a la exportación 

b) Calcular la probabilidad de que sea del tipo C sabiendo que el producto es destinado a la exportación 

Solución 

 

a) Calcular la probabilidad de que el producto sea destinado a la exportación 

P =
4

7
∗ 0,4 +

2

7
∗ 0,6 +

1

7
∗ 0,2 = 0,22857 + 0,17143 + 0,02857 = 0,4286;  

Probabilidad de producto dedicado a exportación = 42,86% 

b) Calcular la probabilidad de que sea del tipo C sabiendo que el producto es destinado a la exportación 

Probabilidad de que sea del tipo C dedicado a la exportacion =
Sea C 

1
7

∗ 0,2

sea dedicada a la exportacion 0,4286
; 

Probabilidad de que sea del tipo C dedicado a la exportacion =
0,02857

0,4286
=  0,0667; 6,67%  

  

  


