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1 Examen 2023 A

1.

Ejercicio

2a 1 1
Dada la matriz A = a 3 —6 | sepide
a+1l 1 a

a) Estudiar el rango de la matriz A en funcién del parametro a

b) Calcular en caso de que exista, la inversa de A paraa = 0;

X 0
c) Resolver el sistema A <y> = (0) Paraelcasoa=1;
z 0

Solucién

a) Estudiar el rango de la matriz A en funcién del parametro a

2a 1 1
a 3 —6|=6a’+a—-6a—-6—-3a—3+12a—a’*>=5a%>+4a—-9=0;
a+1l 1 a

—4+4*—4+5x+(-9) —4+V196 -4+14 a=1
a= = = ja= 18
2%5 10 10 a=-1

El rango de lamatrizA es3 paraa# lya # 10’
18

El rango de la matrizAes2 paraa=1ya = 10

b) Calcular en caso de que exista, la inversa de A paraa = 0;

2a¢ 1 1 0 1 1
A=< a 3 —6>paraa=0;A=(0 3 —6)

a+1 1 a 1 1 0
Para ver si tiene inversa calculamos si el determinante |A|es distinto de 0;
01 1
|[Al=10 3 —-6|=-6-3=-9;
1 1 0

1
La matriz InversaA™! = =Tl x (ADY;

|A| = Determinante de la matriz; (A*)! = Matriz transpuesta de la adjunta

01 1 6 -6 -3
A'matrizadjuntaA={0 3 —-6);A'=(1 -1 1

11 0 -9 0 0
6 1 -9
A)=|-6 -1 0
-3 -1 0

6 1
o)t -6 -1
_\=3 1

N -9

\
\OIG'\
_/

A=

Ol WOl o
\OID—‘

X 0
c) Resolver el sistema A (0) Paraelcasoa=1;
Z 0

2a 1 1
A= a 3 —6|paraa=1A= 1 3 —6
a+1 1 a 2 1 1
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21 1 X 0 2x y z 0 2x+y+z=0
A=<1 3 —6>*<y>=<0>=(x 3y —6Z>=<0>=> {x+3y—6z=0
21 1 z 0 2x y z 0 2x+y+z=0

2x+y+z=0

Dado que la primera y tercera 3cuacién son iguales tendre {x +3y—62=0

tendré 2 ecuaciones con tres incognitas. Para resolverlo doy a una el valor de un parametro

_)\_>{27\+y+z=0{y+z=—27\ I ioualacié y=—i7\—6zz
X=A= A+3y—62=0 3y_6z=_Aresovemosporlguaaaon y=—§+?
o PP W U G ST G S
zZ= 33 zZ= Z; =9z;z = 9
5\ 23\
sustituimos eny = —2A — z;y = —2A —5iY="g
X=A
_ 231
Solucidn del sistema y=- 9
5
2577

Ejercicio
Dada la funcién f(x) = x3 + x? + x se pide:
a) Calcular la ecuacion de la recta tangente a la grafica f(x) con minima pendiente
b) Calcula el area de la regién acotada comprendida entre la graficaylarectay = x;
Solucién
a) Calcular la ecuacion de la recta tangente a la grafica f(x) con minima pendiente

f)=x3+x2+x Fx) = 3x2+2x+1;

pendiente de la tangente a la curva
serd un minimo o un maximo en f”(x) = 6x + 2;
1 . )
igualamos a 0; 6x+2=0;x=—§ [f0) = 2% +x7 +x
La pendiente de la recta tangente en x = — 3 I
1 1
se halla sutituyendo en f'(x) = 3x?>+2x+1=m; .
(%) 3( 1)2+2( 1)+1 3ei 2y — ! *
= = —_— > = *—— — r 5
me 3 3 973
_3.6,9.6_ 2 2
T9 99 9 3™M"3
1 7
Hallamos el valorde y = f(x) = x3 + x? + x en el punto x = 3>V = o5

Ecuaciondelarectay —yo = m * (x — xg) =>

( 7) 2 ( 1) + 7 2 +2 2 + 1 0
y 27) =3 \% 3) )Y T TN T Y T3 Ty T

b) Calcula el 4rea de la regién acotada comprendida entre la graficaylarectay = x;
Para calcular el area hallamos los puntos de corte de larectay = xy la curva f(x) = x3 + x? + x
sustituimos el valordey = xenf(x) =y =x3 +x2 +x=>x=x3+x2 + x50 = x3 + xZ:

Puntos de corte x> + x? = x*(x + 1) = 0; {xx_=_01

0 [x4 x3]0 B Gt D Gt D S W

0
Area=f (x3+x2+x—x)dx=f
-1

3 2d=__
Rl ey | 7 T3 473712

i =
rea—lzu
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3.

Ejercicio
Seanlosplanos iy =x; my:y=x+1; m3iz=—1; my:z = 1;

a) Compruebe que son paralelos los planos ;y y m,; y los planos 3 y my

b) Compruebe que los planos 7, y 7, son perpendiculare a los planos 3 y 1,

¢) Hallar una recta que sea paralela alos 4 planos y pase por el punto (1,0,2)

d) Hallar los planos perpendiculares a m; ,m,, m3 ¥y T4 que cumpan que el volumen
del paralelepipedo comprendido entre los seis planos sea 1;

Soluciéon

a) Compruebe que son paralelos los planos m;y y m,; y los planos 3 y my

Dos planos son paralelos si sus vectores normales son paralelos

{ Ty =xy—x=0; m(—l,l,O)

N Dado que Vn,, = Vn, los planos son paralelos
My =x+1Ly—x—1=0; Vn,, (-1,1,0) m 2

m3:z=-1z+1=0; Vng, (0,0,1) -
Dado que Vn,, =Vng, losplanos sonparalelos

m:z=12—1=0; Vng, (0,0,1)

b) Compruebe que los planos 7, y 7, son perpendiculare a los planos 73 y 1,

Dado que m; y myson paralelos y T3 y myson paralleos, para ver si iy y 7, son perpendiculare a los
planos m3 y m,, compruebo si son perpendiculares los planos 1,y m3

Dos planos son perpendiculares si lo son sus vectores directores.,

Dos vectores son perpendiculares si su producto escalar es 0 => Wn; (-1,1,0) = Wn; (0,0,1)
Wm * an = —-1%0+1%0+0+1=0Porlo quelos planos m;y 3 son perpendiculares

Se cumple que los planos ; y 7, son perpendiculare a los planos 73 y m,

c) Hallar una recta que sea paralela alos 4 planos y pase por el punto (1,0,2)
Para que una recta que sea paralela alos 4 planos su vector director a de ser perpendicular a los

vectores normales de los planos

Vny, (—1,1,0) |tk .
N suvector director V, = |—-1 1 0|=i+j=>V,(1,10)
\/n.‘-[3 (0,0,1) 0 0 1

Vr(1,1,0)

Una recta viene definida por su vector director y un punto de la misma {P(l 0.2 =

y=11+0;7r:y y=21 /

x=11+1 x=1+1
T
z=01+2 z=2 Ty

e P L = ——
d) Hallar los planos perpendicularesa m ,m,, T3 y 4 5
que cumpan que el volumen del paralelepipedo 4

e s

comprendido entre los seis planos sea 1; /,

Ty

El plano m5 y mg serd perpendicularam, y m3y

I
I
alos planos 1, y m, / Ty !
]
Los planos buscados tendran un vector normal 3

igual al vector director de la recta perpendicular /

a los cuatro planos
Vi(1,1,0) => mg:x+y+0=Dyms =x+y—D;y
mg:x+y+0=Dy; mg:x+y—D, =0;
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e Ladistancia entre planos m5 y mg dado que son paralelos,
Calculamos la distancia de un punto de 75 al plano g
Un punto de s: w5 = x +y — D; = 0; tenemos una ecuacion con dos incognitas grado de libertad uno;
doy valores a x ejemplo x = 0; => y = D, Un punto sera Py, (0,D;,0).
|Axy + Byy + Czy + D|
Distancia de Py, a mg = [1+0+1-Ds +0+0- Dl = lDl_DZl;
1210 V2

e Distancia entre los planos m:y —x =0y m:y—x—1=0;

distanciade (P al) =

Hallo un puntodem;:y —x = 0;parax = 0 =>y = 0; P, (0,0,0)
. . [0-0-1] -1 1
Distanciade Py, a m, = = =

JZECDZr02 V2 V2

e Distancia entre los planosmz:z+1=0ymy:z—1 = 0;

Hallo un puntodemz:z+1 = 0;z = —1; P, (0,0,—1)

Distancia de P _|0—0+1*(—1)—1|_|—2|_2_
istancia de P, a m, = 7z =] =2
. ID; =D, 1
Volumen del paralelepipedo = x—x2=1,=>D; —D,=1;,D;, = D, + 1;

V2 2
mMs:x+y—D; =0
Mg:X+y—D, =0

ms:x+y— (D +1)=0

sustltuyo{ Tgix+y— Dz =0

Los planos seran {

ms:x+y—(0+1)=0_ {1T5:X+y—1=0
Mg:x+y—0=0 ' Me:X+y=0

Unos planos pueden ser para D, = 0; => {
Ejercicio

En los juegos de rol, cada vez que se lanza un ataque este puede resultar en golpe critico o no.

a) En cierto juego de rol, para determinar si un ataque es critico o no, se tira una moneda.

Si se obtiene una cruz, el ataque no sera critico. Por el contra, si se obtiene una cara, entoces

se lanza un dado de 10 caras numeradas del 1 al 10.Solo en el caso de que tambien se obtenga

una puntuacién mayor o igual a 9 en el dado el ataque es critico. En caso contrario el ataque no

sera critico. Calcular la probabilidad de que de entre 5 ataques lanzados, se obtengan 3 o menos
golpes criticos.

b) En otro juego de rol se sabe que la probabilidad de ataque critico es del 20%. Aproximando
mediante una distribucién normal, calcule la probabilidad de que , de entre 100 ataque, se obtengan

no menos de 15 y no mas de 25 golpes criticos,

Lanza el dado

Solucién P de que salga <9
a) Probabilida de que el golpe sea critico: ataque no critico
b 8/10
Probabilidad d iti 1.2 ! 0,1
robabilidad de que sea citico = - —=—=10,1;
q 2 10 10 |Lanzamientu moneda
P de que salga>=9
ataque critico
d 1 1 8 18 P. salga cara JJ——- 2/10
P de que no seacritico==+—-*—=—=10,9
d 272710 20 1/2
P salga cruz ————— M Ataque na critico
1/2
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Distribucién binomial : Aplicamos la férmula de la aplicacién binomial P(X = k) = (1’\(’) pk gk

P(X=Kk) = (I,Z) phqr"

Se obtangan 3 o menos ataque criticos : se puede obtener 0,1,2 o 3 ataques criticos

P(X=0) = ((5)) 0,10 % 0,96-0 = ((5)) 0,10 0,95 = ﬁ 0,190,905 =1%1+%0,59 = 0,59
PX=1)= (i) 0,110,961 = (i) 0,11 % 0,9* = rl_nt 0,11%0,9% = 5% 0,1 % 0,6561 = 0,328
P(X=2)= (g) 0,12 %0,9672) = (g) 0,12%0,9% = ﬁ 0,12 % 0,93 = 10 * 0,01 0,729 = 0,0729
P(X=3)= @ 0,13 % 0,96-3) = @ 0,13 % 0,92 = % 0,13 0,92 = 10 * 0,001 + 0,81 = 0,0081

P de que obtangan 3 o menos ataque criticos = 0,59 + 0,328 + 0,0729 + 0,0081 = 0,999 = 99,9%

b) Probabilidad de que en 100 ataques se obtengan => 15y < 25
Pasamos (p es la media y o es la desviacion tipica) ; en otra Z que siga una distribuccion N(0,1)

. X—pu
aplicando la formulaZ = ——

Lamedia p=n#*p =100 * 0,20 = 20;

Lavarianza o> =n*p=*q= 100 * 0,20 =« 0,80 = 16;

o es la desviacion tipica = VLavarianza o2 = V16 = 4

La probabilidad de que los ataque criticos estén P(15 < X < 25)

Aplicamos la correccion y consideramos el intervalo [14,5,25,5]

14,5 - 20
Para X =14,5; Z;_ N 2 ~ —1,375
Estandarizamos valores, 255 _ 20 ; P(—1,375<7Z < 1,375
Para X = 25,5; Z;- 'T ~ 1,375

Comprobamos en la tabla de distribuccion normal standard

P(-1375<Z)=1-0,9147 = 0,0853
P(Z <1,375) = 0,9147;
P(—1,375 < Z < 1,375) = 0,9147 — (0,0853) = 0,8294;

Ejercicio
Un dietista veterinario ha establecido la alimentacion diaria (en terminos de grasas, carbonohidratos
y proteinas de un quebrantahuesos pirenaico que se ha recogido en el hogar de recuperacién de fauna
Se sabe que el quebrantahuesos necesita 500 gr de alimento al dia y que necesita 2500Kcal. Tambien
se sabe que cada gr de grasa proporcinoa 9kcal, cada gramo de carbohidratos 4 Kcal y cada gr de
proteinas 4 Kcal. Debido a que el ave ha llegado en un estado de debilidad , el veterinario estima que
el consumo de carbohidratos debe ser de 40gr mas del doble de proteinas. Determinas la cantidad de

Kcal diarias que obtendra el quebrantahuesos procedentes de grasas, de carbohidratos y de proteinas

6(30)



6.

Solucién

Alimento para el gebrantahuesos
Grasas Carbohidratos Proteinas TOTAL
Gramos X y z 500
K calorias x*9 y*4 %4 2500
Dieta recomendada 100 g / 900Kcal 280 g/ 1120Kcal 120 /480 Kcal 500g / 2500Kcal

Datos del enunciado

X+Y+Z =500
9X + 4Y + 4Z = 2500; sustituimos Y {
Y =40+ 27

{ X =460 — 3Z;

Sustituimos => 9(460 — 3Z) + 12Z = 2340;

X+ (40+22)+Z =500 { X +3Z =460;

9X + 4(40 + 2Z) + 4Z = 2500;

15Z = 1800;Z = 120gr;

Sustituimos en X = 460 — 3Z => X = 460 — 3(120) = 103; X = 100gr;
Sustituimosen X+ Y +Z =500 => 100 + Y + 120 = 500; Y = 280 gr

Ejercicio
[x% —x—2]

Dada la funcién f(x) = ————
ada la funcion f(x) o1

se pide

a) Hallar si existen las asintotas de la grafica f(x)

9X + 127 = 2340;

b) Estudiar los intervalors de crecimiento y decrecimiento y calcular si existe sus extremos relativos

Solucién
x?—x—2
f(x) =

x24+2x+1"
f(x) =

-(x2-x-2)

(g2 X X2
|x2_X_2|_if(X)_x2+2x+1
x?2+2x+1

a) Hallar si existen las asintotas de la grafica f(x)

Asintota vertical : Estard en el punto donde el denomimador sea 0;

|[x2 —x—2

f(X)_x2+2x+1
_—24V27—4x1+1 240
= 2+ 1 TT2e1

)

Hallamos el limite de la funcién cuando x —» —1;

el denominador se hace 0 para X2 +2x+1=0;

lim Lm " = (CDF -~ (D) — 2] = Mindeterminado
x->-1x2+2x+1 (-1)?+4+2(-1)+1 0
factori lim =X =2l
actorizamos lim 2121
[+ D(x=2)] = [(x=2)] -3

T x+ D+ D) o1 (x+1) 0

Habra una asintota vertical en x = —1;

Asintota Horizontal :
Hallamos los limites de la funcion f(x)
cuando X —» +o0;

[x*—x—2|
x24+2x+1"
|(—o0)? = (~00) — 2| _ o]

i 100 =

(o2 +2(-0)+1 o

— indeterminado

l
\
—

o
|
L=}

5=]
'

=
'

=

iy
fa=]

- rx—2

| 4x—|
x2 +|2x

G|

(t e
_{ T x2 +H2x 4
¢ S

e

rs
L==]

7(30)
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x? x 2| | 1 2

x2 x2 x2 . Tx x2l 1
hmwf(x)= T or 1 —Xginwf(x)— 326 xl —1—1,

xZ T xZ X2 T3t

hay una asintota horizontaleny = 1;

Como hay asintota Horizontal no puede haber asintota oblicua

b) Estudiar los intervalors de crecimiento y decrecimiento y calcular si existe sus extremos relativos

x2—x—2
f(x) = ﬁ; analizamos el signo en el valor absoluto => x2—x—2=0;
vale0enx=—-1yx =2

x € (=00, —1)U (2,0) para x? —x — 2 > 0;
xe(=1,2)parax? —x—2<0;porloque [x? —x—2|=—-(x?>—-x—-2)= —x>+x+2

( X2 —x—2
f(x) = ———— parax e (—o0,—1)U (2,) parax> —x—2 >0

. 242x+1
funcion a trozos X"+
i —(x*=x—=2) —x"+x+2

fi = =
) x2+2x+1 x2+4+2x+1

Hallamos la derivada en cada tramo

xe (—1,2) parax? —x—2 <0

] _xt-x-2 . L Q@r-D+ 2+ 1) - @x+ 2 —x—2)
(X)_x2+2x+1_> G0 = o+ 2x + 1)°
@ -DE+HDE+D - x+2)(x+ D(x—2)  Cx—-Dx+1) - Cx+2)(x—2)
B ((x + 1)2)2 B (x+ 1)3
, 2x2+x—1—-2x*+2x+4 3x+3 3
fx) = ( 3 = 3= 2
x+1) (x+1)° (x+1)
C=xP4x+2 o (2 + DO+ 20+ 1) — 2+ 2)(—x" +x+2)
f(X)_XZ‘I‘ZX'i'l_>f(X)_ (xz+2x+1)2
(2x+ D+ D+ D) - @x+2)(=x2+x+2) (“2x+ D+ Dx+1) - 2(x+ D(—x* +x+2)
((x + 1)2)2 - (x + 1)*
o (F2x+ D+ 1) - 2(-x*+x+2) —-3x-3 -3
fx = (x +1)3 T+ (x+ D)2
3
v _ v, _ 2 _ _
f(X)_—(x+1)2 parax € (—oo,—1)U (2,0) parax®* —x—2>0

f(x)

-3
=m para xe (—1,2) parax®> - x—2<0

Intervalos de crecimiento o decrecimiento

3
f'(x) = W parax € (—oo, —1)U (2, o) La funcidn es creciente

f'(x) = B para x € (—1,2) La funci6n es decreciente

-3
x+1
Podria haber un maximo o minimoenx = -1y x = 2;

En x = —1 no puede ser mamximo o minimo porque hay una asintota. La funcion no es continua

Enx = 2 => f(2) = 0; por lo que en x = 2 hay un minimo relativo

8(30)



7.

Ejercicio
x—1 y z+42

Dadas | t: = ==
adas lasrectas r 3 1 =

yLosplanosm:x+2y+2z—1=0y w:2x+2y+z+4 =0;

se pide:

a) Comprobar que los planos 1y u se cortan.Hallar el angulo que forman

b)Estudiar la posicién relativa de r y m y angulo que forman. Halla si es posible el punto de corte.
c) Hallar los puntos de la recta r que equidistan de los planos ty p

Solucién

a) Comprobar que los planos 1y u se cortan.Hallar el angulo que forman

mx+2y+2z—1=0; Vng(1,2,2) . L 1 2 2
— Comprobamos si son paralelos o coincidentes - # = # —
w2x+2y+z+4=0; Vn,(2,2,1) 2 21

Al no ser paralelos ni cooncidentes se cortan.
El angulo que forman los planos es igual al angulo que forman sus vectores normales

Aplicando el producto escalar:

Cos (V) | Vng = Vn,, | [1%2+2%24+2*1] 18] 8
0s n; ,Vn,) = — — = = =—
M A % Vn, | WVIZF 274 22|« W22+ 22+ 17 V9|« V9| 9
, 8
arco Cos (Vn1T ,Vnu) = arc cos§ = 3,032

Los planos forman un angulo de 3,03°

b)Estudiar la posicién relativa de r y m . Halla si es posible el punto de corte.

x—1 y z+2 {P(I,O,—Z) {X=3/1+1:

= == o3 =4
=371 vd,eL-n{, 2 0,

El angulo que forman los planos es igual al complementario

del angulo que que forman el vector normal del plano y el

vector director de la recta

__y Vn, = Vd,
Sen 3 = Cos o = Cos (Vnn ,Vdr) =M=
[var| « [Vt
[1%342%1+2%(—1) 3] 3 1

- [V1Z+22 +27 | «|\/32 + 12 + (-1)?] Vo[« W] 3+vil 11

1
arc sen 3 = arc senﬁ =5,216°

larectary el plano m forman un angulo de 5,2162

Punto de corte de la recta y el plano: Al cortarse, tendran un punto en comtn

x=31+1;
Sustituimos en el plano m:x + 2y + 2z — 1 = 0 los valores de la rectalar y=2
z=—-A-2

4
BA+1)+2%2+2(-2=2)=1=0;30+1+21-2-4-1=0;31~4=0;2=3

4
(x =3 *3 +1;
4 4 4 10
Hallamos el punto de r para A = 3 y = 3 Punto de corte (5,5, = ?)
i
z=-3-2
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¢) Hallar los puntos de la recta r que equidistan de los planosty p

Ax{ +By{+Cz;+ D
distancia de (P al)=| ! Y1 L !

VAZ + B% + (*
x=3A+1;
Tomamos un punto generico de larecta P = y =27 ycalculamos la distancia
z=-A—-2
3A+1)+2xA+2(-2—-2)—-1 3A—-4 32—-4
distancia de (P an)=|( ) ( ) |=| |=| !
V1% + 2% + 22 Vo 3
. . 2GA+ D)+ 22+ (—A—2)+4| [7A+4] |72+ 4]
distanciade (P ap) = = =
V22422412 \9 3

Dado que la distancia ha de ser la misma tendremos

[3x—4| |71+ 4]
> = ;4

Para valores + de los valores absolutos = 3 3 A=—-8A=-2;
Xx=3\+1; x=3(-2)+1; (x=-5;
Sustituimos A = —2enP = { y=A => y=(-2) {y =-2;P(-5,-2,0)
z=-\—2 z=—(-2)—2\1z=0
—-3X+4 7)A+4
Para valor — de uno de los valores absolutos => — = 3 ;—4A=0;1=0;
X =3\+1; x=30)+1 (x=1;
Sustituimos?\=0enP={ y=A2 => y = (0) {y:O ;P(1,0,—-2)
z=-A—-2 z=—(0)-2\z=-2

Ejercicio
Siete de cada 20 personas que entran en cierta joyeria acaban comprando algun articulo. El 75% de las
personas que se marchan sin comprar nada tienen menos de 50 afios. E1 80% de las personas que
hacen alguna compra tienen al menos 50 afios. Entra un cliente en la joyeria. Se pide:
a) Calcular la probabilidad de que sea menos de 50 afos
b) Sabiendo que tien como minimo 50 afios, hallar la probabilidad de que salga de la tiendasin haber

comprado nada

Solucién
a) Calcular la probabilidad de que sea Edad
menos de 50 afios menos de 50 afios
; 20%
P < 50afios = 0,35 * 0,20 + 0,65 * 0,75 e
= 0,07 + 0,4875 = 0,5575;P = 55,75% |Entra en la tienda
b) Sabiendo que tien como minimo 50 e de 50 aiice
Pd e
afios, hallar la probabilidad de que salga T it
) ) 7/20=35%
de la tiendasin haber comprado nada menosde i atos
Probabilidad condicionada, es la posibilidad P de que no compre N 75%
de que ocurra un suceso al que 13/20 =65%

denominamos A, como consecuencia de que

haya tenido lugar otro evento llamado B;

mas de 50 afios

P(ANB) - 25%

P(A|B) =

P(B)
P(ANB) P de que no compre = 0,65
P(B) > de 50 afios = 0,35 * 0,8 + 0,65 * 0,25 = 0,28 + 0,1625 = 0,4425

0,25+ 0,65 0,1625

PUIB) = —52325 = 04425

= 0,3672 ;P =36,72%
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2 Examen 2023 B

1. Ejercicio

Dadas las matrices A = (_21 é g) yB= (ll) 2),se pide

a) Calcular el determinante de A*A

b) Calcular el rango de BA en funcion de b
c) Calcular B~'parab = 2;

d) Parab = 1, calcular B®

Solucién

a) Calcular el determinante de A*A

2 -1
A3y = (_21 (1) (2)) => A'(Matriz transpuesta de A) = A’ (3,5 ((1) (2) )

2 -1 2 1 0 44+1 24+0 0-—-2
At*A=At(3*2) 1 0 *A(2*3)=(_1 0 2)=AtA(3*3)= 2+0 140 040
0 2 0—-2 0+0 0+4
5 2 =2
AtA(3*3)= 2 1 0
-2 0 4
5 2 =2
|AtA(3*3)|= 2 1 0[(=20—-4-16=0;
-2 0 4

b) Calcular el rango de BA en funcion de b

b 0 2 1 0)_ 2b+0 b+0 0+0)_ 2b
By (1 b) * A (_1 0 2) = BAaas ( 2-b 1+0 0+ 2) =BAes (2 -b
BA(2.3) (Zz—bb 11) (2)) Elrango de la matriz serd < 2;

(2, J)=2b-20+p2=0=>b=0
. 2b 0\ _ 0 _ Q.
Busco matrices de rango 2 (2 _p 2) =4b—-0=>b=0;

(11’ g)=2b—0=>b=0;

BA(2.3) (Zz—bb tl) (2)) El rango es 2 parab # 0;y rango 1 parab = 0;

c) Calcular B~'parab = 2;

B= (I{ 2) Parab =2 => @ g)

A*)t
La matriz Inversa A™1 = (|A|) ;

A* = Determinante de la matriz; (A*)' = Matriz transpuesta de la adjunta

|B| determinante de B = 4;

B* adjunta de B (i (2)) = (g _21)

(B*)*Matriz transpuesta de la adjunta = (_21 g)

2 0 2
ey (53 (3
|B| => B 1 — 14 2 — 4

La matriz InversaB = B™! =

BN O
o~]
B
|
[ERN
N| = O

1
4
11(30)



d) Parab = 1, calcular B>;

Parab=1;B(i 2).

(06 961 D=0 )
2= -0 )

5=(5 1)

(; (1)) esto sigue una secuencia por lo que

Ejercicio
Un equipo de ingenieros realiza pruebas de consumo de un nuevo vehiculo hibrido. El gasto en litros de
combustible por 100km en funcién de la velocidad, medida en decenas de kildémetros por hora es
5—1] si0sv<3

c(v) 2
14—4v+?siv23

km
a) Si en la primera prueba el vehiculo tiene que circular a mas de 3 decenas deT .iAqué

velocidad ha de ir el vehiculo para obtener un consumo minimo?
b) Si en otra prueba el vehiculo debe circular a una velocidad v tal que 1 < v < 8, ; Cudles seran
el maximo y minimo consumo posible del vehiculo?

Solucién

km
a) Si en la primera prueba el vehiculo tiene que circular a mas de 3 decenas de—.

h
¢ A qué velocidad ha de ir el vehiculo para obtener un consumo minimo?
5v |
- si0sv<3 2
c(v) 2 sicircula amasde3 =>c(v) =14 —4v + 3
14—4v+? siv=3
, 2v*3 s . .
Hallamos ¢’(v) = —4 + ; Habra un maximo o minimo en c¢’(v) = 0;
4-++2V*3—0 —36+6v_0 _36_6km
9 U7 9 VT T
. 6 . ) . km
Hallamos ¢ (v) = 3 positivo, lo que implica que habra un minimo en 6T
8 : Bz
b) Si en otra prueba el vehiculo debe circular iall F e
7 C{
auna velocidad vtal que 1 < v < 8, ; Cudles seran 14 1 4p 4 ‘T siv =3

an

el maximo y minimo consumo posible

del vehiculo?

I
Py,
N
#

Al ser una funcidn a trozos comprobamos si la

45

funcion es continua y derivableenv = 3 /

M2

Comprobamos continuida de la funcion /

Ha

f(x) en x = 3:

s =]

2 32

[ury

v
c(v)=14—4v+?;c(3)=14—4*3+?=5;

Hallo limites por la derecha e izquierda de x = 3;
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v
lim 14 —4v+ —=275;
v—3+ 3
2

v
lim 14 —4v + 3= ¢(3) = 5; La funcidn es continua en C(v) = 3;

v—3

Dad lim 2 =
ado que vlgl’?_

Comprobamos derivabilidad

5 5
= si0<v<3 = si0<v<3
c’'(v) =] 3 =
2vx3 | —-36+6v
—4 + siv=3 —— siv=>3
9 9
Hallo limites por la derecha e izquierda de v = 3;
I 5 _ 5
o33
. —36+6v —-36+18 —-36+18
lim = = =-2;
v-3*+ 9 9 9
.5 . —36+6v » .
Dado que lim = # lim ———— la funcidén no es derivable en v = 3;
V-3~ v—3+ 9

Dado que no es derivable para hallar el maximo y el minimo podemos usar el
teorema de Weierstrass o teorema del valor extremo que establece "Toda funcion
continua en un intervalo cerrado y acotado [a,blalcanza almenos un miximo

y un minimo absoluto dentro de ese intervalo "

Comprobamos el valor del consumo en los extremos del intervalo [1,8] y puntos criticos

5v
— si0<v<3

3
c(v) 2
14—4v+?siv23
5v 5
Parav=1=> c(v) = 3=3 Litros por cada 100 Km
v? 210
Parav=8=> c(v) = 14-—4v+?= 14-—4-*8+?=? Litros por cada 100 Km

2 2

\4 3
Parav=3=> c(v) = 14-—4v+?= 14-—4-*3+?= 5 Litros por cada 100 Km

v? 6> 6
Parav =6 => C(V)=14—4—V+?=14——4—*6+?=§=2 Litros por cada 100 Km

5
Consumo minimo = valor menor de los calculados§ Litros por cada 100 Km

Consumo maximo = valor mayor de los calculados 5 Litros por cada 100 Km

13(30)



3.

Ejercicio
Sea el plano m: z = 1,los puntos P(1,1,1),Q(0,0,1) y la recta r que pasa por Py Q
a) Verifique que los puntos P y Q pertenecen al plano
b) Halle una recta paralela la recta r contenida en el plano z = 0;

¢) Halle una recta que pase por P tal que su proyeccion ortogonal sobre el plano 1 sea la recta r
T
con la cual forme un angulo dleadianes

Solucién
a) Verifique que los puntos P y Q pertenecen al plano

Los puntos P(1,1,1),Q(0,0,1) pertenecen al plano pues la variable z = 1

b) Halle una recta paralela la recta r contenida en el plano z = 0;

recta r(P, — S r: =
vd, = P(1,L1) - @001 [Vd, (1,100 |V 2]

P(1,1,1) \ {X =1+ x;

. =1+y;
Vd, ey |2 ATY

Una recta n paralela a r tendra su mismo vector director;n = {
z=2z

Como ha de pertenecer al plano z = 0; implica que z = 0;

X=A+x; X=X
n: {y = A+ y como el punto (0,0,0) pertenece al plano z = 0; la recta sera n: {y =2
z=0; Z

’

¢) Halle una recta que pase por P tal que su proyeccion ortogonal sobre el plano 1 sea la recta r

T
con la cual forme un angulo dezradlanes

Como la proyeccion de la recta t sobre el plano

z=1leslarectar.

El plano z = 1 tendra un un vector normal V—n; (0,0,1) r

mz=1

P(1L11) Ve gep01)
La recta s que pasa por Q(0,0,1) y tiene un vector

director Vn—; (0,0,1) cortardalarectaten A(a,b,c)

{Q(0,0,l) [ &

=4{— s:1 ¥y=0 ElpuntoAserdaA(0,0,1+1)
Vd; (0,01)  (,Z i1
L o = P(1,1,1) _ P(1,11)
At =V, 400024+ D - PLLY VG, (-1,-1,
d; A(0,0,2+ 1) ( ) d A
s
Dado que el angulo que formaralarectarytes 7
| vdrE va; n 1,1,0) * (=1,-1,4
Cos (vdr ,vdt)=¥=> cos— = I )+ ( )
|vd,|| vd; | N | EDEE (DT A

V2 oo -1 2
—_—= = V2V 2 + 22 =4 2+ 22 =2
2 Wzl + 4 V2|2 + 27

242 =422=21=V2

x=-11+1; x=-A+1
t=<y=-11+1=Jy=-1+1

z=vV221+1 z=V221+1

P(1,1,1)

Larectat =paral=+2 {—. g
v Vd, (-1,-1,v2)
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4. Ejercicio
Sabiendo que P(A) = 0.5,P(A|B) = 0,625 y P(AUB) = 0,65 se pide calcular:
a) P(B)yP(ANB)
b) P(A|AUB)y P(A n B)|AUB)
Solucién

Probabilidad condicionada, es la posibilidad de que ocurra un suceso al que denominamos A, como
consecuencia de que haya tenido lugar otro evento llamado B;

P(ANB
P(A|B) = ;(—B))
a) P(B)y P(ANB)

P(ANB P(ANB P(ANB
P(A|B) = %; => 0,625 = E’(B) );P(B) = 5625)

Por propiedades de probabilidades sabemos que P(AUB) = P(4) + P(B) — P(ANB)
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB); P(ANB) = P(4) + P(B) — P(AUB)

P(ANB
Sustituimos; P(ANB) = 0,5 + % —0,65;0,625 P(ANB) = —0,15 = 0,625 + P(ANB)
0,375 P(ANB) = 0,09375; P(ANB) = 0,25
P(ANB) 0,25

P(B) = 0,625 P(B) = 0,625 0,4; P(B) =04
b) P(A|AUB) y P(A n B|AUB)

P(AN(AUB P(AN(AUB
P(A|AUB) = #; P(A|AUB) = M

P(AUB) P(AUB)
La interseccion de A con launionde Ay B = A;

P(AN(AUB)  P(A) _ 05

P(A|AUB) = P(AUB) ~ P(AUB) =065 0,769; P(A|AUB) = 0,76923;
P(ANB|AUB = PAANB)N(AUB) P(ANB)N(AUB) = P(ANB
(ANBIAUB = ——o— )N(AUB) = P(ANB)
P(ANB|AUB = PR O95 _ 0,384615; P(A n BJAUB = 0,384615
( |AUB = PGAUB) ~ 0,65 i P( |AUB = 0,
5. Ejercicio
—2x+y+kz=1

Dado el sistema { kx—y—z=0 Se pide:
—-y+(k—-1)z=3

a) Discriminarlo en funcién del Parametro k

b) Resolverlo para k = 3;

3
c) Resolverlo parak = Ey especificar, si es posible, una solucién particular para x = 2;

Solucién
a) Discriminarlo en funcion del Parametro k

—2x+y+kz=1
Comprobamos el rango de la matriz de coeficientes kx—y—z=0
—-y+(k—-1)z=3
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-2 1 k
k -1 -1
0 -1 (k—1)

=2k —2—k?—k?+k+2=—2k? + 3k igualamos a 0;

3
~2k? +3k =0k =0yk =5

3
Parak #0yk # 7 el Rango matriz A = rango matriz A ampliada = n2 de incognitas = 3 =>

Sistema Compatible determinado; tine una solucién A

-2 1 k 1
Estudiamos el rango de la matriz ampliada: ( k -1 -1 0)
0 -1 (k—-1) 3

-2 1 0 1 -2 1 0 1
Parak=0;(0 -1 -1 O>=(0 -1 -1 0>;

0 -1 (0-1) 3 0 -1 -1 3

1 0 1
Elrangosera<3 =|-1 -1 0|= —3+1—1= —3;como es distinto de 0; rango = 3
-1 -1 3

Parak =0 el Rango matriz A = 2; Elrango matriz A ampliada = 3; El n2 de incognitas = 3 =>

Sistema imcompatible

-2 1 k 1
Estudiamos el rango de la matriz ampliada: ( k -1 -1 0>
0 -1 (k—-1) 3

\I
N
[unN

|
[unN
———
|
N
[EnN
N W
-

313 | 3
Parak=—=;| = -— — = Z -1 = ;
2 > 1 1 0 3 1 1 0
0 1 (3 1) 3 0 1 ! 3
2 2
L 3
) 2 1 9
Elrangoserda<3 =|[-1 -1 0= —3—5—1+E = 0; rango = 2;
1
-1 - 3
2
2 3 1
2
. 3 3 27
Elrangoserd<3 =|= -1 0|= +6+-—— = 0; rango = 2;
2 4 4
0 L 3
2
-2 1 1
. 3 3 9
Elrangoserd <3 = E -1 0 =+6_E_E=0; rango = 2;
0 -1 3

Para k =% el Rango matriz A = 2; El rango matriz A ampliada = 2; El n® de incognitas = 3 => A

Sistema Compatible indeterminado : tiene infinitas soluciones

b) Resolverlo parak = 3;

—2x+y+kz=1 —2x+y+3z=1 (—2x+y+3z=1 Eq
kx—y—z=0 Parak=3=> [3x—y—z=0 {3x—y—z=0 E;
—-y+((k—-1z=3 —-y+@B-1z=3 —y+2z=3 E3=E;-—E,
—2x+y+3z=1 Fyq —2x+y+3z=1 Fy —2x+y+3z=1 2
3x—-y—z=0 F2=3F1+2F2{ 0+y+7z=3 F, {O+y+7z=3 ;Z=§=§;
—-y+2z=3 F3 0—y+2z=3 F3=F;3+F,\0+ 0+9z=6
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. 6 15 5
Sustituyyoen0+y+7z=3=>y+7+=-=3;, y=——=——;
9 9 3
Sustit 2x+y+3 1=>-2 +( 5)+3 2 1; -2 5+6 1 L
ustituyo en x+y z X 3 3 ; X 3+3 ;X 3

3
c) Resolverlo parak = Ey especificar, si es posible, una solucién particular para x = 2;

3 3
(—2x+y+—z=1 (—2x+y+—z=1
—2x+y+kz=1 3 2 | 2
Calculamos parak=-4{ kx—y—z=0 sustituimos -x—y—z=0 -x—-y—z=0
— 2 2
—-y+(k—-1)z=3 3 1

- -—1)z=3 - -z =
y+(2 )Z y+zz 3

2
Sabemos que parak = 3 el sistema es compatible e indeterminado con infintas soluciones

3 3
|(—2}\+y+§z=1 l(y+§z=1+27\
3 3
Hacemos x = A; EA—y—Z:O —y—Z:—E}\
+1 =3 +1 =3
y ZZ_ y 2z—
3 3
sumamos F{ y F; ; 0+§z—z= 1+27\—§}\;despejamos z=2+X

1 1 A
sustituimos en F3; —y+-z =3 => —y+5(2+7\) =3;y= —2+2

2 2
Xx= A N <=2
Solucion {y = —2+§; Parax=A=24{y= 1
z=2+2A Z

Ejercicio
Dadas las funciones f(x) = 2 + 2x — 2x? y g(x) = 2 — 6x + 4x2 + 2x3 se pide:
a) Estudia la derivabilidad de h(x) = |f(x)]
b) Halla el 4rea de la regién acotada porlas curvasy = f(x);y = gx)x =0y x = 2
Solucién
a) Estudia la derivabilidad de h(x) = |f(x)]

2 4+ 2x — 2x? paraf(x) > 0

(2 + 2x — 2x%) para f(x) < 0 para no trabajar con desigualdades

hGo = If9l = {

19 comprobariamos en dominio y la continuidad.
Dominio es en todo R

La funcion es continua para todo R

e

\
\
| GEL

\
\ |

\

h*d [ RS R = 4 B B N N =]

o SR ER S A TTE N I

wr
[a =)
gl

|
=
i<

9 L
o =
&)= 2+ 2k—22° ]| ° \ 3—p—1-1-49 2
[ \ =i 2
[ i \ 2
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Representamos las funciones y calculamos los puntos donde las funciones cortan al eje X

2422 -4(=2)*2 -2+v20 -242V5 145

24+2x—2x2=0;x=

2% —

2x2

2(-2) T —4 —4 )
([ —1+V5 1-+5
!X T2 T2
_—1-v5 1++5
LX -T2 T2
1-+5
i( —(2 +2x—2x?) parax < 3
La funcion a trozos quedaria 4 (2 + 2x — 2x2) parax > 1 _2\/5 <x< 1 +2\/§
145
—(2 + 2x— 2x?) parax > >
1-+5
—2+4x parax <
Derivamos las funciones { 2 — 4x para x > 1-+5 <x< 1+45
| 2 2
1445
l —2+4x parax> >
Comprobamos si la funcion es derivable en los puntos criticos
1-+5
lim__—2+4x=-2+4 = —2+2-2V5= -2V5;
x—»—l_\/g 2
z No coinciden
_ 1-+5
lim 2-4x=2-4 =2-2+2V5= 2V5;
ol=V5
2
1++5
lim _2-4x=2-4 = 2-2-2J5= —2v5;
MRER 2
z 1445 No coinciden
lim  —2+4x=-2+4 =—2+2+2V5= 2V5;
BRER 2
2
1-+v5 1445
La funcion no es derivable en x = > y X = 2
b) Halla el area de la regién acotada por las curvas
y=fx);y=gx)x=0yx=2 gx)=|2—6x+4
Hallamos los puntos de corte de las dos funciones
f(x) — g(x) => /
24 2x—2x% — (2 — 6x + 4x2 + 2x3) /
= 2+ 2x—2x%— 2+ 6x— 4x% — 2x3
- — —943 _ o2 —
f(x) —g(x) = —2x° —6x% +8x = A 5 2
x(=2x% — 6x + 8) = 0; solucionx = 0
—2x% — 6x +8 = 0; 0
6+.(—6)2—4(—2)*8 6+36+ 64 / -
X = = a0
2(=2) —4 ‘ ’( 20
( 6+v100
X=—=—
—4
6 —+v100
X = = 1

18(30)




puntos de corte:x = —4;x = 0;x = 1;

1 2
f (—2x3 — 6x? + 8x)dx + f (—2x3 — 6x? + 8x)dx =>
0 1

fl 203 — 622 4 8x)dx — 2x* 6x3+8x21_ 214 6*13+8*12_ 2 6+8_3_

[ OB e B0 = | S o) =g 3 2 4737277

2 2x* 6x°  8x?) 2x2% 6x2% 8x2?2 2x1% 6x13 8x12

—943 _ a2 g e exrp _ _(_ _

L(Zx 6x+8x)dx[4 3+2] 7 T3 ( 7 3+2>
3 19 19

:—8—5:—7u2 comoessuvalorabsoluto=7u2

A ttl—3+19—22—112

reatotal = o +—=—-=1lu

Ejercicio

Dadoelplanom:x+ 3y +2z+ 14 =0ylarectar = {);iZS Se pide:

a) Hallar el punto del plano mas préximo al origen de coordenadas

b) Calcular la proyeccion del eje OZ sobre el plano .

¢) Hallar la recta con direccidn perpendicular a r, que esté contenida en Ty que corte al eje OZ
Solucién

a) Hallar el punto del plano mas préximo al origen de coordenadas

mx+ 3y + 22+ 14 = 0; Vn, = (1,3,2)

. P(000) (¥4
Calculamos una recta t perpendicular al plano y que pase por 0(0,0,0){ —- it =
Vd, (1,3,2)
El punto de intersecién de esta recta t y el plano m serd ;
sustituimos los valores de la recta en el plano; m:x + 3y + 2z + 14 = 0 =>

A+3BD)+20QN) +14=0;141+ 14 =0; 1 = —1;

x=-1;
Punto mas préximo {y =-3 P(—1,-3,-2)
z=-=2

b) Calcular la proyeccién del eje OZ sobre el plano .

x = 0;
Recta 0Z = {y = 0; tomamos dos puntos de 0OZ ejemplo A(0,0,0) y B(0,0,1)
z=X

La proyeccién de OZ seran puntos de OZ contenidos en recta perpendiculares a m:
Xx+3y+2z+14=0; Vn, = (1,3,2);

Para el punto A(0,0,0)es el punto proyectado serd el calculado anteriormente Punto mas préximo

x =-1;
{y = -3 P(-1,-3,-2); A(-1,-3,-2)

z=-2
. B(0,0,1)
Para el punto B(0,0,1)hallamos la recta perpendicular al plano y que pase por B; v (13.2) ;
t 9y

x =14
s= { y = 31 El punto de interseccion con el plano se halla sustituyendosenm:x + 3y + 2z + 14 = 0
z=21+1
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x =-2; X =—2;
A+3/1+2(2/1+1)+14=O;8/1+16=0;/1=—2;B'={ y=—6 = {y=—6 B'(—2,-6,-3)
z=—-4+1 z=-3

La proyeccién de OZ seré la recta que pasa por A (—1,—3,—2) y B'( —2,—6,-3)

P(-1,-3,-2) P(-1,-3,-2) » 2= ==
Vd, B’ : o7 Proyeccién de 0Z ={y = —31 — 3
thB (_2'_6'_3) -4 (_1’_3'_2) th(_lr _3r_1) zZ=—-A—2

¢) Hallar la recta con direccién perpendicular a r, que esté contenida en my que corte al eje OZ

La recta que corta al eje OZ, coincidira en un punto en el eje

X = 0;
Larecta OZ = [y = 0 Larectatque corte al eje OZ lo hara en un punto (0,0, a)
Z=2

Dado que la recta t ha de estar contenida en el plano T el punto (0,0, a)tambien pertenecera al plano
mx+3y+2z+14=0;=>0+3%0+2+a+ 14 =0;a = —7; Larectatcortaal eje OZ en (0,0,—7)
_fx=2. _[*T%  _ (Vd@ (010
= =5 T P TR0 208
z=5 20,
La recta t es perpendicularalarectar ;

Como la recta t esta contenida en el plano tambien serd perpendicular al vector normal de plano

el vector V—)dt es perpendicur a los vectores Vd, y Vn,

{ Wﬂ perpendicular a Vd’t)
V—dt) es perpendicular al Vn,

— X y z

— — . (Vd, (01,0) — — —

Vd; = producto vecorial de Vd, x Vn {_r,( 1,0) ; VdexVn, =[0 1 0f=2i—k;Vd, = (2,0,—1);
Vng (1,3,2) 1 3 2

— ; y=0
Vd; (2,0,—1) —_p-7

N { POO.-7) E{ =

Z
Ejercicio

El 65% de los universitarios de 18 afios que intentan superar el exdmen practico de conducir

lo consiguen a la primera. Se escogen al azar 10 universitarios de 18 afios que ya han superado

el examen practico de conducir y se pide:

a) Calcular la probabilidad de que exactamente 3 de ellos necesitaran mas de un intento para

superar el exdmen practico de conducir.

b) Calcular la probabilidad de que alguno de ellos haya necesitado méas de un intento para

superar el examen practico de conducir.

¢) Aproximando por una distribucién normal, determina la probabilidad de que ,dados 60 de estos

universitarios , como minimo la mitad superase el exdmen practico de conducir

Solucién

a) Calcular la probabilidad de que exactamente 3 de ellos necesitaran mas de un intento para

superar el exdmen practico de conducir

Aplicamos la férmula de la aplicacién binomial P(X = k) = (1]\(,) pk q™7k;
(10 . ooy _ 100 . ,_10+9+8

Px=7)=( , ) (0,65)7 (0,35) 70—y (065)7 (035)° = ———

P(X =7) =120+ 0,049 % 0,043 = 0,2521; 25,21,3%
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b) Calcular la probabilidad de que alguno de ellos haya necesitado mas de un intento para
superar el examen practico de conducir

Probabilidad de que ninguno de ellos haya necesitado mas de un intento

10 B 10!
Px=0) = 0 ) (0,65)° (0,35)107° = oTcio oy (©65)'° (0.35)° = 1(0,65)"° (0,35)° = 001346

Probabilidad de que alguno de ellos haya necesitado mas de un intento = 1 — 0,01346 = 0,9865

¢) Aproximando por una distribucién normal, determina la probabilidad de que ,dados 60 de estos
universitarios , como minimo la mitad superase el exdmen practico de conducir
Pasamos (i es la media y o es la desviacion tipica) ; en otra Z que siga una distribuccion N(0,1)

. X—pu
aplicando la formulaZ = ——

Lamedia p=n#*p =60 * 0,65 = 39;
Lavarianza o> =n=*p=*q= 60+ 0,65 * 0,35 = 13,65;

o es la desviacion tipica = VLavarianza 0% = /13,65 = 3,69459

Se busca P(X = 30) Aplicamos la correccion y consideramos P(X) > 29,5
z=X"¥ B0 o
T o 7 369459 7

P(Z = —2,571) = P(Z < 2,571); calculamos en la tabla 2,57 =~ 0,9949
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3 Examen 2023 C

1.

Ejercicio
En una obra, para transportar la tierra extraida para la construccién de los cimientos de un edificio
se usan tres tipos de camiones diferentes : A, B, C . Los camiones de tipo A tienen una

capacidad de 14 toneladas, los de tipo, 24 toneladas y los de tipo C 28 toneladas. Habria que

traer un camién mas del tipo A para igualar el numero de camiones restantes. E1 10% de la
capacidad de todos los camiones tipo B suponen un septimo de la de mayor tonelaje. Hoy, realizando
un Unico viaje cada camién a maxima capacidad , se ha extraido de la obra 302 toneladas de tierra.

¢ Cuata tierra ha sido transportada hoy por los camiones de cada tipo?

Solucién
Camiones
A B C TOTAL
Capcidad 14 Toneladas 24T 28T 45T
N2 de camiones| x= 7camiones | y=5 camiones | z=3 camiones 15

Datos del problema
Habria traer un camién mas del tipo A para igualar el numero de camiones restantes. (x + 1 =y + z;

El1 10% de la capacidad de todos los camiones tipo B suponen un septimo de la de mayor
1
tonelaje 10%y * 24 = 7 * 28

Hoy, realizando un tnico viaje cada camion a maxima capacidad , se ha extraido de la

obra 302 toneladas de tierra.x * 14 + y * 24 +z * 28 = 302

xt+1l=y+z x—y—z=-1
1 =
Datos del problema 10%y*24 =—-z+28 [ 24y =4z
7 14x + 24y + 28z = 302

x*14+yx*24+7z+28 =302
x—y—0,6y=-1

Despejamos z de la segunda z = 0,6y sustipuimos en las otra {14x + 24y + 28(0,6y) = 302

x=16y—1

x—16y=-1 _302—40,8y _
{14x + 40,8y = 302 {x _ 302—-408y 16y—1= — 1z 22,4y — 14 = 302 — 40,8y
14

_302+14 —c . tino B -

=632 ;¥ = 5 camiones tipo B ;
Sustituimosenx =1,6y—1=>x=1,6 5 — 1;Xx = 7 camiones tipo A
Sutituimosenx—y—z=—-1=>7—-5—z = —1;z = 3 camiones tipo C

Ejercicio

Dada la funcién f(x) = W se pide:
a) Estudiar si es par o impar

b) Estudiar su derivabilidad en x = 1;

¢) Estudiar extremos relativos y absolutos

Solucion
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a) Estudiar si es par o impar

Simetria Par:

Una funcién presenta simetria par si f(x) = f(—x).La funcion es simetrica respcecto al eje Y
f(x) = f(—x); f(x) = m = f(—x) = m es igual simetrfa par

Simetria Impar: Una funcién presenta simetria impar si — f(x) = f(—x).

La funcion es simetrica respecto al origen

—f(x) = f(—x); — f(x) = = (x2 — 1)2 # f(—x) = i/ (—=x2 — 1)2 no presenta simetria impar

b) Estudiar su derivabilidad en x = 1;

Comprobamos si es continua en x = 1;

fx) = Yx2=1)2Parax=1=> fx) = Yy(x2-1)2=0

Hallo limites por la derecha e izquierda de x = 1;

lim Vx2—-1)2=0;
X—
lim, Y2 -1)2=0;
X—

Dado que lir?_ V&2 —1)2= lir{lJr Y (x2 —1)2 = f(1) = 0 la funcién es continua en x = 1;
X— X—

Comprobamos derivabilidad

{2( 2 1)‘% 2 i >1
=(x* = *2X = —————— parax =
f’(x)!3 3« Y(x2-1)
2 1 4
L—(xz—l)_§*2x=3—xparax<1
3 3x Jy(x2-1)

Hallo limites por la derecha e izquierda de x = 1;

) 4x \ | 2
Y ey B
3x Jy(x2-1)
. 4x f(x) = 3\-"'[.1‘2—1]2
lim ———— = oo;

=13 % /(x2 - 1)

La funcion no es derivable enx = 1;

Damos valores a x y creamos la grafica I . -\ .

¢) Estudiar extremos relativos y absolutos
4x
f'(x) = ————== 0;4x = 0;x = 0; presentar4 un méximo o minimo en x = 0;
3x Y(x2—1)
4x
f(x) = —————=noestddefinidaenx=1yx=—1;
3% J(x2—1)
Los puntos criticos seran x = —1,x = 0 y x = 1; Estudiar extrem
(=%,-1) =D (=1,0) 0 (0,1 1 (1,00)
X -2 -0,5 0,5 2
f'(x) - 0 + 0 - o +
En x = —1; la funcién pasa de decreciente a creciente. Habra un minimo absoluto

En x = 0; la funcién pasa de creciente a decreciente.
Habra un maximo relativo pues la fucion crece indefinidamente

En x = 1; la funcién pasa de decreciente a creciente. Habra un minimo absoluto
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3. Ejercicio
Sean los puntos A(1,—-2,3),B(0,2,-1) y C(2,1,0) se pide:
a) Comprobar que forman un tridngulo y hallar una ecuacién del plano que los contiene
b) Calcular el corte de la recta que pasa por Ay B con el plano z = 1;
¢) Determinar el perimetro del triangulo
Solucién
AB = B(0,2,-1) — A(1,-2,3) = (—1,4,—4)
AC =C(21,0)—A(1,-23) = (1,3,-3)

Los vectores A_ﬁ(—1,4, —4)y R( 1,3, —3) no son proporcionales no estan alineados

_ . i j k
y por otro lado AB(—1,4,—4) x AC(1,3,-3)|-1 4 —4|=—12i—4j—3k—4k+ 12i—3j
1 3 -3

=0-7j—7k=(0,—-7,-7) %0

El plano que los contiene tendra como vector normal W; 0,-7,-7)
mn=0x—-7y—7z+D=0;

podemos usar uno de lospuntos C ( 2,1,0) que tambien perteneceran al plano
Sustituimost=0x—7y—7z2+D=0=>0%x2-7%1-7x0+D=0;D =7,
m—=7y—72+7=0,y+z—-1=0;

b) Calcular el corte de la recta que pasa por Ay B con el plano z = 1;
Cualquier punto del plano z = 1 serd de la forma (a,b, 1)

. X =—-A
AB = |Vdr (-14,-4) ) y=4r+2
- P (02,-1 |z=-4A-1

Para hallar el punto de corte con Z = 1; sustituimos los valores en la ecuacionz = 1; —4A -1 = 1;

( 1

X:—
A= = LBl punto de corte ser4 para A = 1! 6:& 01
= —; = — 7 El punto de corte seré para A = — 321:2,(2..)

c) Determinar el perimetro del triangulo

Longitud AB(—1,4, —4) = |ﬁ| = JCDZ+42+ (-4)2= V33
Longitud AC(1,3,-3) = |R| = JZ+32+(=3)2= V19
Vector BC = C (2,1,0) — B(0,2,—1) = (2,-1,1)

Longitud BC(2,—1,1) = [BC| = 22+ (-1)? + 12 = V6
Perimetro del triangulo = V33 + V19 + V6

4. Ejercicio
Se tiene un suceso A de probabilidad P(A) = 0,3.
a) Un suceso B de probabilidad P(B) = 0.5 es independiente de A. Calcular P(AUB)
b) Otro suceso C cumple P(C|A) = 0,5. Determinar P(A n C)
c) Si se tiene otro suceso D tal que P(A|D) = 0,2 y P(D|A) = 0,5. Calcular P(D)

Solucion
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a) Un suceso B de probabilidad P(B) = 0.5 es independiente de A. Calcular P(AUB)
P(AUB) = P(A) + P(B) = P(ANB); P(ANB) =P(A4) * P(B)

P(AUB) =0,3+0,5—-0,3%0,5=0,65;

b) Otro suceso C cumple P(C|A) = 0,5. Determinar P(A n ()

P(CNA)
P(4)

P(ANC) =P(4) «P(C)=0,15=0,3* P(C);P(C) = 0,5=>P(C) =0,5

P(ANC) =03+0,5=0,15

b) Sise tiene otro suceso D tal que P(A|D) = 0,2 y P(D|A) = 0,5. Calcular P(D)

P(DNA)
P(D)

P(DNA) = P(D) * P(A) ;dado que P(A) = 1 — P(A), Sustituimos

P(DNA) =P(D)*(1—P(A)) =P(D) — P(D) » P(A) = P(D) — P(D N A)

P(DNA) =02P(D) = P(D) —P(DNA); P(DnA) = P(D) —0,2P(D) = 0.8P(D);

P(DnNA)
P(4)

P(C|A) = =05; P(CNA)=05%03=0,15;

P(AID) = =0,2; P(DNA) = 0,2P(D)

Por otro lado nos dicen que P(D|A) = =05 P(DNnA)=03%05=0,15

Igualamos P(D N A) = 0,15 = 0,8P(D);

P(D) = 085 _ 0,1875;
- 0’2 - ’ ’

Ejercicio
(a+Dx+4y=0

Dado el sistema { (a — 1)y + z = 3; Se pide:
4x +2ay +z =3;

a) Discriminarlo en funcién del Parametro a
b) Resolverlo paraa = 3;

c) Resolverlo paraa = 5;

Solucién

(a+Dx+4y=0
Comprobamos el rango de la matriz de coeficientes { (a — 1)y + z = 3;
4x +2ay +z = 3;

@+1) 4 0
0 (a—1) 1|=a?-1%+16 —2a® —2a = —a? — 2a + 15 igualamos a 0;
4 2a 1
Zi\/(—2)2—4*1*15_2i\/@_2i8_{ a=3;

—a?=2a+15=0;a = =
g+ @ 2D —2 —2 ~la=-5;

Paraa # 3ya # —5 el Rango matriz A = rango matriz A ampliada = n2 de incognitas = 3 =>

Sistema Compatible determinado; tine una soluciéon A

(@a+1) 4 00)

Estudiamos el rango de la matriz ampliada: ( 0 (a-1) 1 3

4 2a 1 3
B+1) 4 0 0 4 4 0 0
Paraa = 3; 0 3-1) 1 3)=(0 2 1 3|;Elrangosera<3
4 2x3 1 3 4 6 1 3
4 0 0 4 0 0 4 4 0
2 1 3|=12-12=0;10 1 3|=12-12=0; |0 2 3|=24+48-72=0
6 1 3 4 1 3 4 6 3
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Para a = 3 el Rango matriz A = 2; Elrango matriz A ampliada = 2; El n° de incognitas = 3 =>

Sistema Compatible indeterminado : tiene infinitas soluciones

(=5+1) 4 0 0 -4 4 00
Paraa = —5; 0 (-5-1) 1 3|= < 0 -6 1 3); El rango sera < 3
4 2x(=5) 1 3 4 -10 1 3
4 0 0 -4 0 0 -4 4 0
-6 1 3([=12-12=0;|0 1 3[=-12+12=0; |0 -6 3|=72+48-120=0;
-10 1 3 4 1 3 4 -10 3
Para a = =5 el Rango matriz A = 2; Elrango matriz A ampliada = 2; El n® de incognitas = 3

=> Sistema Compatible indeterminado; tiene infinitas soluciones

b) Resolverlo paraa = 5;
Paraa =5 el Rango matriz A = rango matriz A ampliada = n? de incognitas = 3 =>

Sistema Compatible determinado; tine una solucién A

(a+Dx+4y=0 G+Dx+4y=0 6x+4y+0=0 x=_4_y
(a—1)y+z=3; Paraa=5 (5—1)y+z=3;;{0+4y+z=3; z=3—2-
4x + 2ay +z =3; 4x+2x5y+2z=3; Ux+ 10y +z=3; Vi

4x+ 10y +z =3;

4
Sustituimos los valoresdexez en4x+ 10y +z = 3; 4 * (—%) +10y+ (3 —4y) =3;

16
(—Ty)+10y+3—4y=3;16y+60y—24y=0; 52y =0,y=0;x=0yz=3

Ejercicio

Dada la funcidn real de variable real definida sobre su dominio como f(x) = i

3—-3x

a) Estudiar continuidad de la funcion en R

b) Calcular el siguiente limite lim f(x)zxz‘l;
X—>—00

0
¢) Calcular la siguiente integral f fo)dx
-1

Solucién

a) Estudiar continuidad de la funcion en R ""---.\\

Los puntos criticos de la funcion sonx = —-1yx =1 [ I ~

Comprobamos si es continua en x = —1; | I -

x? -1 1 ]

f(x) =

2_|_—xz;f(—1)=m=§ -f(x)__{ﬂ?{zslx 7

Hallo limites por la derecha e izquierda de x = —1;

S T N E———

x? (-1)? 1 - ' 15

I = ==
-2+ x2 2+ (12 3

.
'
w
e
-l
=
— | oy oo | | .

5]

2x2 2(—1)? 2 2 1

A3 T3, T3-3(-D) 34363

Dad lim -5 = lim 2
adoque M -2+x2 xom*3—3x

1
=f(—-1) = 3 la funcién es continua en x = —1;
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Comprobamos si es continua en x = 1;

%2 2
00 = 5 /(D =51 =3
Hallo limites por la derecha e izquierda de x = 1;
NS © S
x>1"2+x%2 24(1)? 3’

2x2 2(1)2 2

l' [EEE—— §— N —— .
oH*3-3x 3-3() o0
2 2

x 2x
Dado que lim # lim la funcién no es continua en x = 1;
x>-1"2 + x2  x->+1*3 — 3x

b) b) Calcular el siguiente limite lim f(x)%"~1;
X——00

2
x
x2)2x2—1; hallamos los limites de la base y exponente ;

lim f(x)**~1; lim (
X—>—00 X—>—00 2
2

2
lim ad = lim | =%~ | = lim
X——00 2+x2 X——00 2 x2 X——00
P

=

N

2
lim (2x?—1) = o ;
X——00

. 2_ . . . e .
lim f(x)?*"~! = 1® para solucionar esta indeterminacién aplicamos la formula
X—>—00

: g7 — }L‘f}a[f (x)-1]+g(x)

lim[ f()&¥] = e
2 X2

i 2x%-1 = xEI—neo[2+ 2—1]*(2)(2—1) s
xl—l>I—n°°(2 + xz) € * ’

x? x% —2 —x? -2
2+x2_ =TT 2+x - ; hallamos

s xz—1y = N 2x?— 1) = —4x% =2

—_ — * — _

2+x? * * 24+x%

4x% 2 2
—4x2—2 T e . Th 3 —4-0
p'e 2+ x X 2 X X 241 0+1
x2 + x2 x2

i 2x%-1 _ ,-4

xl—l>r—n°°(2 + xz) =€
0
¢) Calcular la siguiente integral f fodx
-1
0

Como los limites son entre 0 y — 1 serd f (3 — 3x> 3f ( >

0 1 2[ « ’
1(—x—1+l_x)dx=§[—?—x—ln(1—x)]_1

2 02 | 2( (-1)? 1
—§<—7—0—n(1—0>—§< —(-1)-In(1 - (- 1)>

2 ity 2 e
=-303 n2)=-3G-h2)

JO 2x? e 21 o
,\3-3x ¥=-3G-In3

dividimos los polinomios => §f
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7.

Ejercicio
x—=1 y z+1 .
Dadalarectar = =15 el plano m:x — z = 2 y el punto A(1,1,1) se pide:

a) Estudiar la posicion relativa de la recta r y el plano m y. Calcular su interseccion, si existe.

b) Calcular la proyeccién ortogonal del punto A sobre el plano ©
¢) Calcular el punto simétrico del punto A respecto a la recta r
Solucién

a) Estudiar la posicion relativa de la recta ry el plano my. Calcular su interseccion, si existe.

x—1_y_z+1, [x=21+1={ﬁﬂgm—m

r= ==

2 1 -2’

r=

y=4
z=-22-1 (B@O-D

Comprobamos si se cortan sustituyendo los valores de la recta en el plano

M2A+1—-(-21-1)=2;2A+14+21+1=2;41=0; A =0;

x=2x0+1
Se cortan en y=0 = (1,0, —1) Punto de interseccién
z=-2%x0-1

c¢) Calcular la proyeccion ortogonal del punto A sobre el plano ©
mx—z = 2; Vo, (1,0,—1)

Calculamos la recta t perpendicular al plano y que pasa por A

— — x=1+1 x=1+1
tE{th_ Vn“(l'o'_l);tE{y=O+1={ _’y:l
Ac(1LD) z=—-1+1 z=—1+1
x=21+1
Calculamos el punto de interseccion de larecta t= y=1 conmx—z=2;
z=-1+1

x=A+1 (x=1+1
/1+1—(—/1+1)=2;2/1=2;/1=1;sustituimosen{ y=1 [ y=1
z=—-1+1 z=-1+1

Proyeccion ortogonal de A en m (2,1,0)

d) Calcular el punto simétrico del punto A \s

respectoalarectar
. 9 A, (1,1,1)
Calculamos un plano perpendicular a r, que pase por A;

el vector normal al plano sera perpendicular

. Vo, =| vd,(z.1,-2)
al vector director der 5

T 1
Vn, = Vd, (2,1,—2) y un punto del plano p F& 3)
serda el punto A (1,1,1)

=

Ecuacion del planoAx+ By +Cz+D = 0; 2x+ 1y—2z+ D = 0;

como contiene al punto A (1,1,1)

@ ————— -

2
|
A =
|
wiwn
|
wlw
—

Sustituimos enelplano2+*1+4+1—-2%1+4+D = 0;

2-2414+D=0;D=—1;

Ecuacién del plano p que contienea Aserap: 2x+y—2z—1=0

x=21+1
Calculamos el punto C de interseccién del planop: 2x+y—2z—1=0conr = y=2
z=-21-1

Sustituimoen 2x+y—2z—1=0=>221+1)+1-2(-21-1)—-1=0;
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3
4l+2+l+4/1+2—1=0;9/1+3=0;l=—§= -

1
C punto de corte del plano pylarectar;Paral = — 3

Punto simétrico de A respecto ar sera D(a,b,c) => 7 = C;

A(1,1,1) + D(a,b,c) (1 1 1). 2 2 2) 15 5
> =C 37373 ,D(a,b,c)—(— 373 —(1,1.1)—(—5,—5.—5)

Punto simétrico de A respectoarserda D = (— %, - g, —g
Ejercicio

La longitud de la sardina del Pacifico se puede considerar que es una variacion aleatoria con
distribuccién normal; media 175 mm y desviacién tipica 25,75 mm

a) Una empresa envasadora de estd variedad de sardina solo admite como sardinas de calidad aquellas

con una longitud suerior a 16cm . ; Que porcentaje de las sardinas capturadas por un buque pesquero

seran de la calidad esperada por la empresa envasadora?

b) Hallar una longitud t < 175mm tal que entre ty 175 mm esten el 18% de las sardinas capturadas

¢) En altamar se procesan las sardinas en lotes de 10. Posteriormente se devuelven al mar las sardinas
de cada lote que son menores de 15cm por considerarlas pequefias. ; Cual es la probabilidad

de que en un lote haya al menos una sardina devuelta por pequefia.

Soluciéon

a) Una empresa envasadora de estd variedad de sardina solo admite como sardinas de calidad aquellas

con una longitud suerior a 16cm . ; Que porcentaje de las sardinas capturadas por un buque pesquero

seran de la calidad esperada por la empresa envasadora?

La media p = 175; o es la desviacion tipica = 25,75;

. X—u
Aplicando la formula Z = 5

Se busca P(X = 160) No aplicamos la reduccion pues los datos nos los dan directamente

en distribuccion normal

X—p ,_160-175
o 2575
P(Z = —0,58) = P(Z < 0,58); calculamos en la tabla 0,58 ~ 0,7190;

= -0,5825 ~ —0,58

P = 71,9% de las sardinas capturadas seran de la calidad exigida

b) Hallar una longitud t < 175 mm tal que entre t y 175 mm esten el 18% de las sardinas capturadas

t—175
25,75

Las sardinas capturadas estaran entre P(t < X < 175)) = P( <Z< 0) =0,18

t—175
P(Z<0)—P(Z<—)=O,18enlatabla;P(Z<0)=O,5 =>
25,75
05— p(z< =172\ Z 018 p(z< 2270 = 032,
‘ (<25,75>" ' (<25,75)" ‘
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En la tabla vemos que 0,32 < 0,5 lo que implica que sera un nuero negativo

t—175
p (Z < ﬁ) =P(1 - 0,32) = 0,68; busco en la tabla y el valor mas proximo es 0,6808

t—175 047.t‘175— 0,47;t = 162,8975 ~ 173
25'75 = ) ) 25'75 = yx/, L= )] =~ mm

¢) En altamar se procesan las sardinas en lotes de 10. Posteriormente se devuelven al mar las sardinas
de cada lote que son menores de 15cm por considerarlas pequenas.

¢ Cual es la probabilidad de que en un lote haya al menos una sardina devuelta por pequefia?

Lotes de 10 => n = 10; P(X < 150); Distribuccién binomial B(10, p)

X—p (Z<150—175

Para calcular P, aplicamos la formula Z = — P(X < 150) =P W) = P(Z < -0,9709)

=1-P(Z<09709); 1— P(Z<0,97) =1-0,8340 = 0,166;
P(X < 150) = 0,166;

¢ Cual es la probabilidad de que en un lote haya al menos una sardina devuelta por pequena?
Aplicamos la formula P(X = k) = (1,\:) pkqn*

Probabilidad de que ninguna sardina haya sido devuelta al mar P(X = 0)

— — 10 0 _ 10-0 — 10! 0 10-0 —
P(X=0) = ( o )(0,166) (1-0,166)1°7° = Grr—5 (0166)° (0834)1°7° = 1+1x0,1628

P(X = 0) = 0,1628;
P(alguna al menos una haya sido tiradaal mar) = P(X>1) =1-P(X=0) =1-0,1628 = 0,8372
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