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1 Examen 2020 A

1. Ejercicio
Dado la matriz Auna matriz de tamafio 3X4 tal que sus dos primeras filas osn (1,1,1,1)y (1,2,3,4)
y sinningun 0 en la tercera fila. En cad a apartado se pide poner un ejemplo de matriz A
a) La tercera fila en es combinacion lineal de las dos primeras
b) Las tres filas son linealmente indepedientes
) A es la matriz ampliada de un sistema compatible determinado
d) A es la matriz ampliada de un sistema compatible indeterminado
e) A es la matriz ampliada de un sistema incompatible
Solucién

a) La tercera fila en es combinacion lineal de las dos primeras

11 1 1
A=|1 2 3 4 |Siendoa,b,c,ddistinto de 0.
a b ¢ d

a) La tercera fila en es combinacion lineal de las dos primeras

(a,b,c,d) = a(1,1,1,1) + B(1,2,3,4) para todo valor de ay Bejema =1y B =2

1111
A=11 2 3 4
3579

b) Las tres filas son linealmente independientes
1111

A=11 2 3 4
1 4 5 9

) A es la matriz ampliada de un sistema compatible determinado
Para que sea la matriz ampliada de un sistema compatible determinado. La matriz y su ampliada

tienen que tener el mismos rango (rango 3)

1111
A=11 2 3 4
1 4 5 9

1 11
1 2 3(=10+3+4-2-5-12=-2Rango3
1 4 5
1 1 1
1 2 4[=18+4+4—-2-16—9=—-1Rango3
1 4 9

Sistema compatible determinado

d) A es la matriz ampliada de un sistema compatible indeterminado

1111
A= (1 2 3 4) ; La matriz inicial y la ampliada ha de ser de rango 2;

3579
1 11
1 2 3=14+9+5-6-15-7 = 0 Elrango de la matriz de los coeficientes es 2
3 57
1 11
2 3 4(=27+20+14—-15-18 — 28 = 0 Elrango de la matriz ampliada 2
57 9

Cualquier combinacion elegida con la ampliada dara 0 pues la tercera fila es combinacion

lineal de las dos filas primeras
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Ejercicio

x—1
2—51x<1,x¢—1
x2 —

Dado la funcion f(x) = 41

Se pide:

six=>1

a) Calcular f(0) y (f(f(0))
b) Estudiar continuida y derivabilidad de f(x)en x = 1 y determinar si en ese
punto existe un extremo relativo

¢) Estudiar sus asintotas

Solucién
a) Calcular f(0) y (fof)(0)
x—1 -1
fx) = e f(0) = ==L
f(f(0)) = f((1); al >1 ’f(1)—12+1—2_1.
( = f((1);al serx = 1 sera =TT -1°3%

b) Estudiar continuida y derivabilidad de f(x)

|
{
en x = 1y determinar si en ese ‘ \ !

2 1 o
Ll —\

= six \?;2 1
}(1_12 f(x); parax < 1;}(11}1} f(x) = £ = E— 1

x—1 1-1 0 _ 4x
lim —— = — indeterminado

1 x2—1 1-1 0 * !

]

1 1
Aplico L'hopital llm f(x) = llrr% %2 - a |
X—

i

lim f(x); parax = 1;lim f(x) =
x-1 x-1

M = "2x1°21"2

x>+1 1+1 2 1 \

B s S S

La funcion es continuaenx = 1 \

Para ver si es derivable en x = 1 su derivada debe coincidir por derecha e izquierda

7L ix<txE—1 (1 ! six<tx#-1
six X F — = , -
f(x) = x? — £(x) x+DExE-1) x+1
x2+1 . x2+1 .
i six=>1 six=>1
( — ix <1 1
ix<1l,x+ -1 six<1l,x#
f0 = x+1 oS £ = ! Gx+1)2
x2+1 - 2x(4x) —4(x*+1) 8x?—4x®—4 o1
o Sixz l @02 = @02 six >
_—six<1 x#—1
N (x+1)2 ’
FO= Vg2 —ax2—a  a2-4 -
@02 = Gz six >
1 six<ix#1 1 !
———six X ==
lim £ () (x+1)? 1+ 1)2 4
2 o4 4x1P—4 0
(ax)z  St*= 4=1? 4

la funcion no es derivable en x = 1;
Para ver si hay un extemo en x = 1. Dado que no es derivable calculamos valoresen el entorno

dex=1
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F(x) para x=-2 F(x) para x=1 F(x) parx=2
-1 4x%2 — 4
f(=2) = ————< siempre — f'(2) = ——— siempre +
Ge+1) Hay un minimo relativo (4x)?
Negativo( decreciente) Positivo (creciente)
¢) Estudiar sus asintotas
_ six<1l,x#—1
f(x) = X 241 la funcion presentaria un asintota vertical en x = —1
six>1
X

Pero ese punto no pertenece al dominio de la funcién
Asintota Horizontal
Comprobamos limites pa x = +oo;

. x—1 . 1 . :

lim f(x) ———:parax <1; lim f(x) = — = 0; Asintota Horizotaly = 0 en x > —
X——00 X4 — 1 X——00 [ee]

lim fG0 St 1; lim f(0)> =
Jim 00 —p—sparax <1 fim fG) 7 =
Asintota oblicua; y=mx+n
En — oo no existe pues existiria asintota Horizontal
En +

o 4x2 -4 4x2 -4 1
m= e =gy Tl =g =3
— lim (09 i x>+1 x i 4%?% + 4 — 4x? iy 4 _ 0

n = lm () —m) =l (=9 =M )= =

1
Asintota oblicua; y = i

Ejercicio
x—2 y z+1 .
Dado el punto P(3,3,0) yla rectar: 1 1" o ’s® pide :

a) Escribe la ecuacion del plano que contiene a la recta y al punto

b) Calcula el punto simetrico de P respecto de r

3
C) Halla llos puntos A y B de r tales que el triangulo ABPsea rectangulo y tenga de area—

V2

El anguo recto es A

Solucion

a) Escribe la ecuacion del plano que contiene a la recta y al punto

TSI 0 Y= ilp=20-1)

x-2 y_Z+1[x= —11+2 {Vdr = (-1,1,0)
z=-1

Como el plano contiene a larectaun Vd, = (—1,1,0)

Otro Vd, es el determinado por P (3,3,0) y un punto de la recta B. = (2,0,—1)

vd, =P (33,0)— B =(2,0,-1) = (1,3,1);

i j ok
La ecuaciondel planosera |-1 1 0|=i—-3k—-k+j=i+j—4k;
1 3 1

x+y—4z+ D = 0;=> como ha de paser por P(3,3,0) =>3+3—-0+D=0;D = —6;
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La ecuaciondel planop:x +y—4z—6 =0

b) Calcula el punto simetrico de P respecto de r

Sabemos que Py P’ estanenel planow:x+y—4z—6 =0

necesitamos calcula un plano 1 que sea perpendicular a r x
contenga a P J
m : Ax + By + Cz + D = 0 tiene como vector nomal el vector
director de larecta Vd, = (—1,1,0) ’
m:—x+y+D=0 :
y ha de contenera P(3,3,0) => -34+3+D=0;D=0 )
m:—x+y=0 g
x=-11+4+2
El punto de corte de larectar y= A yelplano
z=-1
m:—x+y=0seraM
sutituimos — (1A +2)+ A =0;1+1-2=0;1=1;
x=-1(1)+2 x=1
Punto M = y=(1) ;1y=1 ;M(1,1,-1)
z=-1 z=-1
El punto simetrico P'(x,y,z) => P'(x,y,z) + P(3,3,0) = 2M(1,1,-1) =>
P'(xy,z) =((2-3),(2—3),(-2—0)) P"=(-1,-1,-2)
3

C) Halla los puntos A y B de r tales que el triangulo ABP sea rectangulo y tenga de areaﬁ

. _ ABxAP _ 3
Area del triangulo = — =%
Distancia AB = x;

P(3,3,0)
Distancia AP sitomo A =M =>
D(MP) =/ (x = x)2 + (v = ¥a)? + (z — 25)?
D(MP) = J(3 —12+@-12+(0-(-D)°
B A=M (1,1,-1) B
—VATATI=V0=3; Bl 02
Areadel triangulo = 22> = 3 4p = 2
rea del triangulo = =—; =—;
s 2 T
2 4
D(MB) = \/(1 - xa)z + (1 - ya)z + (_1 - (Za))z = \/_7 ; (1 - xa)z + (1 - ya)z + (Za + 1)2 = E =2
1—2x+x2+1-2y+y?+1+2z+2> =2, x> - 2x+y* -2y + 2z +2z=—1;
x=-11+2
como M pertenece ar: se cumplira y= 21
z=-1

x? = 2x +y% — 2y + z% + 2z = —1; sustiyuimos
=>(—11+2)>=2(-11+2) + 22 =21+ (-1)?+2(-1) = -1
AR4+4—40—4421+22-22+1-2=-1;222—42=0;1(2A1—4) =0;A =0y A = 2;

x=—1A+2 X=—-2+2
ParaA =0 y= A B(20,—1)ParaA=2 y=2 B(02,-1)
z=-—1 z=-—1
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4.

Ejercicio
Se tienen tres urnas A, B, C . La urna A contiene 4 bolas rojas y 2 negras, la urna B contiene 3 bolas

de cada color y la urna C contiene 6 bolas negras. Se elige una urna al azar y se extraen de ella

dos bolas de manera consecutiva, sinreemplazamiento. Se pide:

a)Calcular la probabilidad de que la primera bola extraida sea roja

b) Calcular la probanilidad de que la primera bola extraida sea roja y la segunda negra

¢) Saliendo que la primera bola extraida es roja, calcular la probabilidad de que la segunda sea negra

Solucién

|Pr0babi}idad de eleccion | |Primera extraccion

Bola roja
A P(12 roja/AJ=4/6

A P(A)=1/3
/ Bola negra
P{12 negra/a)=2/6

" Bola roja

|Urnas l--— — B i P(12 roja/B)=3/6

P(B)=1/3

Bola negra
P(12 negra/B)=3/6

b : Bola roja
C — P{12 roja/Cl=0/6

PlC)=1/3

" Bola negra
P(12 negra/C)=6/6

a)Calcular la probabilidad de que la primera bola extraida sea roja

| segunda extraccion |

.l Bola roja P{roja)=3/5 |

— »l Bola negra Pinegra)=2/5 |

»| Bolaroja P(rojaj=4/5 |

P —»l Bola negra P{negra)=1/5 |

e -I Bola roja Proja)=2/s |

""| Bola negra Pinegra)=3/5 |

— —’| Bola roja P{roja)=3/5 |

1'| Bola negra P(negra)=2/5 |

-*l Bola roja Proja)=0/6 |

g i | Bola negra Plnegra)=6/6 |

“ “*[Bola roja Plrojal=0/5 ]

1 Bola negra P{negra)=5/5 |

[ P(urna A) * P(bola roja) = % * g =
. . 1 3 4 3
P(12 extraccion sea bola roja) P(urna B) * P(bola roja) = 3%g° =15 + 18 +0= I8
. 10 O
P(urna C) * P(bola roja) = 3*2° 1= 0;

7
P(12 extraccion sea bola roja) = T

b) Calcular la probanilidad de que la primera bola extraida sea roja y la segunda negra

1
( P(urna A) * P(12 roja) P(22 negra) =

( 12 extraccion roja )
P o .
y 22 extraccion sea bola negra

P(urna B) * P(12 roja) P(22 negra) =

( 12 extraccion roja ) _8 + 9 17
y 22 extraccion sea bolanegra/ ~ 90 ' 90 ~ 90

P(urna B) * P(12roja) P(22 negra) =

4 2 8

— k% =% == —

3 6 5 90

133 9

— k% =% == —

3 6 5 90
1 05
—*—*—:—:0;
3 6 5 90

¢) Saliendo que la primera bola extraida es roja, calcular la probabilidad de que la segunda sea negra

Probabilidad condicionada de que ocurra A sabiendo que ocurre B es: P(A|B) =
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U=y
~

P(1°searoja N2%seanegraB) gg 306
7 T 630
8

P(AIB) = P(12searoja)

=

5. Ejercicio

0o -1 2 1 00 2 -1
SealamatrizA=({2 1 -1J,I=(0 1 0];B=(1 0 | Sepide:
1 0 1 0 0 1 0 1

a) Calcular si es posible la inversa de A

b) Calcular la matriz A% — 2I

c)Calcular el determinante de la matriz D = ABB?; B matriz transpuesta de B
Solucién:

a) Calcular si es posible la inversa de A

ot (A,
Al
A~ Matriz inversa
Adj(A) Es la matriz adjunta de A
(Adj(A))* Matriz transpuesta de la adjunta

|A| Deternante de la matriz

(1 -3 —1)t ( 1 1 —1)
1 -2 -1 -3 -2 4
L_aday_\ o4 o/ N\ g o, =< 1 1 —1)

I B | R R
2 1 -1
1 0 1

0o -1 2

2 1 —-1l=1-242=1;

1 0 1

b) Calcular la matriz 4% — 2I;

0 -1 2 0 -1 2 1 00 0 -1 3 20
A2 =21=(2 1 -1)x{2 1 =-1|-2{0 1 o]=(1 -1 2]-10
1 0 1 1 0 1 0 0 1 1 -1 3 0 0
-2 -1 3
A2 -21=(1 -3 2
1 -1 1
c) Calcular el determinante de la matriz D = ABB?; B® matriz transpuesta de B

D=ABBt=<(2) By —21>*(§ _01>*(_21 0 g)z(_; ‘23>(—21 0 1=

1 0 1 0 1 2 0

N

-4 -1 2
D = ABdada porla expresion ={ 13 5 =3 |;

4 2 0
-4 -1 2
[D|=]13 5 -—3|=124+52-40—-24=0
4 2 0
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6. Ejercicio

t2
La potencia generada por una pila viene dada por la expresion p(t) = 25te” 4 ,dondet > 0

es el tiempo de funcionamiento

a) Calcular hacia que valor tiende la potencia generada por la pila si se deja en funcionamiento
indefinidamente

b) Determinar la potencia maxima que genera la pila y el instante en el que se alcanza

¢) La energia total generada por la pila hasta el instante t, E(t), se relaciona con la potencia mediante
E’(t) = P(t), con E(0) = 0. Calcular la energia produciada por la pila entre lo instante t = 0 y el instante
t=2.

Solucién

a) Calcular hacia que valor tiende la potencia generada por la pila si se deja en funcionamiento

indefinidamente
2 25t (o) 25 25
lim 25te 4 =lim— = — indeterminado; aplicamos L'Hopital =; == _0
+o0 T e’ im > = =0;
+00 ez +o00 2t (o]
7 e

La potencia generada por la pila tiende a 0

b) Determinar la potencia maxima que genera la pila y el instante en el que se alcanza

25t

p(t) = —= Hallamos la derivada ;
e4
t2
t2 2t 2 t2 t 2 t2 25e4 = 0 no puede ser
p’(t) = 25e4 — ZStZ e 4 = 25e4 — ZStE e 4 =25e%4 <1 - ?> =0;p'(t) = 2
1-—=0t= V2

2
1- 5= 0;t= V2 enesta punto tendra la potencia maxima.

La potencia en este punto sera tendra potencia maxima en t = V2

2

5 vz 1252
p(t) = 25te %;parat = V2;p(t) = 25V2e 2 =25V2e 2= T = 21,44 potencia
e

¢) La energia total generada por la pila hasta el instante t, E(t), se relaciona con la potencia mediante
E’(t) = P(t), con E(0) = 0. Calcular la energia produciada por la pila entre lo instante t = 0 y el instante
t=2.
calculamos la integral de P(t) en el intervalo (0,2)
£2

t? t?
f 25te” 4dt = f 25t e” 4 dtintegracion por cambio de variable 4

2 2
f25te“ = 25fte“<—?du) = 25[—2 etdu = —50f edu=-50e*+C= —50e 4 +C

t? 0?
E(t) = —=50e” % + C;dado que e(0) = 0 => —50e” 4 + C = 0;—-50e° + C = 0;50 = C;

2 ¢2 212 22 02 50
f 25te” 2 d(t) = [—SOe_T] = <—506_T> - <—506_T> = (=50e"1+50) = —?+ 50
0

0
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7. Ejercicio

Del paralelogramo ABCD se conocen los vertices consecutivos A(1,0,—1) B(2,1,0)y C (4,3, —2) se pide:
a) Calcular la ecucion de la recta que pasa por el punto medio del segmento AC y es perpendicular a los
segmentos ACy BC

b) Hallar las coordendas del vertice D y el area del paralelogramo resultante.

¢) Calcula el coseno del anguo que forman los vertices AB’ yﬁ)

Solucién

a) Calcular la ecucion de la recta que pasa por el punto B(2,1,0) C(43-2)

medio del segmento AC y es perpendicular a los

segmentos ACy BC

<o

Calculamos el punto M ;

_A+C A0 -1D)+C(43,-2)  (53,-3) o
-2 2 - 2 A(LO 1)

M53 3
(2'2' 2)

Calculamos el plano que contiene al paralelogramo para ello necesitamos dos vectores directores

y un punto
(4B =B(2,1,0) — A(1,0,-1) = (1,1,1) 5 X
Plano o« J AB = C(43,-2) = A1L0,-1) = (33,-1), (- [F 72 Y72 *T3|_
<E'E'_E) 3 3 -1
3z g3 B D 44y,
x2 ZzyZZzyzxz_sz—'
3
Planoa;—4x+4y—5=0;
Vd = (—4,4,0) x_% y_% Z+%
Recta perpendicular al plano a por punto M 5 3 3\ rectar: —~ _ - _ > ;
(E‘E‘_E)
4M+5
X =— =3
o2 .3 2
rectar: Zzy_z‘ y=41+=;
_4_ 4 2,
Z = 3-
=-3

b) Hallar las coordendas del vertice D y el area del paralelogramo resultante.
B+D 53 3
M==——;D=2M-B=2(M(3.5,~3) |- B@LO) = (53,-3) - 210) = (32.-3); D(32,3)

Area del paralelogramo A, B, C,D = modulo del producto vectorial AB X AD

. ( AB= _ = i jok
15 X 75 {*)AB B(2,1,0) — A(1,0,—1) = (1,1,1) U1 = —sit 4
AD = D(32,-3)—A(10,-1) = (22-2)|, 3 _,

|5i + 4j| = /52 + 42 = V25 + 16 = V41 u?
c) Calcula el coseno del angulo que forman los vertices AB y AC

Para calcular el coseno hallamos el producto escalar AB .AC = |ﬁ| * |ﬁ| cosa;

AB’ +AC  (1,1,1)*(33,-1) 3+3-1 5 0662266 18,527
COS X = — p——— = ===\, ; &= y N
|[AB| «|AC| V3xv9+9+1 V3xvI9 <57
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8. Ejercicio
En un experimento aleatorio hay dos sucesos independientes X, Y .
Sabemos que P(X) = 0,4y que P(X n ?) = 0,08 Se pide:
a) Calcular P(Y)
b) Calcular P(X U Y)
¢) Si X es un resultado no deseado, de manera que consideremos que el experimento es un exito
cuando no sucede X y repetimos el experimento 8 ocaciones , hallar la probabilidad de haber
tenido exito almentos 2 veces
Solucién
a) Calcular P(Y)
La probabilidad de la union de dos sucesos cualesquiera
PXNY)=PX)*P(Y) =>0,4+P(Y)
P(XNY) = P(X) — P(XNY); P(XNY) = 0,4 — 0,08 = 0,32;

0,32
Sustituimos => P(XNY) = P(X) * P(Y) => 0,32 = 0,4 P(Y); P(Y) = T 0,8

b) Calcular P(X U Y)
P(XUY) = P(X) + P(Y) — P(XNY); P(XUY) = 0,4 + 0,8 — 0,32 = 0,88; P(XUY) = 0,88

¢) Si X es un resultado no deseado, de manera que consideremos que el experimento es un exito
cuando no sucede X y repetimos el experimento 8 ocaciones , hallar la probabilidad de haber
tenido exito al mentos 2 veces

Seria una binomial X = no deseado, X = deseado;

Probabilidad de X = 0,4; Probabilidad de X = 1 — 0,4 = 0,6; n = numero de repeticiones 8

binomial Z = numero exitos en 8 repeticiones Z(0,6 , 8)
P(Z>2)=1-P(Z<2)=1-(PZ=0)+PZ=1))=1- ((g) 0,6 0,410-0 4 (313) 0,61 0,410-1)

8 8 8i 8i
PZ=2)=1- 0,6° 0,48 061047 ) =1- (— 0,410 +—— 06! 0,47)
(z=z2) <(0) +(1) > 0; (8 — 0); +1i(8—1)i

P(Z=2)=1-(0,4'°+8%0,610,47) =1—(0,0001+ 0,00786) = 1 — 0,00796 = 0,992

Probabilidad de tener exito al mentos 2 veces = 0,992
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2 Examen 2020 B

1. Ejercicio

(k+Dx+3y+kz=1
Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales {3x + (k + 1)y + 2z = k — 1; Se pide:
kx+2y+kz=2

a) Discutir el sistema en funcion de los valores de k
b) Resolver el sistema para k = —3;
Solucién:

a) Discutir el sistema en funcion de los valores de k

(k+Dx+3y+kz=1 k+1 3 k
3x+ (k+ 1)y + 2z = k — 1; hallamos el rango de la matriz ( 3 k+1 2>
kx +2y+kz=2 k 2 k

Si el determinante = 0 enrango de la matriz sera < 2

k+1 3 k
3 k+1 2=k +2k*+k+6k+6k—k3—k?* -9k —4k—4=k?*—4=0
k 2 k

K = Va; {k = 12 elrango de la matriz es 2 y el de la ampliada 3 (S. compatible indeterminado)
~ "7 Parak # 12 el rango de la matriz y su ampliada es 3 (S. Compatible determinado)

b) Resolver el sistema parak = —3;

k+Dx+3y+kz=1 —2x+3y—-3z=1
3x+(k+1)y+22=k—1;parak=—3=>{3x—2y+22=—4:

kx+2y+kz=2 —3x+2y—-3z=2
—2x+3y—-3z=1 F; —2x+3y—-3z=1 Fy —2x+3y—-3z=1
{3x—2y+22=—4; {F2=2F2+3F1 {0+5y—52=—5;{ F, {O+5y—52=—5;
—3x+2y—3z=2 \F3=2F; -3F; \ 0 +5y—3z=1 \F3=F; —F, 0 0+2z=6
—2x+3y—3z=1; -2x+3*1-3+2=1x= -2
{ 0+ 5y—5#%2=-F5; y=1
z=2;

Solucion de la matriz parak = —3 iguala (—2,1,2)

2. Ejercicio
1
Dado la funcion f(x) = 5~ senx + xcosx se pide:

s
a) Estudiar el crecimiento en el intervalo [O, E] .Justifica que la funcion se anula en algun punto

del intevalo.. Justifica que ese punto es unico.

T[ 1
b) Calcula fzf(x)dx L8
0 f(x) s = —Eseux + Xtosx 7/
Solucién: N /
T 4
a) Estudiar el crecimiento en el intervalo [O'E]' /I\ 3 /

Justifica que la funcion se anula en algun punto

)

f'(x) = 0 — cosx + 1cosx + x(—sen x) = 361

f'(x) = —xsenx = 0; /

A

=]

habra un maximo o minimo en;

[s=]

{ x=0;
senx =0;=>x=+41802=m;
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T
En el intervalo [O,E] ; f’x = —xsenx ; es simepre negativo decreciente

7 7/ 71 2 7
b) Calcula f f(x)dx = f (— —senx + xcosx) dx = f —dx — f senx dx + f xcosx)dx =
0 0 \2 0 2 0 0

I
2

E E T T

2 X z I
f fx)dx = [—]2 e cosx](z) + [x senx + cosx](z) = [—+ cosx +xsenx + cosx] =
0 21p 2 0

o T
[£+2cosx+xsenx]7=z+2cosE+EsenE—g—ZcosO—OsenO=E+O+E—O—2—O
2 0o 2 2 2 2 2 4 2

3n

ZT_Z;

J% (1 N ) LA
A 2 Senx -+ XCosx | ax = 4

3. Ejercicio

Se consideran los punos A(0, —4,2),B(3.—-2,3) y C (-1, —3,3) se pide:

a) Comprobar que el triangulo de vertices A, B, C es rectangulo, identifica los catetos y la hipotenusa.
b) Determina una ecuacion del plano T que contiene a los tres planos.

¢) Calcula el punto simetrico de A respectos a la recta que pasa por los puntos B y C;

Solucién:

AB = B(3.-2,3) — A(0,—4,2) = (3,2,1)
|AB| = 37+ 22 + 12 = V14

AC = C(-1,-3,3) = A(0,—4,2) = (-1,1,1)
[4B] = V(-2 + 12+ 12 =13

BC =C(~1,-3,3) —B(3.-2,3) = (—=4,—1,0)

|[AB| = V(=42 + (-1)2+ 02 =17

Teorema de pitagoras : (\/§)2 + (V14)? = (¥17)? Hipotenusa AB catetos AB y BC

b) Determina una ecuacion del plano 1 que contiene a los tres puntos.

x—=0 y+4 z-2
3 2 1 |=2x—y—4+4+3z—-6+2z—4—x—-3y—12=x—-4y+5z—-26=0;
-1 1 1

mx—4y+5z—-26=0

¢) Calcula el punto simetrico de A respectos a la recta que pasa por los puntos By C;

. x=-41+3
Recta que pasa por los puntos By C; Vd(—4,—1,0); P(3,-2.3) jy = —1—2
z=13
Xx=—4\A+3
Un plano Ax + By + Cz + D = 0 perpendicularalarecta {y=—-1—-2 =>—-4x—y+D = 0;
z=3

—4x —y + D = 0 que pasa por A(0,—4,2) => —4*0—(—4)+D =0;D = —4;

Un plano perpendicularalarecta —4x—y—4=0;
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—4x—y—4=0

Interseccion recta plano Y;z___‘}jj‘z?’ —4(—-42+3)—(—1-2)—-4=0;
z=3
14
16A1—-124+ A4+2—-4=0; A=—
17
(rmalbis (o g (ro S
L x=-41+3 |*T 7717 YETETIYT T 5 4
para =17 y——_A—Z, y——g— = yz_ﬁ_ yz_ﬁ (_ﬁ‘_ﬁ‘?))
z= 17 17 17
z=3 z=3 z=3
A"+ A
Punto simetrico de A;T =M; A"=2M—A;
A'—Z( > 483) A(0,—4,2) = 10 6) — (0,—4,2) = .28,
_(17’17’) "_(17'17') "_(17’17’)

4. Ejercicio

De una bolsa de fichas numeradas del 1 al 20 se extraen sucesivamente 2 fichas si remplazamiento .
Se pide:

a)Calcular la probabilidad de que ambos sean multiplos de 3.

b) Calcular la probabilidad de que el primero sea multiplo de 6 y el segundo multiplo de 3.

c) Calcula la probabilidad de que ninguno sea multiplo de 2.

d) Calcular la probabilidad de que la segunda ficha sea un numero impar, sabiendo que la primera
tambien lo ha sido

Solucién:

a)Calcular la probabilidad de que ambos sean multiplos de 3.

Multiplos de 3.son : 3,6,9,12,15,18;

6
Probabilidad de que elprimero sea multiplo de 3 = 20

5
Probabilidad de que el segundo sea multipli de 3 = —

19
Probabilidad d b Itiplos d 3—6 5—30—007894-7
A
robabilidad de que ambos sean multiplos de 2019 ~ 380 ,

b) Calcular la probabilidad de que el primero sea multiplo de 6 y el segundo multiplo de 3.
Multiplos de 3.son : 3,6,9,12,15,18; Multiplos de 6.son : 6,12,18;

Probabilidad de que elprimero sea multiplo de 6 = 20

5
Probabilidad de que el segundo sea multipli de 3 = 9

5 15
—— = 0,03947

Probabilidad de que el primero sea multiplo de 6 y el segundo multiplo de 3 = 5019 = 380

¢) Calcula la probabilidad de que ninguno sea multiplo de 2.

Multiplos de 2.son : 2,4,6,8,10,12,14,16,18,20;

1
Probabilidad de que el primero no sea multiplo de 2 = — =

Probabilidad de que el segundo no sea multiplo de 2 = I
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1 9 9
Probabilidad de que ninguno sea multiplo de 2 = 7 * 19-38° 0,23684

d) Calcular la probabilidad de que la segunda ficha sea un numero impar, sabiendo que la primera

tambien lo ha sido

. . . . ) . P(los dos impares)
Probabilidad condicionada P(22 sea impar|sabiendo que la primera lo ha sido) =

primero ha sido impar

18
P(22 sea impar|sabiendo que la primera lo ha sido) = 38 = 0,473684;

N|>—\|g|xo

5. Ejercicio

01 1 1 0 0
DeaB=(1 0 1],C={0 2 0] yAunamatriz que verifica AB = BC se pide:
1 1 0 0 0 3

a) Calcular determinante de A

b)Calcular BCB~?!

x x 1
c) Encontrar el vector tal que (y) tal que BC (y) = (2)
z z 3

Solucién

a) Calcular determinante de A

a b /0 1 1 b+c a+c a+b
AB=BC=>AB<d e f)(l 0 1>=(e+f d+f d+e)

g h i/\1 1 0 h+i g+i g+h
Propiedades de determinates |AB| = |A| * |B]|

0 IN\/1 0 O 0 2 3
BC= (1 1)l0 2 0fJ=(1 0 3;
1 0/\0 0 3 1 20

RO R PO

0 1 1.0 0
| Bl = 1l=1+1=2; |C]= 2 0| =6;|BC| = 12;
1 0 0 0 3
0 2 3
|BC| 0 3[=6+6=12
12 0
0 1 1
|AB| = 12;|B| = 0 1f{=1+1=2=> |4|=6
1.1 0

b)Calcular BCB~?

011 . ¢
Adj(B
Siendo B = <1 0 1) => B~1= ( |]]§| )

1 10

1 1 ‘ -1 1 1
AdJ(B)—(l - 1>:(Ad]’(B))=<1 1 1)8‘1=f
1 -1 1 1 -1
1
2

1
RN

Bl =

N, N -
N
N =N =

N =
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11 1 5 1 1 e 1
272 2\ (2 2 "2 /____
pepi=(1 0 3)| L _1 1 —/1 4 Zw—fﬁ i
12 0/| 2 2 2 2 2 1 1 3
1 1 1 1 1 3 - - 2
- - = - - Z 2 2 2

2 2 2 2

X x 1
c) Encontrar el vector tal que <y> tal que BC (y) = (2)

z z 3

X 0 2 3\ /x 2y + 3z 1 2y+3z=1;
BC<y>=(1 0 3><y>=<x+3z):(2);{x+3z=2;
z 1 2 0/ ‘\z x+ 2y 3 x+2y=3;

2y—x=-1Lx=2y+1;

1
sustituyo enx + 2y = 3 => 2y+1+2y=3;y=§

1 xi2losxe2
YEQTTXT AT SRS

Sustituyoenx+ 3z =2;=>2z = 0;

6. Ejercicio

Disponemos de una barra metalica de 10m. Con ella queremos
construir una estructura formada por un

rectangulos rematado encima por un triangulo equilatero como
en la figura. Para construir la figura
cortamos seis trozos de barra original de longitudes adecuadas y

se sueldan para obtener la figura.

L S

Se pide:
a) Si denotamos por x la base del triangulo, calcular su altura y

en funcion de x

b)Determinar como debemos cortar la barra original para que la estructura encierre un area maxima
Solucién

a) Si denotamos por x la base del triangulo, calcular su altura en funcion de x
10 — 4x

6 Barras cortadas => 4x + 2y = 10m;y = =5-2x

Area del rectangulo = xy

h
Area del triangulo (cada angulo mida 602) => sen 60 = o h = x sen 60;h = 0,866x
x * 0,866x
2

x*0,866x  2xy + 0,866 x2
2 h 2

Area del triangulo =

Area de la figura = xy +

2xy + 0,866 x> B
> =

] 2(5-2x)x+ 0,866 x> 10x —4x? + 0,866 x>  10x — 3,134x2
Area de la figura; = = =
2 2 2
A=5x—1567x%A"=5-3,134x=0; x = 1,5954 ; y=5—2(1,5954);y = 1,8091895

sutituimos y por su valory = 5 — 2x; Area de la figura =

A" = —3,134 es maximo
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7.

Ejercicio
x—z=0;

111
X+2y—z=4 ylarectasquepasaporA(Z,Z,E)

Dadalarectar: {

y tiene direccion(—1,1,0)

a) Escribe la posicion relativa de ambas rectas

b) Calcular el plano que contiene ala rectar y a un vector perpendiculararyas
¢) Encuentra una perpendicular comuna ryas

Solucién

a) Escribe la posicion relativa de ambas rectas

=1
o x—z=0; x=z x =z . *Erwd, =00
I: {x+2y—z=4 {z+2y—Z=4 {y= 2; hacemos x = A => r: [y_i{ P = (0.2,0)
Z =
1
x=—F+ Z
vd, = (-1,1,0) |
1
n=(b Ll sty
s — y )
4°4°2 1
=3
1 0 1
Los vectores directores no son proporcionales_—1 * 1 * 0
por lo que no son paraaleos ni coincidentes
vd, =(1,0,1) vd, =(1,0,1)
vds; = (—1,1,0) Vds = (-1,1,0)

veamos si se cruzan o se cortan

111 17 1
vector PR, = (0,2,0) — (Z o 'E) vector PP, = (_Z e _E)
1 0 1
. . 1 0 171
vemos si son coplanarios | 7 7 11=-"372 + i —2 no se cortan;
4 4 2

Las rectas se cruzan

b) Calcular el plano que contiene a la recta r y a un vector perpendiculararyas

1
lx——ﬁ'l'z
= vd, = (-1,1,0
r ng{vdrz(l;o;l) S: g ]F 1 1)5 _ﬁ+l
LIitr=020 Y R=(7.0.5) 777 T
z=2A 4°4°2 1
Z=E

Un vector perpendicular ary s nos lo da e producto vectorial de Vd; = (—1,1,0)y Vd, = (1,0,1)

i ok
-1 1 of 1. 1 1 1 1.1 2 (11 1)
=—i——k——k+z]J=ci+=]——k; Vds=5z,7,—=)=(11-1
1 1 1| TgiTgkmgktg/=gitglgkiVds = (g7, 73) = QLD
4 4 2
El plano pedido tendra vectores directores Vd,s y Vd,y punto de r (0,2,0
x—0 y—2 z-0 X y—2 z
1 1 -1(=[1 1 —1l|=x—-y+2—-z—-y+2=x—-2y—z+4=0
1 0 1 1 0 1
El plano pedidox —2y —z+4 =0
-
I g
¢) Encuentra una perpendicular comuna ryas " ey
La recta perpendicularalasdosrys - Y

El plano calculado anterior contiene a la rectar

y el vector directordet; x —2y —z+4 =0
16(26)



Calculamos otro plano que contenga a s y a un vector perpendicularasyr

111
Vd,s y Vdgy un punto deS(Z'Z'E)
1 1 1
R S ) SV U SO VI . S
1 1 o1 [TV T ATy T T T ATy AT E
-1 1 0

3
x+y+22—§=0

3
x+y+Zz—E=O
x—2y—z+4=0

La recta pedida

Ejercicio
El peso de las crias recien nacidas de una especie de primates sigue una distribuccion
normal X de media p = 3353 gr. Sabiendo que P(X > 3693) = 0,2;
a) Calcula da desviacion tipica o de la distribuccion de pesos
b) Calcular el valor de x, tal que P(X < x,) = 0,2
Solucién
a) Calcula da desviacion tipica o de la distribuccion de pesos

Pasamos (i es la media y o es la desviacion tipica) ; en otra Z que siga una distribuccion N(0,1)

. X—u
aplicando la formula Z = e

TABLA DE LA DISTRIBUCION NORMAL
P(X < 3693) = 0,8;
X —3353 3693 —3353
P (Z = < )
o o

i, 1), P{Z < 045} = 00730,

340
= P (Z S _) = 0,8 Ejeanplo: i Z tisme i
o

0.0

.02

.03 00T 008 008

=> En la tabla el valor 0,8 =~ 0,7995 o1 | oaage = burs 03T 087
0.2 | 0.5783 . i 06163 06141
0.3 | 06179 06443 (L6480 06517
equivale en la tabla de distribucion bl e R e
N(0,1) = 0,84 07| o
0.8 O

05238 08264
D885 08008

08340

340 ot |oaia oame
T =0,84; 0 = 404,7619;

08577

E D866 08708 770 0.8TH0
2 R 08860 0T 2 (.3050
1.3 W32 0.0049 ) 5 09147
— — 1 0.0192  0.920 0.9 1L.9265 " 09292 09306 09319
Tabla ( H= 3353' 0= 404'7619) 15 09332 0.0345 57 08370 09352 0930 0906 09418 00420 09441

1Al NMRY N04RR G0MT4 0GR DR NOAAR ONSIR NAS9E NORRE 0 ORR

b) Calcular el valor de x, tal que P(X < x,) = 0,2
— 3353
P ( al

<L<— | = — = =
_404,7619> 0,84 => x, = 3013
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Examen 2020 C

1. Ejercicio
Se considera el siguiente sistema de ecuaciones dependiente del parametro real a:

x+ay+z=a+1
—ax+y—z=2a
-yt+z=aq

a) Discutir el sistema segun los valores de a

b) reseolver el sistema paraa = 0:

Solucién
1 a 1 1 a 1
Hallamos el rango de la matriz de variables [ —a 1 —-1]=[|-a 1 -1=
0o -1 1 0o -1 1

1+a—1+a%=a%?+a=a(a+1)=0;el determinante es 0 paraa=0ya = —1
paraa # 0y a # —1 => Rango de la matriz coeficientes = Rango de la ampliada = 3;

Sistema compatible determinado

X+ay+z=a+1 x+0+z=1x+z=1
Paraa=05ustituyo{—ax+y—z=23;=> {O+y—z=0;{y—z=0;
-y+z=a; -y+z=0;, \-y+z=0;
1 0 1] 1 0 1 1
Rrangodelamatrizampliada(O 1 -1 0); 1 —1 0|=1+1=2;R(ampliada) = 3;
0 -1 110 1 1 0

Rango de la matriz coeficientes = 2 y Rango de la ampliada = 3; Sistema incompatible

X+ay+z=a+1 Xx—y+z=0

Para a = —1 sustituyo {—ax+y— z=2a; => {x+y— 7 =-2;

—ytz=a; -y+z=-1;

1 -1 1 0 1 -1 0
Rrangodelamatrizampliada(l 1 -1 —2);1 1 =2|=-1-2-1=—4;

0 -1 11 -1/ 10 -1 -1

R(ampliada) = 3;

e RangodelamatrizA # rango de matriz A ampliada; Sistema incompatible
e Rango matriz A = rango matriz A ampliada = n° de incognitas =>

Sistema Compatible determinado; tine una solucion A
e Rango matriz A = rango matriz A ampliada # n° de incognitas =>
Sistema Compatible determinado; tine infinitas soluciéon A

e Rango de la matriz coeficientes = 2 y Rango de la ampliada = 3; Sistema incompatible

b) reseolver el sistema paraa = 0:

{x+ay+z=a+1 {x+0y+z=0+1 {x+z=1 <1 0 1

1
—ax+y—z=2a=>{-0x+y—-z=2x0,=>{y—-z=0; |0 1 -1 0)
-y+z=a; —y+z=0; -y+z=0\0 -1 11 0
Rango de A = 2 y rango de la ampliada de A = 2 => SCD con infinitas soluciones
x=1-2
E; x+z=1 . x=1-z . i _ .
dado que E2=E3{ y =2z Sustituyo en El{ y=2z hagoy—z-l,Soluaon{ 21:;,
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2. Ejercicio
Dada la funcién f(x) = x3 + 3x2 — 1y g(x) = 6x; Se Pide:
considera el siguiente sistema de ecuaciones dependiente del parametro real a:
a) Justifica usando el teorema adecuado, que que existe algun punto en el intervalo [1,10] en que
ambas funciones toman el mismo valor .
b) Calcular la recta tangente a la curva y = f(x) con pendiente minima

2fx)

——dx;
1 gx)

¢) Calcula

Solucién
a) Justifica usando el teorema adecuado, que que existe algun punto en el intervalo [1,10] en que

ambas funciones toman el mismo valor .

El teorema de Bolzano o teorema e
, . . I
del valor medio nos dice que si una e ” : A ,/
funcion f(x) 1 |
1
es continua en en un intervalo [a, b]. 4 10
Si f(a)y f(b)tienen signos opuestos existe /7
s s
al menos un mumero fx)=x"+8x* -1 / 1
c € (a,b)donde f(c) = 0; ‘ T / '
(a, b)donde £(c) , / /|
/3 5] -17 1 1]
Si ambas funciones toman 7 hx :_ X— x|
el mismo valor f(x) = g(x) / / I
10 I
=> f(x) — g(x) = h(x) / // ;
h(x) = x3+3x?—-6x—1=0; f / 15 :
g(x)) = 6x
es una funcion continua y s R = 1

{h(10)=103+3*102—6*10—1>0
A1) =13+3%12-=6%x1—=1<0

Segun el teorema del valor medio existe un punto c donde en el intervalo (a,b) donde h(x) = 0;

b) Calcular la recta tangente a la curva y = f(x) con pendiente minima

f(x) = x3 + 3x? — 1;f'(x) = m = pendiente de la tangente = 3x% + 6x = 0; x(3x + 6) = 0;
Habra un maximo o un minimoenx =0y x = —2;

f7(x) =6x+ 6 =0;x =—1; Punto critico x = —1;

Calculamos valores f'(x) proximos al punto critico

(-o0,1) (1,00)
parax = —2 1 parax =0
Parax = -1
- 0 +

decreciente minimo creciente
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Calculamos el punto minimo x = 0 => | 4 |'
. I |
f(x) = —1; Punto minimo (0, —1) f(x)=x%+ Bx’e —
Calculamos m = f'(x) en el punto (0,—1) => ' 3 A
m = 0; 2
Tangente:y — (—1) =0(x —0) =>y = —1; / l
i
- - -1 \l}/ |1 P
j = |
v == —1
2f(x)
¢) Calcula —dx;
) 900
f2x3+3x _1d—f2X3+3X2_1d'h la divisi _J212+1 ld 3
. ox X = . ox x ; hacemos la division = . (6X ok 6x) x =

f212+3 1d_1f2 SIS NP B LS L ’y
Gt T ) (Al =g m LT

(2,32 ) (B3l =28 Bt 3 -
s\\3 72 ~ " 372 ™ _( 7 Im2-gz-ztinl)=

17+91 41 1
G 2 =36t 6"2’

2 £(x) 41+1l 1
1g(x) 367602

Ejercicio
x=-1+21
y s=43y=—4—21 Sepide:
z=2

a) Calcular la posicion relativa de las rectasr y s;

x—y=2
3x—z=-1

Dadas las rectasr = {
b)Hallar la ecuacion del plano perpendicular a la recta r y que pase por P(2,—1,5)
¢) Encontrar la ecuacion del plano paralelo a la recta r y que contenga alarecta s
Solucion

a) Calcular la posicion relativa de las rectas r y s;

X—y=2 . . .
r= {3 y 1 como son dos ecuaciones y tres incognitas, depende de un parametro
X—z=—

x=f .
—y = =2
Hacemos x = f3; y sustituimos en {3:_ Z_ El => {35 Z_ _1[ = {Vecgi;g;rfgtirz(ll')lj)

{x =___14_+_2; {Vector director(2,-1,1)

Y D Punto (=1, —4,0)

Posiciones de las rectas:

Vemos si los vectores directores son proporcionales % * —il * % no son =>

las rectas se cortan o se cruzan
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comprobamos si se corta, si son coplanarias su determinante es 0;

Vector director r(1,1,3) 1 1 3
Vector director de s (2,—1,1) 2 -1 1|{=11
Vector que une los dos puntos = (0,—-2,1) —(-1,-4,00=(1,2,1) 11 2 1

Dado que el determinante es distinto de 0 las rectas se cruzan

b)Hallar la ecuacion del plano perpendicular a la recta r y que pase por P(2,—1,5)

Si es perpendicular a la recta r su vector Normal serd el vector director de la recta

Ax + By + Cz + D = 0 Sustituyo => 1x + 1y + 3z + D = 0; como ha de pasar por P(2,—1,5)
1*2+1(-1)+3%*5+D=0;D =16; Planox+y+3z+16=10

¢) Encontrar la ecuacion del plano paralelo a la recta r y que contenga alarecta s
Para hallar la ecuacion de un plano necesito dos vectores directores del plano y un punto

Vector del plano paralelo a : Vector director de r(1,1,3)
Si ha de ser paralelo alarectar Vector del plano: Vector director de s (2,—1,1)
un punto serd el de la recta (—1, —4,0)

x—(-1) y—(-4) z-0 x+1 y+4 z
Ecuacion del plano 1 1 3 (=011 1 3| =
2 -1 1 2 -1 1

x+1+6y+24—z+3x+3—-y—4—-2z=0;
Ecuacién del plano 4x + 5y — 3z + 24 = 0;

Ejercicio

Un arquero aficionado dispone de 4 flechas y dispara a un globo coocado en el centro de la diana .
La probabilidad de alcanzar el blanco en en el primer tiro es 30% en el segundo es del 40% en el
tercero 50% y en el cuarto 60%
a) Calcular la probabilidad de que el globo haya explotado sin necesidad de hacer el 4 disparo
b)Calcular la probabilidad de que el globo siga intacto tras el cuarto disparo
¢) En una exhibicion participan diez arqueros profesionales, que aciertan un 85% de sus
lanzamientos. Calcular la probabilidad de que entre los 10 hayan explotado 6 globos

al primer disparo
Solucién
a) Calcular la probabilidad de que el globo haya explotado sin necesidad de hacer el 4 disparo
Tomamos E explote y N no explote
Probabilidad de que explote con el primer disparo E; = 0,3;
Probabilidad de que no explote en el primero N; =1—-0,3 = 0,7;
Probabilidad de que no explote en el primero y explote en el segundo E, = 0,7 * 0,4 = 0,28
Probabilidad de que no explote en el primero, ni en el segundo y explote en el tercero

Es=Ny*Nyx E3=(1-0,3)%(1—04)*0,5=0,7%0,6 0,5 = 0,21;

Probabilidad de que el globo haya explotado sin necesidad de hacer el 4 disparo
Eqntesdera = E1 + E; + E3 = 0,3+ 0,28 + 0,21 = 0,79
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b)Calcular la probabilidad de que el globo siga intacto tras el cuarto disparo

Nsiga intacto despues del cuarto disparo — Ny % Ny * N3 * N,

=(1-03)*x(1-04)+*(1-05)*x(1-06)=07+4+06+0,5+ 0,4 =0,084;

¢) En una exhibicion participan diez arqueros profesionales, que aciertan un 85% de sus
lanzamientos. Calcular la probabilidad de que entre los 10 hayan explotado 6 globos
al primer disparo
n
Formula de la probabilidad Binomiales P(X =1) = (r) prxqt"
X = Variable,numero de veces que sucede el evento definido
r = valor que toma la variable (6)
n = numero de veces que se repite el evento (10)
p= Probabilidad de que suceda X( 0,85)
q = Probabilidad de que no suceda X(0,15)

10 10;
PX=1)= 0,856 0,154 = — 0,856 0154=(
&=n (6) B ED 6x(10—6) /> "

10x9%8x7

ik 6 4
4*3*2*1) 0,85° % 0,15
Probabilidad de que entre los 10 hayan explotado 6 globos al primer disparo

P =210+ 0,00019 = 0,0399 =4 %

Ejercicio

Segunn informa la AE de acuicultura, durante el afio 2016 se comercializaron en Espafia dorada,
lubinas y rodaballos por un total de 275,8 millones de euros. En dicho informe figura que se
comercializaron 13740 toneladas de doradas, 23440 t de lubinas. En cuanto a rodaballos se
vendieron 7400 toneladas por un valor de 63,6 millones de Euros. Sabiendo que el kg de dorada
fue 11 cm mas caro que el kg de lubina. Se pide calcular el precio del kg de cada uno de los tres
tipos de pescado
Solucion

Hacemos una tabla con los datos del problema

Kg vendidos Precio el Kg Euros
Dorada 13.740.000 x+0,11) 577671€
Lubina 23.440.000 X 5,66671€
Rodaballo 740.000 63600000/740000 = 63600000
85946
TOTAL 37.920.000 275.800.000

Precio de las doradas y lubinas vendidas = 275.800.000 — 63600000 = 212.200.000
Precio de las dorada + lubinas = 13.740.000 = (x + 0,11) + 23.440.000 * x = 212.200.000
13.740.000x + 1.511.400 + 23.440.000x = 212.200.000; 37.180.000x = 210.688.600;

Precio de La lubina — x = 210.688.600 — 5 66671€
recio de la fubina = X = o oro0m = 9

Precio de la dorada = 5,66671€ + 0,11 = 5,77671€
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6.

Ejercicio

Sea la funcion f(x) = {

b) Analice la derivabilidad y crecimiento en [—4,4]

) Determine si la funcion g(x) = f'(x) esta definida, es continua y es derivable enx = 1

Soluciéon

a) Estudie la continuidad en [—4,4]

(x—1)?%six<1
(x—1)3six>1

La funcion f(x) = {

presentar discontinuidad en x = 1;

(x—1)?six<1
(x—1)3six>1
a) Estudie la continuidad en [—4,4]

puede

Hallo valorde fenx = 1;f(1) = (1 - 1)? = 0;

Hallo limites por la derecha e izquierda de x = 1;

lim (x — 1)? = 0;
xX—-1"

: 3_-0-
lim (x —1)° =0;

Dado que lim (x — 1)% = lim (x — 1)3 = 0;
X1 x-1*

Implica que la f(x) es continuaen x = 1

b) Analice la derivabilidad y crecimiento en [—4,4]

Hallamos la derivada de la funcion f(x) = {

Hallo limites por la derecha e izquierda de x = 1;

lim 2(x—1) = 0;
x-1

; 2 _ 0.
X1L1111+3(x —-1)?%=0;

Dado que lim 2(x—1) = lim 3(x — 1)? = 0;
X1 x-1*

La funcion es derivable en x = 1;

Comprobamos crecimiento de la funcion f'(x) dado que

(x=1)2six<1
(x—1)3%six>1

Hallo valor de f'(x) enx = 1;f' (1) = 2(1 = 1) = 0;

=>F&)={

paraf (1) =0

2x—Dsix <1
3(x —1)?%six>1

(-0,1) (1,00)
parax =0 Parax =1 parax =2
f(x) =2(x—1)six <1 f(x) =3(x—1)?six>1
- 0 +
decreciente minimo creciente

¢) Determine sila funcion g(x) = f'(x) esta definida, es continua y es derivable enx = 1

2x—Dsix <1
3(x—1)?six>1

800 =60 = {

Comprobamos continuida de la funcion g(x) en x = 1:

Hallo valordegenx = 1;g(1) = 2(x— 1) = 0;

Hallo limites por la derecha e izquierda de x = 1;
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lim 2(x— 1) = 0;
x-1"
i 2_9.
Xlirg 3(x—1)*=0;
Dado que lim 2(x—1) = lim 3(x — 1)? = 0;
X1 x-1*

Implica que la g(x) es continuaenx = 1

Comprobamos derivabilidad de la funcion g(x) en x = 1:

,()_{ 2six <1
8 = l6(x—1)six>1

Hallo valorde g'(x) enx = 1;g"(1) = 2
Hallo limites por la derecha e izquierda de x = 1;
lim 2 = 2;
X—1"
lim 6(x—1) = 0;
x—1%
Dado que lim =2; lim =0yg'(1) = 2;
X—-1" x-1F

Implica que la g(x) no es derivable enx = 1

Ejercicio
Dados lo puntos P(—3,1,2) y Q(—1,0,1) y el plano m: x + 2y — 3z = 4 se pide:
a) Halla la proyeccion de Q sobre el plano
b) Escribe la ecuacion del plano paralelo a m:x + 2y — 3z = 4 que pasa por P
c) Escribe la ecuacion del plano perpendicular a m:x + 2y — 3z = 4 que contienea Py Q
Solucién
a) Halla la proyeccion de Q sobre el plano
La proyeccion de Q sobre el plano estara en la recta perpendicular al plano que pasa por Q
El vector normal del plano m:x + 2y — 3z — 4 = 0 sera (1,2, —3) y sera el vector de la recta

perpendicular al plano

=11-1;
_ vd (1,2,-3) I
Recta perpendicular al plano que pasa por Q{Punto de paso (—1,0,1) r= y =21
z=-31+1
Punto de interseccion del plano y la recta; sustituyo en el plano m:x + 2y — 3z = 4
8 4
A=) +2%21-3(-31+1)=4,214+414+91-8=0; A=E=7;
x = 1; |x 7
4 8
Punto de proyeccion de Q en el plano = Punto de interseccion y=2x = y==
5

— 3211 z=
z=-35 z=—c

b) Escribe la ecuacion del plano paralelo a m: x + 2y — 3z = 4 que pasa por P
Un plano paralelo a m: x + 2y — 3z = 4 que pasa por P, tendra el mismo vector normal
B:Ax + By + Cz + D = 0; con vector normal (1,2,—3) => x+2y—3z+D =0;
Como ha de pasar por P(—3,1,2) sustituyo; —3+2(1)—-3%*2+D=0;-3+2—-6+D=0;D=7;

Plano paraleloam:x + 2y — 3z = 4 que pasapor P; $:x+2y—3z+7 =0
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d) Escribe la ecuacion del plano perpendicular a m:x + 2y — 3z = 4 que contienea Py Q

Un plano perpendicular a x + 2y — 3z = 4 tendra como vector director el normal del plano
Vd= (1,2,-3)

Otro vector director P — Q; (Vdp_o) = P(-3,1,2) — Q(-1,0,1) = (-2,1,1)

vd = (12,-3) x—(-1) y—-0 z—-1] |x+1 y z-1
(VdP—Q) = (=2,1,1) Ecuacion del plano -2 1 1 |=]-2 1 1 | =
1 2 -3 1 2 =3

Punto = (—1,0,1)
—-3x—-3—-4z+4+y—-2x—2—-6y—z+1=-5x—5y—5z=0;

Plano perpendicular a m: x + 2y — 3z = 4 que contieneaPy Q; x+y+z =10

8. Ejercicio

Se consideran dos sucesiones A y B tales que P(A) = 0,5y P(B) = 0,25y P(ANnB) = 0,125

a) Sea C otro suceso incompatible con A y con B ; Son compatible los sucesos Cy AUB ?

b) Son Ay B Independientes?

c) Calcula la probabilidad P( 4 N B)

d) Calcula P( B|A)

Solucion

Teoria de probabilidades

Sucesos incompatibles
Se dice que dos sucesos A y B son incompatibles si no pueden ocurrir losdosalavez=>A NB= 0
Sucesos Independientes
Dos sucesos Ay B son independientes si la ocurrencia de A no afecta a la ocurrencia de B; P(ANC) = P(A) * P(B)
Propiedades de la frecuencia relativa (Probabilidad)
La probabilidad de un suceso siempre esta entre 0y 1
La probabilidad de un suceso seguro es 1
La probabilidad de un suceso imposible es 0
La probabilidad de la union de dos sucesos cualesquiera P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB)
La probabilidad de la union de varios sucesoss cualesquiera
P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C) — P(ANB) — P(ANC) — P(BNC) + P(ANBNC)

Cuando dos sucesos son incompatibles (no pueden ocurrir los dos a la vez )se cumple P(ANB) = 0.

XN X X X X X X

Cuando dos sucesos son incompatibles, la probabilidad de la unién de los mismos es la suma de sus
probabilidades P(AUB) = P(A) + P(B)
P(AjUA,UA3U..UA,)=P(A;)+P(Az)+ P(A3) + .+ P(A,)
La probabilidad de un suceso contraricaA, A= P(A) =1 —P(A)
La probabilidad de la interseccion de dos sucesos independiente P(ANB) = P(A) * P(B)
Cuando dos sucesos son independientes P(ANB) = P(AUB) = 1 — P(AUB)
P(A — B) = P(ANB) = P(A) — P(ANB)
P(ANB) = P(A) — P(ANB); P(A) = P(ANB) + P(ANB)
P(ANB) = P(B) — P(ANB); P(B) = P(ANB) + P(ANB)

EEEEEE

a) Sea C otro suceso incompatible con Ay con B ; Son compatible los sucesos Cy AUB ;
Al ser incompatibles =>A NC=@yBNnC=g;

Si Ay B no tienen ningun elemento comun con C => AUB no tendra ningun elemto comun con C;
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(AUB) N C = @; por la propiedad distributiva => Cn (AUB) = (CNA)U(CNB)=@0U@ =0
Cy (AU B) son incompatibles

b) Son Ay B Independientes?

P(ANC) = P(A) * P(B) : sustituimos => P(A) = 0,5y P(B) = 0,25y P(ANnB) = 0,125

P(A) =0,5yP(B) =0,25yP(AnB) =0,125 = (P(A) =0,5) * (P(B) = 0,25) = 0,125;

Ay B Independientes

¢) Calcula la probabilidad P( 4 N B)

v Cuando dos sucesos son independientes P(ANB) = P(AUB) = 1 — P(AUB)
P(ANB) =P (AUB) = 1 - P(AUB);

v' La probabilidad de la union de dos sucesos cualesquiera P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB)
P(AUB) = P(A)+ P(B) —P(ANnB)=054+0,25-10,125 = 0,625
P(ANB)=1-0,625=0,375;

d) Calcula P( B|A)

Probabilidad condicionada, es la posibilidad de que ocurra un suceso al que denominamos A, como
consecuencia de que haya tenido lugar otro evento llamado B

P(A|B) = %; P(ANB) = P(A|B) = P(B) 6 P(ANB) = P(B|A) * P(A)
_ P(BNA)
P( B|A) = IO

v P(ANB) = P(A) — P(ANB); P(A) = P(ANB) + P(ANB)
P(BNA) =0,5— 0,125 = 0,375;

P(BNA) 0375

P( BlA)= W—O—'S—OJS
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