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1 Examen 2020-2021 A

1.

Ejercicio
Tres amigas Sara, Cristina y Jimena, tienen un total de 15000 seguidores en una red social.
Si Jimena perdiera el 25% de sus seguidores, todavia tendria el triple de seguidores que Sara.
Ademas, la mitad de los seguidores de Sara mas la quinta parte de los de Cristina suponen

la cuarta parte de los seguidores de Jimena. Calcular cuantos seguidores tiene cada una

Solucién
Seguidores
Sara X 2000
Cristina Y 5000
Jimena Z 8000
15000
Enunciado:

Si Jimena perdiera el 25% de sus seguidores : 0,75 * Z = 3X

X lvy=17 1ox4av=sz

2 5 47 s

X+Y+Z=15000 (X +Y +Z = 15000
0,75Z = 3X 0,752 —3X =0
10x +4y =52 (10X +4Y -5Z=0

0,75
0,752 -3X=0;X = TZ; X =0,25Z

0,25Z+Y +Z = 15000

100,252 +4Y —-5Z =0 2,52

~25Z +4Y = 0;Y = ——

1,25Z +Y = 15000;Y = 15000 — 1,25Z;
sustituimos { {
4

2,57
15000 —-1,257 = -+ ; 60000 = 7,5Z; Z = 8000 seguidores

X = 0,257 sustituimos => X = 2000 seguidores

2,5Z
= o = 5000 seguidores

Ejercicio

Calcular en caso de existir los siguientes limites

\ x2(1 - 2x) o 1(3 2
al) lim—————;
x=0x — 2x% —sen x X—00 X
. . 1 .
Use el cambio de variable t = ;cuando sea necesario

b) Calcule las siguientes integrales

b1)dex- b2)f1x2e‘xdx
x2—=1"" 0
Solucién

x2(1 - 2x) 02(1—2%0)

. 0 . . e
a) )l(l_r%x 927 —senx_ 0—2+0Z—sen0-0 Indeterminado; Aplicamos L' Hopital

i 2x(1—2x) = 2x* 2x0(1-2x)—2%0% 0 —O'dt ad
%90 1—4dx—cosx  1—4+0—cos0 1-0—1 g raetermnado
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21 -2x)+2%2x—4x . 2—4x+4x—4x 2 —4x 1

Apli L’Hopital li =1 =lim————=——
picamos opita xl—r>% —4 + senx xl—r>% —4 + sen x xl—r»% —4 + senx 2
. x*(1-2x) 1
*0x — 2x% —senx 2
o 1/3 2 1/(3 2 ) ) ) )
a2) lim—|-- =——- = (0 — 0)indeterminado; hacemos cambio de variable
x-0o X \ X 1 o\
sen= sen—
x ©
1 2
— =t =>siesparax — o ahora serdparax — 0; llmt (Bt ——) = lim (3t2 - —) =
x sent t>0 sent

lim

3tZsent — 2t
t-0

0
) =—Indeterminado ;
sent 0

(6tsent + cost(3t?) — 2)> 2

Aplicamos L’Hopital lim (
-0 cost

b) Calcule las siguientes integrales

b1) f = —ln(x — 1)+ C ; Integral directa
b2) f x%e *dx Aplicamos integracion por partes
0

(ILATE) Aplicamos la formula fu dv=uv-— fvdu

2 . _
=> fxze_"dx = {efxd; E’d;xd_xefxdfvfxze_xdx =x2(—e™¥) — f —e™* x 2xdx

x=u; ldx=du
—eYdx=dv; e *=v

integramos por partes; — 2f —e ™ * xdx { =-2((x(e™) — f e ™ x 1dx))
—2[—3"‘ * 2xdx = —2x(e™) —2e™™
1
J x?e*dx = [x?(—e™*)— (2x(e™*) = 2e™¥) +C]} =
0
(—1%2(e™ ) —2*1let—2e ) — (—0%(e 1) —2%0e t —2e7%) =

5
= —-1%(e ) —2x1let—2et+2=e(-1-2-2)+2=-5e1+2= —o+2

i 5
J x?e¥dx= ——+2;
0 e
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3.

Ejercicio

vA
Dado el punto A(1,0,—1) ylarectarix—1=y+ 1= 5 yelplanom:x +y —z = 6.Se pide:

a) Hallar el angulo que forma el plano my el plano perpendicular a la recta r que pasa por el punto A.
b) Determinar la distancia entre el plano m ylarectar
¢) Calcula una ecuacion de la recta que pasa por A, forma un angulo recto con larectary
no corta al plano
Soluciéon

a) Hallar el angulo que forma el plano m y el plano perpendicular a la recta r que pasa por el punto A.
El plano perpendicular a la recta r tenda como vector normal el vector director de la recta

z—2 {V—dr =(1,1,2)
2 B=(1,-12)

rx—1l=y+1=

Vng = (1,1,2) wAx+ By + Cz+ D = 0;sustituyo => p: 1x+ 1y + 2z +D = 0; wex+y+2z+D =0
Como ha de pasar por A(1,0,—1) debe cumplir la ecuacionp: x+y+2z4+D=0;1+40—-2+D=0

D=1, ux+y+2z+1=0

El angulo que formaran los planos lo hallamos con el producto escalar

s — Vng, «Vn,

Vng xVn, = [Vng| « [Vn,| cosa;cosa = ———=

[Vig| « |Vn,|

Vig «Vn, = (1,1, -1)(1,1,2) =1+1-2=0;
[Vig| = V| = JA+1+ 1+ /A +1+4=/@*V6= 18;

0
cosa = ——= = 0; los planos son perpendiculares

V18;

b) Determinar la distancia entre el plano m ylarectar

_ x=1+1

Comprobamos si larecta cortaal planorix—1=y+1=——;{y=1-1
2

z=21+2

Sustituimos enelplanom:x+y—z=6=> A+1+1-1-221+2)=6;,-2=6;

Como no se cortan ni esta contenida en el plano, la distancia se calcula hallando distancia de

un punto de la recta(por ejemplo B = (1, —1,2)) alplanom:x+y—z=6

Distancia de un punto P(x1,y1,z1)y elplanoA=Ax+By+Cz+D =0

|Axq + By, + Cz4 + D|
VAT BE T ¢

[1+1+1%(-1)—1%2-6] |-8|

Distanciade (P, am) = - =

NorETeny B

distanciade (P al) =

Gl e

¢) Calcula una ecuacion de la recta que pasa por A(1,0,—1) , forma un angulo recto con larectary

no corta al plano

z—2(Vd, =
Buscamos un plano que contenga a una recta s perpendicularr:x—1=y+1 = {Vdr a.12)

2 (P=(1,-12)
que pase por Ay sea paralaloal planom:x+y—z =6

Si la recta s es perpendicular a r su producto escalar = 0;

=> (Vd, = (1,1,2)) * (Vd, = (a,b,c)) = 0; la+1b + 2c = 0

Por otro lado el Va: ha de ser perpendicular al vector normal del plano V—m; =(1,1,-1)

Producto escalar = 0 => (V—)clS = (a,b, c)) * (V—)nTr =(1,1,-1)=0;a+b—c=0;
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{1a+1b+2c=0 {a+b+2c=0 d . . . _
os ecuaciones con tres incognitas; hacemos a = 3

a+b—-c=0 a+b—c=0
_ — 0. a=f x= B+Xxq
{BB -:_bb-l-_ch_—OO {bcz—_o,ﬁ => {b=—[3 Larectas: serd iy = — B+,
- c=0; z =0+ zg;
x=f+1
Sila recta s: ha de pasar por A(1,0,—1) => s:{ y= —B+0
z=0+(—1);
x=pB+1
La recta pedida sera s: { y= —B
z=—1;

Ejercicio
En una urna hay dos bolas blancas y cuatro negras. Se extrae una al azar. Si la bola extraida es blanca
se devuelve a la urna y se afiade otra bola blanca ; si es negra no se devuelve a la urna.
A continuacién se vuelve a extraer una bola al azar de la urna.
a) Cual esla probabilidad de que las dos bolas extraidas sean del mismo color
b) Cual esla probabilidad de que las dos bolas extraidas sean de distinto color
c) Cual es la probabilidad de que la primera bola extraida fuera negra, sabiendo que la

segunda a sido blanca

Solucién [segunda extraccion |
a) Cual es la probabilidad de que
|Primera extraccion | y ,l Bola bola blanca= 3/7 |
las dos bolas extraidas sean del P
Bola bola blanca e | Bola negra P(negra)=4/7 |

mismo color.
P(12 blanca)=2/6

* .yl Bola bola blanca= 2/5

P(las dos bolas blancas) =

P(12 negra)=4/6 — bl Bola negra P(negra)=3/5

1
7 Bola negra
2
5

[N NN )

P(las dos bolas negras) =

19

1 2
P( las dos bolas del mismo color) = P (las dos bolas blancas)UP( las dos bolas negras) = = + T3

a) Cual es la probabilidad de que las dos bolas extraidas sean de distinto color .

2 4 8
P(la 12 sea blanca y la segunda negra s) = e*7 12
4 2 8
P(la 12 sea negray la segunda sea blanca ) = $*T=30

8 240 336 576

. 8
P(las dos bolas de distinto color) _E-i-%_ 1260+1260_ 1260

b) Cual es la probabilidad de que la primera bola extraida fuera negra, sabiendo que la
segunda ha sido blanca
Probabilidad condicionada, es la posibilidad de que ocurra un suceso al que denominamos A,

como consecuencia de que haya tenido lugar otro evento llamado B;

P(ANB)

P(A|B) = PB)
4 2 8
P(ANB) = P(la 12 sea negray la segunda sea blanca ) = : * T30
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P(B) = P(la22bolaseablanca) =

b2 soa blanca) — & 4 & _ 180 336 _ 516
S seablanta) = o T30 T 1260 ' 1260 1260
8
P(ANB) 35 _ 10080

P(B) =~ 516 = 15480
1260

P(A|B) = =0,65116

Ejercicio
a)Encuentra un unico sisema de dos ecuaciones lineales en las variables x e y que tenga como
solucion {x = 1,y = 2}y {x =0,y = 0}
b)Encuentra un sisema de dos ecuaciones lineales en las variables x,y,z cuyas soluciones
sean en funcién del parametro A € R;
¢) Encuentra un sisema de tres ecuaciones lineales con dos incognitas x e y que solo tengan como
solucion {x =1,y =2}
Solucién
a)Encuentra un unico sisema de dos ecuaciones lineales en las variables x e y que tenga como
solucion {x = 1,y = 2}y {x =0,y = 0}

Para que tenga solucionx =0 ey = O seradelaformax+y =0
Para que tenga solucionx = 1 ey = 2 seradelaforma2x+y =0

dos ecuaciones lineales{
b)Encuentra un sisema de dos ecuaciones lineales en las variables x,y,z cuyas soluciones
sean en funcién del parametro A € R;

Dos ecuaciones con tres incoégnitas sera la ecuacion de una recta interseccién de dos planos

xt+y+z=3 yt+tz=3-2

2x + 3y 4g N hagemos x = A=> {3y—z=1—2A

ejemplo: {

¢) Encuentra un sisema de tres ecuaciones lineales con dos incognitas x e y que solo tengan como
solucion {x =1,y =2}

Para que tenga solucionx =1 ey = 2 seradelaforma2x—y =0
Otra podria ser 6x — 3y = 0
otra podria ser 8x — 4y = 0;

Ejercicio
Sea la funcion f(x) = x3 — |x| + 2
a)Estudiar la continuidad y derivabilidad de fen x = 0;
b) Determine los extremos relativos de f(x)en la recta real
c) Calcule el area de la regién delimitada por la grafica delimitada por la grafica f, el eje de abcisa
y=0ylasrectasx=—-1yx=1;

Solucion
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x3

=0: —x}2 parlax=0
x=0; f0|= % — |xl+ 2,7, [ 2 P[0

a)Estudiar la continuidad y derivabilidad de f en 1 /

H
&+

f(x) = x3 — |x| + 2 definimos funcion a trozos =

x3+x+2 parax <0 5

{x3—x+2parax20 : /
1
I

Comprobamos continuida de la funcion f(x) en

x=0: o 1

3 -2 -2 =
f(x) = x3 — x + 2; £(0) = 2 g i
I
Hallo limites por la derecha e izquierda de x = 0; / 5
i
lim x3+x+2=2; |
x-0 /
. 3 _ . J.G
XI%VC —-x+2=2; / i

Dado que lir(I]lf x3+x+2= lirél+ x3 —x+ 2 = f(0) = 2 la funcién es continua en x = 0;
X X

Comprobamos derivabilidad

3x2 —1 parax =0
3x2+1 parax <0

ref
Hallo limites por la derecha e izquierda de x = 0;
lim 3x%2+1=1;

X—0~

lim 3x2 —1=—1;

x-0%

Dado que 1ir517 3x2+ 1+ liI‘(I)l+ 3x2 — 1 la funcién no es derivable en x = 0;
X X

b) Determine los extremos relativos de f(x) en la recta real

( 1
|  x= |z parax=0
3x?—1=0parax =0 X L. . 3
habra un maximo o minimo en

3x24+1=0 parax< 0 1
x= -3 parax < ONo hay

1
Hallamos valores de f proximos a x = \/;;

reo{

f =0 f =1
(x) para x £(x) para x= \E (x) parx
f0)=3x>-1=-1 f'(1) =3 —1siempre +
Negativo( decreciente) Hay un minimo relativo Positivo (creciente)

¢) Calcule el 4rea de la region delimitada por la grafica delimitada por la grafica f, el eje de abcisas

y=0ylasrectasx=—-1yx=1;

1 0 1
f(x3—|x|+2)dx=f (x3 +x +2)dx + f(x3—x+2)dx
-1 -1 0

4 2

0 X X 0 1 1 5
f_l(x3+x+2)dx=[x+7+2x]_1:0_(Z+§_2):Z

1 x4 2 1 1 1 -
fo(x3—x+2)dx= —4 ——2+2x]0=1_5+222’

! 5 7 12
J_l(x3—|x|+2)dx= = +t7=7°=3
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7. Ejercicio

Dadas| _x—2 y+1 z+4 x+z=2
adas lasrectasr = 1 - 1 - 3 Sz{—2x+y—22=1

a)Escribir una ecuacion de la recta perpendicular comunarys
b) Calcular la distancia entre las rectasry s
Solucién

a)Escribir una ecuacion de la recta perpendicular comunarys

T 1T - 3 ' "lp=@-1-4" Y471

x-2 y+1 z+4 .{Vd,=(1,1,—3) {’C:“Z
z=—-1—-4

_ x+z=2 D . . . it
s = xty—27=1 0s ecuaciones con tres incognitas
hacemos x = f y sustituimos x=pf
s{ X+z=2=>F+z=2 = z=—f+2
—2x+y—-2z=1=>-2+y—-2z=1 (-28+y—-2(-f+2)=1=>y=5

N { ’; 2_35 {Vds = (1,0,-1)
z=—+2 b =(052)
Calculamos un plano p que contienearylarectat

vd,
Para calcular el plano p necesito {yg, como el plano contiene aryt

By

vd, =vd, = (1,1,-3)
n V—dz) = V—d,; es perpendicular a los vectores (V—dr) v V—ds))
P=PF=02-1-4

[ R B <
Vd, =Vd, X Vdg=|1 1 -3|=-i—-3j—k+j=-i—-2j—k=(-1,-2,-1)
10 -1
Vd, =(1,1,-3) x=2 y—(-1) z—(-4)| [x—2 y+1 z+4
Hy Vd, (-1,-2,-1); b= | 1 1 -3 |=]1 1 -31|=0;
P,=(2-1-4) -1 -2 -1 -1 -2 -1

pu=-7x+4y—-z+14=0;

vd, =Vd, = (1,0,-1)
T V—dz) = V—d,; es perpendicular a los vectores (V—dr)y V—ds)) =(-1-2,-1)
PT[ = PS = (0,5,2)

Vd, = (1,0,-1) x—0 y—5 z-2
T Vd, (-1,-2,-1); T= | 1 0 -1 |=-2z+4+y—-5+y—-5-2x=0;
P =(05,2) -2 -

mM=-2x+2y—22—6=0;, i=—Xx+y—z2—3=0;

pn=-7x+4y—z+14 = 0;

Recta perpendicular comunary s:{ M= —x+y-2-3=0

8(19)



b) Calcular la distancia entre las rectasry s

Comprobamos la posicion relativa de ambas rectas

r 1 1 = 3" P,=(2,—1—4)r' y=1-1

x—2 y+1 z+4 {Vd,=(1,1,—3) _{’C:’“'Z
z=—-1—-4

_ x+z=2 D . . . it
s = xty—27=1 o0s ecuaciones con tres incognitas
hacemos x = f y sustituimos x=p
s-{ X+z=2=>F+z=2 = z=—f+2
—2x+y—-2z=1=>-2f+y—-2z=1 (-2+y—-2(-f+2)=1=>y=5

Y=5 1 B=(052

x=p _ _
. { {Vds = (1,0,-1)
z=—-f+2

. . 1,1 -3 g g
Los vectores directores no son proporcionalesT # = # —; por lo que no son paraleos ni coincidentes

comprobamos si se cruzan o se cortan

vd, = (1,1,-3) vd, = (1,1,-3)
Vd, = (1,0,—1) vd, = (1,0,-1)
vector P,B. = (0,5,2) — (2,—1,—4) \vector B,B. = (—2,6,6)
1 1 -3
vemos si son coplanarios [1 0 —1|= —18+2 -6+ 6 = —16 no se cortan;
-2 6 6

Las rectas se cruzan

Distancia entre dos rectas

BP; « (Vd; X Vdy))

d(r,s) =

IV, x vl
. ik

(Vd, XVdg)=|1 1 —3|=-i—-3j—k+j=—i—-2j—k=(-1-2,-1)
1 0 -1

PP+ (Vd, X Vdy) = PB.=(~2,6,6)*(=1,-2,—-1) = (2— 12— 6) = —16;
|P.B « (Vd, X Vd,)| = 16

Calcular el modulo del producto vectorial |V—dr)X V—ds)|, |(—1,-2,-1)|

= JEDT+ (22 (CDP=Vita+1=16

PR+ (Vd, X Vd;)| _ 16

d(r,s) = —
5) |V, X Vd|| V6

Ejercicio
Segunlas estadisticas meteorologicas, en una ciudad nordica llueve un promedio del 45% de los dias.
Un climatologo analiza los registros pluviometricos de 100 dias elegidos al azar entre los ultimos
50 afios.
a)Expresar como calcular con exactitud la probabilidad de que en 40 de ellos haya llovido.
b) Calcule dicha probabilidad aproximandola mediante una normal

Soluciéon
Aplicamos la férmula de la aplicacién binomial P(X = k) = (1]\(,) pk q™7k;

100
40

100

P(X = 40) =( 40

) (045)* (055)100~ = (%) (0,45)* (0,55)°
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100 40 60 100! 40 60 100! 40 60
(0 ) ©45)% (055) = 2070100 70y (049 (055)%" = Lo s (0.45) (055)

b) Calcule dicha probabilidad aproximandola mediante una normal
Pasamos (u es la media y o es la desviacion tipica) ; en otra Z que siga una distribuccion N(0,1)

. X—pu
aplicando la formula Z = ——

Lamedia p=n=*p =100+ 0,45 = 45;
Lavarianza o2 =n=p=q= 100 * 0,45 % 0,55 = 24,75;

o es la desviacion tipica = vLavarianza o2 = \/24,75 = 4,97494
Aplicamos la correccion y consideramos elintervalo [39,5,40,5] => P(39,5 < X < 40,5)

Aplicamos la correccion y consideramos elintervalo [39,5,40,5] =>

Para X = 395; Z,_ o> =45 1 11559
Estandarizamos valores e 497494 ) '
! 40,5 — 45
Para X = 40,5; Z;- W ~ —0,90453

P(39,5 < X <40,5); P (—1,11559 < Z < —0,90453);

P(-1,1156) = 0,8686

P(—090453) = 0,8159 Probabiidad 0,8686 — 0,8159 = 0,0527

Obtenemos valores en la tabla {

Probabilidad 5,27%

Ejespla: « Z tine distribucids X0 1), P(Z < (L45) = 0070

z 0, 1M} (101 1,012 .03 hd 0105
0 05080 D513 L5160 05150

.08 (RN
1.5319

1 05478 05517 05714
B2 J 05510 (L6026 (L60GL 06108 06141

OLG00G (L6443 06480 06517
U6TT2 06808 0684 (LGET
07123 07157 07190 07224

114523
0.4 | 06554 (LG5R D661 06700
0.5 | 06915 06850 O6IRL 07019 07054

0.6 | 07257 07201 07324 0TI 07380 0745 (LT4RG L7500
0,7 | .7580 07611 07673 TT0d 0TG4 07704 1L, THEE
0.8 | 07881 0,7910 1.7 US0GL (LE078 LBLEF
L8 | G815 08156 1183 OERLS 08340 08065 (LE3RG

£ 3
L0 08413 0D849%  0B46T D848 UERGL 08577 08509 UBGEL
L1 | 08643 08665 OBGR6 O0FTS 08720 (3740 OETT) 08700 OESLD (8830
1.2 | 03340 0886 (LBERE (8007 08025 03044 O8MGZ 08880 05007 09015
10| 09032 00049 09066 0ME2 0DB090 09115 08131 09147 09162 08177
1.4 | 00102 09207 152385 009265 00270 00202 006 00310
15| 09332 009345 1.0 00304 084G 00E8 05420 00441

G| 08457 DG (NLIRE.S I Y R 09525
7 089554 09564 00582 0,850 9616

1

1 ;| :

LA | 09641 05649 09656 00664 006TI 00673 (L9603
1

2

04713 04719 09726 09 MLO7TIR 09744 LA9THE 04761
DATTE  DOTRE  0OTS8 00703 09798  0O86T L9808 00812

0.9772

& 00842 D986 09850 00850
LASTH 09873 08581 09884 009837
L9904 09006 00D 00011 00913 A
(L0827 (U929 093] 00932 09960 08036
(L0045 00046 DS 09940 005951 ,9952

21 | 09821 00E3G 09830 0081
22| 0361 D9RG4 (U868
2.3 | 00803 00 009808
24

2

3 09918 09X (0022
2.5 | 00938 0050 09941

00855 09956 OLEEG0 MR (L9062 (L0063 19061

1 0.0 09067 05971 (L8072 09973 0BaTd
28 | DO09TE 0097 09976 00978 (L9978 054580 0
29 | 09981 09982 (9982 (IR EE (LO98S 06 0

30 | DO08T 00T  0998T  DO0ER  (LOGER 00080 (4080 00086 00800 0.9000
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2 Examen 2020-2021 B

1.

Ejercicio

Tres hermanos quieren repartirse de forma equitativa un total de 540 acciones valoradas en 1560 €

que corresponden a tres empresas A, B, C . Sabiendo que el valor actual en bolsa de la accién

A es el triple que el de B y la mitad que el de C, que el numero de acciones de C es la mitad

que el de By que el actual valor en bolsa de de la accién B es 1 euro, encuentre el nimero de cada

tipo de accion que le corresponde a cada hermano
Soluciéon
Ponemos en una tabla los datos del problema;

X = acciones de la empresa B; y = acciones empresa A

Empresas
A B C TOTAL
N de acciones y=360 x=120 x/2=60 540
Precio por accién 3€ 1€ 6€
Total 3y=1080€ x=120€ 3x=360€ 1.560 €

y+x+%= 540; {2y+2x+x = 1080;{2y+3x= 1080;
3y +4x = 1560

3y + x + 3x = 1560 \ 3V + X +3x = 1560

Importe economico que recibira cada hermano = 520 €

x =120;y = 360

360
[de la empresa A = =3 = 120 acciones

Acciones que recibira cada hermano:

20
De la empresa B = = = 40 acciones

60
De la empresa C = 3= 20 acciones

Ejercicio

Calcular el area delimitada por las graficas de las funciones f(x) = 2 + x — x? yg(x) = 2x?% — 4x;
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Solucién \ /,
|
Calculamos punto de corte de las funciones hrf[';_] —24x—2
1
f(x) =2 +x—x? |
2+x-x*=2x2—4
{g(x) =2 —ax S TXTY * X
3x2—5x—2=0;
1
_ ()52 —4+3+4(=2) _ §
X= 2+3 - T 1
I
_S5EVAS(Y =2 2
T |a= -3 "l Y.
g(x) =3x° —4x




2 2 2
Area = f_l(f(x) —g(x))dx = f_l(Z +x—x2— (2% — 4x))dx = J-_l(—sz + 5x + 2)dx =
3 3 3

1 2
2 2 2 3 —=
[—x3+5x7+2x = 23+522+2*2—<<—1> +5( 3) +2<—1>\|=

8410+ 4 ( 1+5 2)—22+1 5+2—343
27 18 3 27 18 3~ 54

R 343

rea = 54

Ejercicio

—x—y+z=0;

SeanlarectarE{2x+3y_Z+1=0

yelplanom = 2x+y —z+ 3 = 0; se pide:

a) Calcular el angulo que formanry

b) Hallar el punto simetrico del punto de interseccién de la rectary el plano 1 con
respecto al planoz —y = 0;

¢) Determina la proyecciéon ortogonal de la recta y el plano

Solucién

a) Calcular el angulo que formanry

—x—v4+z=0: x= A x= A
r5{2x+3y_z+_1_'0r5{ “A—y+z=0; { —y+z=24
y - 20+3y—z+1=0By—z=-21-1;

. -y+z=X A+1
sumamos las dos ecuaciones

3y—z=-21—1; 2y=-A-Ly= - 2
o . A+1 A—-1
sustituios en una de las ecuaciones; —x —y+z=0=> —-A— (— T) +z=0;z= -
x= A x= A (o, 11
A+1 y a|7d =(1-33)= -1y
r= 2 = 2 2 L1
A—1 A1
— — P=0,-35,—3
=i le=feg U Rm@p
o A+1y A-1
sustituimoseel planon=2x+y—z+3 =0 => 2/1+(—T>—T+3 =0;1=-3
x =-3;
Punto de interseccién y y = —2 (—3,1,—2)
z= =2
El angulo que forma un plano  con una recta r
es igual al angulo formado por el vector
director delarectary el vector director de la
recta proyectada sobre el plano ©
El angulo {3 es el complementarios del angulo o;
sen 3 = cos a;
| vd, * VN, | laa, + bb; + ccy]

sen p = Cos (vd, ,VN,) =

[vd | VNo | /a2 + b? + ¢ /a2 + by? + c,2
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n=2x+y—z+3=0; Vn,=(2,1,-1)

W—(1 11)—2 1,1
r =(L-353 =(2,-11)

SN vd, * VN aa; + bby + cc
sen B = Cos (vd, ,VNH)=|_F, ﬂl: laa, ! 1
[vd | VNo | /a2 + b? + ¢ /a2 + b2 + ;2
8 [2%2+ 1 (1) + (—1) * 1] |2] 2 1
sen f = = =Z_Z
V2 () #1222+ 12+ (-1)° Wevel 6 3

arcsen 3 = 19,4712°

b) Hallar el punto simetrico del punto de interseccion de la rectary el plano 1 con

respecto al planoz —y = 0;

x = —3;
Punto de intersecciéon delarectaryel planon { y = -2 P(-3,1,-2)
z= =2

Plano de referencia p:z—y = 0; VN, = (0,-1,1)

x=01-3; ( x =-3;
Recta t perpendiculara p:z—y = 0y que pasapor P(=3,1,-2);t ={y=—1A+ 1y = -A+1
z=1A-2 (z=A-2
x ==3;
Punto de interseccién de larecta ty el plano ¢ => z — y = 0 sustituimos {y= -A+1
z=A-2
x = -3 x = —3;
3 _ 3 ) 1
A—-2—-(—2A+1)=0;2A—-3=0; ?\=E;Puntodeinterseccion y__(f)-'_ y==3
3 1
Z_E_Z Z__E

x,v,2) +(—-3,1,-2)
2

— punto medi (3 ! 1)-
= punto medio ) 2, 2,

Punto simetrico (x,y,z) =>
1 1
(y2) = (=352, -5%2-5+2) = (-31,-2) = (-6,-1,-1) = (=3,1,-2) = (-3,-21);

Punto simetrico (x,y,z) = (—3,—-2,1);

c¢) Determina la proyeccién ortogonal de la recta y el plano

Tenemos el punto de interseccion de la rectary el plano m (—3,1, —2) y otro punto
1
delarectar B = (O it T E) Hallamos la proyeccion del punto en el plano

n=2x+y—z+3=0; VN, (2,1,—1);recta perpendicular al plano por B,

(x=2?\+0; X =2\
n=d Y 1A 2 y /1
1 Z= —A——
= —-1A—=
z > 2
La proyeccion del punto P. plano m, sera el punto de interseccion de la recta n con el plano ©
1 1 1
2x+y —z+ 3 = 0 sustituimos => 2(2A + (?\—E) - (—7\—5) +3=0;A= _E;

ce1(-3)

Punto de interseccion (proyeccion) = sera y=-
_ ( 1) 1
7= 2) "2
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(-1,-1,0)

N~
N =



vd, = (-3,1,-2) — (—1,-1,0) = (-2,2,-2)

Proyeccion ortogonal de r en el plano {
Pn = ( _1:_1;0)

x=—-28-1;
Proyeccion ortogonal de r en el plano 1'[:{ y=2p-1
z=-20

Ejercicio
El tiempo de vida de los individuos de cierta especie animal tiene una distribuccién normal
con una media de 8,8 y una desviacion tipica de 3 meses.
a) ¢ Qué porcentaje de esa especie superan los 10 meses?. ; Que porcentaje ha vivido entre 7 y 10 meses?
b) Si se toma al azar 4 especimenes .; Cudl es la probabilidad de que al menos uno no supere los 10 meses?
¢) ¢ Qué valor de c es tal que el intervalo (8,8 — ¢, 8,8 + c) incluya el tiempo de vida (en meses) del 98%
de los individuos de la especie?

Solucién

a) ¢ Qué porcentaje de esa especie superan los 10 meses?. ; Que porcentaje ha vivido entre 7 y 10 meses?

; Qué porcentaje de esa especie superan los 10 meses?.

10-8,8

Aplicando la formula Z = 3 '’ =0,4; P(X>10)=P(Z> 0,4)

Comprobamos en la tabla paraz < 0,4 = 0,6554;paraZ > 0,4 =1 — 0,6554 = 0,3446;
P(X > 10 = 34,46%

7-88_ .
3 - )

¢ Que porcentaje ha vivido entre 7y 10 meses? P(7 < X< 10);Z =

P(7<X<10)=P(-06<Z<04) =>P(Z<04)—P(Z<—-0,6)entabla

P(Z<04) =0,6554; P(Z<-0,6)=1-0,7257 = 0,2743

P(Z<04)—-P(Z< —-0,6) =0,6554— 0,2743 = 0,3811 =>P(7 <X < 10) = 38,11%

b) Si se toma al azar 4 especimenes . ; Cudl es la probabilidad de que al menos uno no supere los
10 meses?

La probabilidad de que uno supere los 10 meses = P(X > 10) = P(Z > 0,4) = 0,6554

La probabilidad de que 4 superen los 10 meses, como son independientes

P(Z>04)* = (1-0,6554)* = (0,3446)* = 0,0141;

.¢ Cudl es la probabilidad de que al menos uno no supere los 10 meses?;

1 — P(todos superen los 10 meses) = 1 — 0,0141 = 0,9859 => 98,58%
¢) ¢ Qué valor de c es tal que el intervalo (8,8 — ¢, 8,8 + ¢) incluya el tiempo de vida (en meses) del 98%
de los individuos de la especie?
Para un nivel de confianza del 98% el valor de z se encuantra buscando el area de 0,99
yaqueel 1 — 0,98 = 0,2; para 0,98 central tendremoa (0.98 —0,01,0.98 + 0,01) => (0.97,0.99)

Para un nivel de confianza 0,98 en la tabla 0,99 corresponde a 2,33
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5. Ejercicio
Se consdera el siguiente sistema de ecuaciones dependiente del pardmetro a:

ax —2y+(a—1)z=4
—2x+3y—6z=2
—ax+y—6z=6

a) Discutir el sistema segun los valores de a
b) Resolver el sistema paraa = 1

Solucién

a) Discutir el sistema segun los valores de a

ax—2y+(@—-1z=4
Comprobamos el rango de la matriz de coeficientes { —2x+3y—6z=2

—ax+y—6z=06
a -2 a-1
-2 3 -6 | =—18a—12a—2a+2+3a?—-3a+ 24+ 6a = 0; 3a®> —29a + 26 = 0;
—a 1 -6
29+ /(297 —4%3+26 _ 29+23(,-28
@= 2+3 pa=a=T 3
a=1;

26
Paraa # ?y a # 1 Rango matriz A = rango matriz A ampliada = n? de incognitas =>
Sistema Compatible determinado; tine una solucion A

a -2 a-1 4
-2 3 -6 2

Estudiamos el sistema paraa = 3
—-a 1 -6 6

26 23
N L S L SIP YINP R LI 3
2 3 6| |2 3 -6l 3 3 T3 T uirango

6 1 -6 6 1 -6

26
Paraa = 3 Rango de la matriz coeficientes = 2 y Rango de la ampliada = 3; Sistema incompatible

1 -2 0 4
Estudiamos el sistema paraa=1;|-2 3 -6 2
-1 1 -6 6
-2 0 4
3 —6 2|=72—-72+24-24=0;
1 -6 6
1 0 4
-2 —6 2|=-36+48-24+12=0
-1 —6 6
1 -2 4
-2 3 2|=18+4-8+4+12-2-24=0;
-1 1 6

Para a = 1; Rango de la matriz coeficientes = 2 y Rango de la ampliada = 2;
Sistema compatible indeterminado

b) Resolver el sistema paraa = 1
ax—2y+(@—-1z=4

—2x+ 3y —6z=2 sustituimospora=1 [—2X+3y—6z= 2;
—ax+y—6z=06 —1x+y—6z=6

—2x+3y—6z=2

x—2y+0z=+4 { x—2y=4
—X+y—6z=6
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6.

x—2y=4% x=2y+4

—2x+3y—62=2;|-2(2y +4) + 3y — 62 =2 {‘4y_8+3y_6z=2

—2y—4+y—62=06

—Xx+y—6z=6 —-Q2y+4)+y—62=6
x=2\+4
—_ = = }\
Como las dos ecuaciones son iguales el sistema queda {_Xy _Zgz =46 y 2
z=———1;
6
X =2A+4
. i . y=A
sistema compatible indeterminado 2
z=———1;

Ejercicio
senxsix <0
xe*six >0

Se consdera la funcién f(x) = {
a) Estudiar continuidad y derivacion de la funcién en x = 0;

b) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion f restringido a (—m, 2)
Demuestre que existe un punto x, € [0,1]de manera que f(x,) = 2;

1
¢) Calcule f f(x) d(t)

SIE}

Solucién
a) Estudiar continuidad y derivacion de la funcién en x = 0;
Hallamos el lirré f(x)por la izquierda y la derecha;
X
sistema es continuo en x = 0;

limxe* =0

limsenx =0
x—0"
x>0t

Para ver si es derivable en x = 0 su derivada debe coincidir por derecha e izquierda
f(x) =senx; f(x) =cosx ;Parax =0;f(x) =1
flx) =xe*; f(x) =e*+x*e”* ;Parax=0;f"(x) =1

El sistema es derivable en x = 0;

b) Estudiar los intervalos de crecimiento y

an

-y—6z=10 .
y—62=10 soniguales

decrecimiento de la funcion f restringido a (—m, 2)

Damos valores a f'(x); si es positivo es creciente i) {sen Tsins 0¥
Xil=
y si es negativo es decreciente P
( 3 . .
| Entre — 2my — -~ la funcion es creciente a
2 Lo
-3p0  -270 -180 = [ ] 90 180 27

(& ¥]

3 i
Entre — ET[ y— 7 la funcion es decreciente

T
Entre — 0 y 0la funcion es creciente

Fa

Entre 0 e infinito la funcion es crecente

Demuestre que existe un punto x, € [0,1] de manera que f(x,) = 2;

£(0) = 0e® =0;

f(x) = xe* > 0; {
(x) = xe¥ parax f(1) =1e' = e;dado que e > 2

Como la funcidn es creciente y continua en [0,1] habra algin x, tal que f(xy) = 2
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1 0 1
¢) Calcule fnf(x) d(t) = fﬂf(x) d(x) +f f(x) d(x);
2 2 0

1 0 1
fx)d() = d *d
| 10040 [ enedco + [ xexaco

0
f senxd(x) = [-cosx]°n= —1-0=—1
n =

1
f xe* d(x) aplicamos la integraciéon por partes fu dv=uv-— f vdu
0

Una forma de saber cual debemos elejir como u o como dv es con la palabra

( Inversa
Logaritmica
ILATE (Tipo de funcion que tendremos) Aritmetica
Trigonimetrica
Exponencial

u = x; derivamos du = d(x)

1
X . X
fo xe* d(x) ; Integramos por partes fe x d(x) {e"d(x) — d(v) Integramos; v — *

sustituimos en la formula => xe* — f e*d(x) = xe* —e*

1
f xe*d(x) = [xe* —e¥]i=e¥—e* - (0%xe® —e%) =1
0

1 0 1
Jnf(x)d(t) = jnsenxd(x) +j xe*d(x)= —-1+1=0;
. 0

Ejercicio
Seanlosplanost=x+y=1y p=x+z=1;
a) Hallar los planos paralelos am = x +y = 1, tales que su distancia al origen de coordenadas sea2
b) Hallar la recta que pasa por el punto (0,2,0)y es perpendicular al plano p=x+z=1
¢) Hallar la distancia entre los puntos de interseccion del planom = x4+ y = 1conlosejesx ey
Solucién
a) Hallar los planos paralelos am = x + y = 1, tales que su distancia al origen de coordenadas sea2
Los planos paralelos tendran el mismo vector normal vn,(1,1,0)
Planos paralelos Ax+ By + Cz+ D = 0 => x + y + D = 0; si la distancia al origen es 2 =>
|Axg + B yo + Czy + D|

[Ax0+B*0+Cx0+D| D

Distancia del punto (0,0,0)al planox+y+D=0;d = —=2D=2V2
P P Y 1Z+12+ (7 V2

Distancia de un punto a un plano =

X+y+2V2=0;

Planos paralelos
P {X +y— 2V2 =0;

b) Hallar la recta que pasa por el punto (0,2,0)y es perpendicular al plano p=x+z=1

Una recta perpendicular al plano p = x + z = 1 tendra un vector directo vd . = al vn;;

SN x= A
vd, = vn, = (1,0,1):recta r{"dr(l’o'l); Rectar ={y = 2;
P,(0,2,0) A

c)Hallar la distancia entre los puntos de interseccion del planom = x+y = 1conlos ejesx ey
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X
Puntos de interseccién del pano m = x +y = 1 con los ejes x = recta {y = 0 Punto de interseccion (1,0,0)

z=0
0

Puntos de interseccién del panom = x+y = 1 conlos ejesy = recta {y Punto de interseccién (0,1,0)
0

Distancia entre dos puntos+/(x; —x1)2 + (y2 —y1)? + (2, — 21)?

Distancia entre los punto (1,0,0) y (0,1,0) = /(0 —1)2 + (1 —0)2+ (0 —0)2 =2

Ejercicio
Una estacion de medicion de calidad del aire mide niveles de NO, y de particulas en suspension
La probabilidad de que un dia se mida un nivel de NO, superior alpermitido es de 0,16.En los en los
que se supera el nivel permitido de NO,, la probabilidad de que supere el nivel permitido de particulas
es de 0,33.En los dias en que no se supera el nivel de NO, la probabilidad de que super el nivel de
particulas es 0,08
a) Calcula la probabilidad de que en un dia se superen los dos niveles permitidos
b) Calcula la probabilidad de que se supere almenos uno de ellos
¢) ¢ Son independientes los sucesos "en un dia se supera el nivel permitido de NO, y en undia se
supera el nivel permitido de particulas?
d) Cual es la probabilidad de que en un dia se supere el nivel permitido de NO, sabiendo que no se ha

superado el nivel permitido de particulas

Solucion

Nivel de NO2 | |Nive| de particulas

Supere el nivel de particulas
~ 0,33

Supere el nivel de NO2

b
0,16 —, |No supere el nivel de particulas
0,66
Nivel de contaminacién
5
- |No super el nivel de NO2 ___,|Supere el nivel de particulas
|
0,84 b 0,08
" No supere el nivel de particulas

0,92

a) Calcula la probabilidad de que en un dia se superen los dos niveles permitidos

P se superen los dos niveles = 0,16 * 0,33 = 0,0528
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b) Calcula la probabilidad de que se supere al menos uno de ellos
La probabilidad de que almenos un suceso ocurra se halla restando de la unidad la probabilidad de que

ninguno de los dos sucesos ocurra P(al menos uno ocurra) = 1 — P(ningun suceso ocurra)

P ninguno de los dos sucesos ocurra = 0,84 * 0,92 = 0,7728;

P de que almenos un suceso ocurra = 1 — 0,7728 = 0,2272;

¢) ¢ Son independientes los sucesos "en un dia se supera el nivel permitido de NO, y en undia se
supera el nivel permitido de particulas?
Dos sucesos son independientes cuando la ocurrencia de uno no afecta a la posibilidad
de que ocurra el otro
Dos sucesos son independientes si P(ANB) = P(A) * P(B)
P(NO,superNPartsupere) = Probabilidad de que sucedan los dos = 0,16 * 0,33 = 0,0528)
P(supere NO,) = 0,16;
P(superen las particulas) = 0,16 = 0,33 + 0,84 * 0,08 = 0,0528 + 0,0672 = 0,12;
P(no superen las particulas) =1 — 0,12 = 0,88
Si son independientes P(ANB) = P(A) = P(B) => 0,0528 deberia ser igual a 0,16 * 0,12;

Dado que 0,0528 # 0,0192 los sucesos no son independientes

d) Cual es la probabilidad de que en un dia se supere el nivel permitido de NO, sabiendo que no se ha
superado el nivel permitido de particulas
Probabilidad condicionada, es la posibilidad de que ocurra un suceso A como consecuencia de ha
tenido lugar otro B; P(A|B) = P(PA(g)B) = P(Al) : IEE[B\)DB)
P( NO;supere|sabiendo que no se ha superado el numero de particulas) =;
P(NO,NP) _ P(NOp) —P(NO,NP)
P(P) 1-P(B)

{ NO, Probabilidad de que supere P(NO,|P) =
P = Probabilidad de que no superen las particulas 2 -

0,16 — 0,16 % 0,33 0,16 — 0,0528
1-0,12 - 0,88

P( NO,supere|sabiendo que no se ha superado el numero de particulas) = 0,1218

=0,1218;
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