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Examen 2024-2025 A

1.

Ejercicio
A1 A LA
Sea A un numero real y considérense las matrices A = (0 3 _1) yB={0 —1] sepide
1 -A

a) Estudiar si existe algtin valor de A para el cual la matriz AB no tenga inversa

b) Estudiar el rango de la matriz BA en funcién del parametro A

X az
c) Para A = 1, discutir el sistema A°A (y) = <a2> segun valores de a
z 2a
Solucién
1 2

_ (A1 A (0 )= (A+0+A x2—1—>\2)_ 2 -1
A2*3_(0 A —1)XB3*2_<(1) _;\)‘ABZ*Z 0+0—1 0—-2A+2 _ABZ*Z(—1 0)

1
La matriz Inversa A™! = T * (ADY;

|A| = Determinante de la matriz; (A*)' = Matriz transpuesta de la adjunta
_|2x =1 _ ;.
4B, = |27 ] = -1

Independientemente al valor que tome A,la matriz AB,., siempre tendra inversa

b) Estudiar el rango de la matriz BA en funcién del parametro A

1 A L1 A+0 1+2A%2 A-2 A 1+22
B3, =0 -1 XA2*3=( )=BA3*3 0 0—A 0+1)= BAzz

0 A
1 —A 0 A 1 A 1—-22 A+2A A 1-2%
A1+ 0 A 1+2%2 0
BA;s(0 =2 1 | por deteminantes => [0 -2 1= -2834+2+23-2+23=0
A 1—-2A% 2 A 1—-2A% 2\

2
El rango serd < 2; Busco un determinante de 2 * 2 que sea distinto de 0 A 1424 | = —A%

—A

Para todo valor de A el determinante es distinto de 0 => Rango matriz BA;,; = 2

X a
c) Para A = 1, discutir el sistema A°A (y) = <a2> segun valores de a
z 2a

A0
gt Do )

A0 PCR S € 7GR N
AfA=Af=(1 A)*A=(g‘ . _}‘1)=<A 1422 A—A>=(A 1+22 0 )
r -1 2 oa-a e2+1/ e 0 241
PG N 111 111
ParaA=1=> | A 1+2A? 0 =11 1+1 0 |J=11 2 0
20 A%+1 1 0 1+1 10 2

x a2 1 1 1\ x xX+y+z a? x+y+z=a?
AtA <y> = (a2> => <1 2 0) <y>=< x+2y >= <a2> => x + 2y = a?
z 2a 1 0 2/ \z x+ 2z 2a

X+ 2z=2a

x+y+z=2a% /1 1 1
Hallamos rango de la matriz de coeficientes { x + 2y=a% ;{1 2 0
1 0 2

x+2z=2a
111
1 2 0[=4-2-2=0;Rango matriz de coeficentes = 2
1 0 2
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x+y+z=a%? /1 1 1 a2 11 1 a?
Hallamos rango de la matriz ampliada x+2y=a% ;{1 2 0 a2 |=>11 2 0 a?|;
X+ 2z =2a 1 0 2 2a 1 0 2 2a
1 1 a? 2=0
2 0 a?|=4a’—-2a’-4a=2a’-4a=a(2a—4)=0; Para{azzl
0 2 2a ’
1 1 a2 a=0
1 0 a =a2+232—2a2—23=32—2a=a(a—2)=0para{a=2_
1 2 2a ’
1 1 a? 2=0
1 2 a%|=4a+ a2—2a2—2a=—az+2a=a(—a+2)=0Para{a=2_
1 0 2a ’

Paraa # 0y a # 2 el Rango matriz A = 2; el rango matriz A ampliada = 3; n? de incognitas = 3 =>
Sistema es incompatible; No tiene solucion
Paraa = 0ya = 2 el Rango matriz A = 2; el rango matriz A ampliada = 2; n? de incognitas = 3 =>

Sistema es compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones;

Ejercicio
Se tienen garrafas de tres tamafios diferentes para llenar un aljibe . Con seis garrafas pequefias y 2 litros
se llenan exactamente una garrafa mediana y una grande. Con dos garrafas grandes llenamos dos medianas
una pequefia y sobra un litro. El aljibe se llena al completo, bien con catorce garrafas pequefias mas
seis medianas, bien con cinco medianas junto con cinco grandes. Se pide hallar la capacidad de

cada garrafa y la del aljibe

Solucién
Garrafas
Pequefias Medianas Grandes
Tipos a b C
Capacidad x=11L y=311 =37 L

Datos del enunciado:

Con seis garrafas pequefias y 2 litros se llenan exactamente una garrafa mediana y una grande
baxx+2=bxy+cx*z

Con dos garrafas grandes llenamos dos medianas una pequefia y sobra un litro
2cxz=2bxy+axx+1;

El aljibe se llena al completo, bien con catorce garrafas pequefias mas seis medianas,

14a *x + 6b * y = capacidad del aljibe

,bien con cinco medianas junto con cinco grandes

5b xy + 5c * z = capacidad del aljibe

2z=2y+x+1 x+2y—-2z=-1

{ 6xx+2=y+z {6x—y—z=—2
14 +x+ 6y = 5y + 5z, \14x+y—5z=0;

bx—y—z=-2 Fy bx—y—z=-2 Fy bx—y—z=-2

{x+2y—22=—1 F, = F; — 6F, { 0-13y+11z=4 F, 0-13y+11z=4

14x +y— 5z = 0; F3 = 14F; — 6F3\0 — 20y + 16z = —28;F3 = 20F, + 13F3 0 + 0 + 12z = 444;
444

2= 45 = 37 L las garrafas grandes;

Sustituimosz=37en0— 13y + 11z =4 => —13y+ 11 37 = 4; —13y = —403;

y = 31 L las garrafas medianas;
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66
Sustituimosen 6x—y—z =—2; 6x—31—-37 = -2; x = i 11 L las garrafas pequeiias;

Capacidad del aljibe sustituimos en 14a *x + 6b *y; 14 * 11+ 6 * 31 = 340 L
Capacidad del aljibe = 340 L

Ejercicio
X2 —6x+11 six <2
V5x —1 six>2

a) Estudiar la continuidad de f(x) en R

Sea la funcién f(x) = {

b) Estudiar los extremos relativos de la funcién en el intervalo (1,3)

c) Estudiar el 4rea encerrada por la funcién y el eje OX entrex = 1y x = 3;
Solucién

a) Estudiar la continuidad de f(x) en R

Comprobamos si es continua en x = 2;

fx) = V5x— 1, f(2) =V5+2—1=+3

Hallo limites por la derecha e izquierda de x = 2;

liI%’li(XZ—6x+11)= 22-6%2+11=4—-12+11=3;
X

limV5x—1=+5%2—-1=3;

x—-2+

Dado que ]iI;l_(XZ —6x+11) = lir§1+v5x — 1 = f(2) = 3; la funcidn es continua en x = 2;
X— X

La funcién es continua en R

b) Estudiar los extremos relativos de la funcién en o J1
el intervalo (1,3) \
Comprobamos derivabilidad + \ o - x*Lox+ 1l sip<p
, , 2x—6 six <2 A ypr Tl
f(x)z{x —6x+11 SLX<2f,(x){5 1 = \
V5x — 1 -k ———s5ix =2
5x 1six=>2 2 m 5
—
Hallo limites por la derecha e izquierda de x = 2; /....---""'"—
lim(2x—6)=4—6=-2 1 -
X2~
/5 1 5 1 51 5 5
l]m (—* ):—* :—*—:—; 22
x=2*\2 f5x—1/ 2 +5x2-1 2 3 6
Dad lim (2x - 6) # 1 (5 ! )lf i6 derivabl 2
_ R — 9.
ado que lim (2x Jim, {5 1) a funcidn no es derivable en x = 2;
Estudiamos en el punto critico x = 2 del intervalo (1,3).
Dado que la derivada de f'(1,2) es — 3(negativo) y la derivada " (2,3) es positiva implica
que en x = 2 habra un extremo relativo (un minimo)
b) Estudiar el area encerrada por la funcién y el eje OXentrex = 1y x = 3;
Calculamos el area (1,2) f(x) = x> — 6x + 11 y entre (2,3) f(x) = V5x — 1
2 3
Area = f (x? —6x +11)dx + f (V5x —1)dx;
1 2
2 x3  6x2 P23 6x22 13 6+12
Area(1,2)=f(x2—6x+11)dx= ?+T+11x =33 +11*2—(?— +11x1)
1 1
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8 24 1 6 76 50 26
_ =" (= _= T 272
=3 7 T2 <3 2+11> 6 6 6
3 Gr-13] [26x-03] 26+3-1F 26+2-1)}
x—1)2 x—1)2 *3—1)2 *x2—1)2
Aréa(2,3)f (VSx— 1)dx = = = —
, 15 15 15

3
5*7 2 2

3 3
2(14)z  2(9)z 2 2
G4z _20%_2 ((14)3 - @) = 12 (92 - 270

26
Area (1,3) = —u + — ((14)2 —27)u?

Ejercicio
s
Dada la funcién f(x) = (senix) se pide:
a) Estudiar la paridad de la funcion g(x) = f(f(x))

b)Calcular lim (M)
x-0 x

1
c)Calcular f (x f(x))dx
0

Solucion

a) Estudiar la paridad de la funcion g(x) = f(f(x))

Simetria Impar: Una funcién presenta simetria impar si — f(x) = f(—x).

La funcion es simetrica respecto al origen

U
La funcion f(x) = (sen EX) presenta paridad impar pues sen (—a) = —sen a
—g(x) = g(—x)

T T
g(x) = f(f(x) = sen (E * senix);

T T T T
g(—x) = sen <E * senE(—x)> = sen (E * sen(—Ex) ;

Dado que sen (—a) = —sen a;
T

sen (g * sen(— Ex) = sen (g * —sen(g x) = sen (—g * sen(g x) = —sen (

gl

g s s o
—g(x) = g(—x); sen (E * sen(—zx) = —sen (E * sen(zx) paridad impar

b) Calcular lin(1)< 4+ 3f(x )
X

4+ 3sen *0—2
/ _ \/ -2 2-2
lim 4+ 3sen X = =

x>0\ ~— - 0
X

Multiplicamos L'Hopital

7 T\
7% sen(Ex) ;

3(cos0) g

1 LN 1 1 s
’ T 5 * 3(cos5X) 5 3(cos5*0) 5
lim 4+ 3sen2 Xx—2|_ lim 2 2772 _ 2 2

x-0 x—-0 T T
X 1*\/4+3sen7x 2*\/4+35en7*0x
by 3
zﬁzzﬂ.lim( 4+3f(x)—2)=3_“
2V4+3%0 2v4 8 "x0 X 8
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1 1
T
c) Calcular f (x f(x))dx = f (x * senix) dx Utilizamos la integracién por partes
0 0

(ILATE) Aplicamos la formula fu dv=uv-— fvdu

1 x=u; dx=du
=>f (x*senzx) dx T -2 m
o 2 sen (Ex) dx = dv; L CosoX=v

fl(X*senEx)dx _X_—ZCOSEX—f_Z n dx = -2 T -2 2 s _
0 2 - 2 - Cosyxdx =x——cosox 1-[(1-[( Senzx)

-2Xx @ 4-( 1'[) -2x m 4-( ‘IT)

TCOSEX+ p —sen EX =—coszx— = sen EX

fl(x*senzx) dx = [_—Zxcoszx— i(sen Ex)]1

0 2 T 2 2 2771,

——_2*1 ;*1— 1%(sen;*1)—_21:0cos;*0— 1%(seng*o)
-2 ™ 4 T 4 -2 4 4

=-coso - F(sen E) + F(sen 0) = 0-— F(l) =

fl(x * sengx) dx = %uz
0

Ejercicio
Sean los puntos A(0,0,0)y B(1,1,1) ylarectar = (x,y,z) = (LAA+1),A€R;

a) Halle una ecuacién del plano respecto del cual los puntos A y B son siméricos

b) Halle una ecuacién del plano que contiene ary pasa por B

c) Halle una ecuacién de una recta que sea paralela ary pase por A

Solucién

a) Halle una ecuacién del plano respecto del cual los puntos A y B son siméricos

Si los puntos A y B son simetricos estaran contenidos en la recta que pase por ellos
{x =11+0 {x =2

s {V; = B(1,1,1) = A(0,0,0) = (1,1,1) _,

=114+0;r:yy=1
P(0,0,0) y=1a+05my

z=11+02 z=2
Hallamos un punto perpendicular a la recta s y que contenga el punto medio de AB

,_BALD-AQ0) 111

2 =CG33

— 111
El plano pedido Ax + By + Cz + D = 0; tendra V;, = V;.(1,1,1)y contendra el punto C (E'E'E) ;

111 1 1 1
1x+1y+1z+D=O;x+y+z+D=OalconteneraC(E,E,E) sustituimosE+E+E+D=0;

3 3
D= —E;Elplanopedidosréx+y+z—E=0

b) Halle una ecuacién del plano que contiene a r y pasa por B;

x=2A —
r E(X,y,z)z(}\,}\,}\+1),}\er;{ y=21 r{Vr—(l.l,l)‘.
z=A+1 P0,0.1)

Si el plano contiene a r tendré su vector director Tnl(l,l,l) y contendra a cualquier punto de la recta

P(0,0,1) y otro serd B(1,1,1) . El vector BP sera vector director del plano B—Pﬂ)2 (B(1,1,1) — P(0,0,1)
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Vr, (1,1,1)
B—PT;Z(LI,O) ; plano pedido EET’Z(LLQ) =>
B(1,1,1)
Plano pedido =x—y =0;x = y;

x—1 y—-1 z-1
1 1 0 [=x-14+z-1-z+1-y+1
1 1

c) Halle una ecuacién de una recta que sea paralela a r y pase por A
Si la recta pedida t es paralela a r tendra su mismo vector director Vg = Vr) = B(1,1,1)

- =2
Vi = (1,11 t{x

sy =4
P(0,0,0) 7= 1

y pasara por A(0,0,0); t{
Ejercicio

Sean los planos my: —2x— 2y +z = 0; my: —2x+y— 2z = 0; m3:x — 2y — 2z = 0; se pide:

a) Determinar el angulo que forman los planos dos a dos . Determinar la interseccién de los tres planos

b) Determinar el punto P en el espacio del que se sabe que su proyeccion ortogonal sobre

14 10
My —2x — 2y +z = 0, es el punto Q; (5,5,?) y su proyeccion sobre m,: —2x+y — 2z =0 es

“3'373

Solucion

185
Q, ( ) .Determinar la proyeccién ortogonal Q3 de P sobre mig: x — 2y — 2z =0

a) Determinar el angulo que forman los planos dos a dos . Determinar la interseccién de los tres planos
T —2Xx—2y+z2=0; Vng, (-2,-2,1)
Ty —2x +y — 2z = 0; Vng, (—2,1,—2) Dado que Vng, # Vng, # Vng, los planos no son paralelos

m3iX — 2y — 22 = 0;Vng, (1,-2,-2)

T e 4 4 —2)*(=2) + (=2) * 1+ 1* (=2
Cos (V. , V) = | Vi, *Vng, | { [(=2) * (=2) + (=2) = «(=2)|
Vnn |« |V | N2+ 2+ 12| <[22 + 12+ (-2
- R (Vng, ,Vng,) = 0;angulo que f los planos 90°
- Vo |« V9| =g =0; Cos (Vng, ,Vng,) = 0;angulo que forman los planos 90°
7 v _ 1V 4 1% (=2) + (=2) * 1+ (=2) * (=2
Cos(Vnﬂ3,Vnﬂ2)=| Ny * nn2|= [1%(=2) + ( )T + (=2) = (=2)| _
Vi, | | Vi, | VD2 + 27+ (=202 |« V=27 + 12+ (=27

—l 22 |—'— C (V V )—_0 1 q fi 1 pl 90¢
; LOS n , VI ;dangulo que rorman 1os planos =
| /—9 | N | /—9| 9 i3 T, g
| Dnﬂl *‘/T’I,n3 | |(—2)*1+(—2)*(—2)+1*(—2)|

Ve, |+ Ve, | [VE22+ (22 + 12|« [V (D2 + (27 + (27|

Cos (I/n7r1 ,Vnng) =

|—24+4-2] 0 o
= ————=—=0; Cos (Vn,,1 ,Vn,,3) = 0; angulo que forman los planos 902

Vo|=1Wol 9
Determinar la interseccion de los tres planos

my: —2X +y — 2z = 0; Hallamos rango de la matriz de coeficientes ;

{nl:—Zx—2y+z=0;
m3:X — 2y — 22 =0;

-2 -2 1
-2 1 -2|=4+4+4-1+8+8=27Rango3
1 -2 =2

El sistema es compatible determinado, con una unica solucién

La tnica solucién que cumple el sistema es (0,0,0) se cortan en el origen
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b) Determinar el punto P en el espacio del que se sabe que su proyeccion ortogonal sobre

1410

Ty —2x — 2y +z = 0, es el punto Q, (5.5.?

o (-

El punto P pedido (x,y, z) estara en una recta perpendicular a

W -

1410
my:—2x — 2y +z = 0,y que pase por Q, (—,—,—)
3’3’3
1
(x=—2/1+§;
Vi=(-2,-21) 4
La recta pedida sera:; t 1410 ;t{ y=—21+§;
1(3‘3‘ 3) l 10
= A _
A 3

1

(X=—25——;

V= (-21,-2) g

La recta pedida sera: s 185 ,t{ y=5+§;
2( 3‘3‘3) l 5

Z=—ZB+§;

1 1 1 1 2
Pesunpuntocoml’malasdosretas—ZB—§=—ZA+§; 2[3+§=2/1—§;2[3=2/1—§; B

Sustitui =2 L +8— ZA+4—>/1 1+8— 2/1+4'3A— 1, A= !
ustituimos 8 = 3,enB 3= 3= 3t3= 3i34=-LA=—3
1\ 1 3
(X=—2(——)+—; (X_—,'
3/ 3 3 <=1
1\ 4 6 2
P = y=—2(——)+—; y==;P=yy=2;P(123)
3/ 3 3 7= 3
_( 1)+10. L 9 '
t=\T3) T AT

Determinar la proyeccion ortogonal Q3 de P sobre m3:x — 2y — 2z = 0

Para hallar la proyeccion ortogonal hallo la recta pependicular a m3: x — 2y — 2z = 0

Vi =(1,-2,-2 x=BtL
y que pase por P(1,2,3); m{ e=(1,-2,- );m y=-2B+2;
P1,23) 2= —28+3;

El punto Qj sera el de interseccion de la recta my el plano m3:x — 2y — 2z = 0;

B+1)—2(—2p+2)—2(—2B+3)=0;p+1+4p—4+4B—6=0; 9P =09; [5:9

x=B+1 x=1+1; x=2
sustituyoB=1enlarectam{y=—26+2; => {y=—2*1+2; Qg{
z= —2B+3; z= —2x1+4+3;

8(25)
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7. Ejercicio

Segun los datos de la comunidad de Madrid, en la temporada 2021 — 2022 la cobertura de la vacuna
de la gripe entre mayores de 65 afios fue de un 73,2%

a) Ante una situacion de brote epidemico, las autoridades deciden restringir aquellas reuniones en
las que la probabilidad de que haya mas de una persona no vacunada sea mayor de 0,5

Suponiendo que los asistentes a una reunion supone una muestra aleatoria, ; Se deberia restringir
las reuniones de 7 personas mayores de 65 afios?

Determinar el angulo que forman los planos dos a dos

b) Se toma una muestra aleatoria de 500 personas mayores de 65 afios. Calcule, aproximadamente
por la distribuccién normal adecuada, la probabilidad de que al menos 350 de ellos esten vacunados
contra la gripe

Solucién

q probabilidad de estar vacunado 0,732

a) En una muestran ; {p probabidad de no estar vacunado 1 — 0,732 = 0,268

Una reunioén de 5 personas debe restringirse si P(X>1)=0,5

PX>1)=1-PX=0-(PX=1)=1- ((7)) 0,7327 % 0,268° + (Z) 0,7327 % 0,268" ;
PX>1)=1 S 0,7327 * 0,268° —Lo 732° % 0,268;
0;(7—0); ~ ' Li(7-1)" &

PX>1)=1-1%0,1126+1—-7%0,1538+%0,268=1—0,1126 — 0,2885 = 0,59887
Dado que 0,59887 > 0,5 se debe restringir la reunion

b) Se toma una muestra aleatoria de 500 personas mayores de 65 afios. Calcule, aproximadamente
por la distribuccion normal adecuada, la probabilidad de que al menos 350 de ellos esten vacunados
contra la gripe

n = 500, g: probabilidad de que no esten vacunadas = 0,268;
) N r p=nx*p=500+0,268 =134
N(u, 0); (1 es la media y o es la desviacion tipica) o= m — /5007026870732 = 9'9039N(134,9,9039)

Pasamos (i es la media y o es la desviacion tipica) ; en otra Z que siga una distribuccion N(0,1)
aplicando la formula Z = X;Ull
Si pide que al menos 350 esten vacunadas => 500 — 350 = 150; X = 150
P(X <150) = P(X < 150,5); Z = M ~ 1,666 = 1,67
9,9039
Comprobamos en la tabla de distribuccion normal (0,1);

La probabilidad de que al menos 350 de ellos esten vacunado contra la gripe = 0,9525
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Examen 2024-2025 B

1. Ejercicio
En el baloncesto existen canasta que valen un punto, otras que valen 2 y otras que valen 3.
Calcule el nimero de lanzamientos de uno, dos y de tres puntos que realiz6 un equipo
en un partido sabiendo que:
e El equipo anotd 80 puntos con aciertos del 80% en tiros de uno, 50% en tiros de dos
y del 40% en tiros de tres.
e Latercera parte del nimero de lanzamientos de dos fue igual a la quinta parte del
resto de lanzamiento
. El doble del nimero de lanzamientos de tres es menor en cinco unidades del resto
de lazamientos
Soluciéon

Datos del enunciado:

x lanzamientos de 1 punto; y lanzamientos de 2 puntos y z lanzamientos de 3 puntos
08x*1+05y+*2+0,4z+*3 =80 puntos

1 1 08x+10y+12z=80 (08x+ y+12z=80
§y=§(x+z) 5y=3(x+12) { 3x+3z—5y=0
2Z+5=x+y 2z+5=x+y x+y—2z=5
4x+ 5y+6z =400
Para no trabajar con decimales multiplico la primera por 5 => { 3x+3z—5y=0
Xx+y—2z=5

3x—5y+3z =0 F,=3F; —4F,{0+ 35y+ 6z = 1200

rx+ S5y+6z=400 Fq {4x+ S5y + 6z =400
X+y—2z=5 F3 =F; —4F; { 0+y+ 14z =380

F, { 0435y + 62 = 1200 z=— 22— = 25; F5:0+ 35y + 6 + 25 = 1200;y = 30
F3 = F; —35F310 + 0 — 484z = —12100
Sutitumos en Fi: 4x+ 530+ 6 * 25 = 400;x = 25;
x = 25;
Canastas lanzadas { y =30
z=25
2. Ejercicio
4 1 0
SealamatrizA| 2 3 0 |ellamatriz identidad de orden 3. Se pide:
3 2 2
a) Calcular el polinémio P(A) = det(A — Al) y halla las raices reales del polindmio
X
b) Para A = 5, calcula un vector no nulo v = <y> que satisfaga que (A — AV = 0;
z

Solucion

a) Calcular el polinémio P(A) = det(A — Al) y halla las raices reales del polindmio

1 00 A 0 0
Al=A({0 1 0)=|0 A 0];
0 0 1 0 0 2
0

4 1 0 A0 4—-2A 1 0
A-=(2 3 o|]—-(0 2 0]= 2 3—-A 0
3 2 2 0 0 A 3 2 2—A
0
0

4—2A 1
2 KR
3 2 2

[(A=2AD| = =(A4-0D*B-N*2—-2) —4+21=—23+9A2 — 241+ 20

A
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3.

=23 + 922 — 24X + 20 = 0; Para halar las raices probamos con los divisores de 20
A=2=> —-234+49%22-24%x2+20=0; -8 +36—48+ 20 = O unaraizserd A = 2
Dividimos por ruffini:
-1 +9 —24 +20
2 —2 14 —20

|71 +7 =10 0= -2 4£TFA—10=0;

7477 -4(-1)(-10) —7+V49—-40 -7+3 {;\z 5

_122 — =0 = =
A 4+71—10 = 0; T — — =

Las raices del polinimio son:A = 2;A=2;A=5

x
b) Para A = 5, calcula un vector no nulo v = (y) que satisfaga que (A — AI)V = 0;
z
4—-2 1 0 4-5 1 0 -1 1 0
AaA-an=( 2 3—A2 0 |ParaA=S5; 2 3-5 0 |=12 =2 0
3 2 2—-A 3 2 2—-5 3 2 =3

-1 1 0 X —xX+Yy 0
(A—51)V=<2 -2 0><y>=0;< 2x =2y >=<o>:
3 2 =3/ \z 3x+2y—3z 0

—-x+y=0 -1 1 0
2x—2y =0 Comprobamos el rango de la matriz de coeficientes | 2 -2 0

3x+2y—32=0 3 2 =3
-1 1 0

2 =2 0|=-6+6=0;Rango 2;

3 2 -3

-1 1 0 0
( 2 =2 0 0) El rango de la matriz ampliada es 2
3 2 =30
—x+y=0
Sistema compatible indeterminado con infinitas soluciones { 2x—2y=0
3x+2y—-3z=0

54 L 54 ] 5
Parax=Ay= Az = 3 = V(A, )\,?) ;un vector podria ser (1,1,§)

Ejercicio

Un muro rectangular de la biblioteca publica del barrio se va a pintar con ayuda de unos grafiteros

La dimensién del muro es de 3m de alto y 12 m de largo. Colocando la esquina inferior izquierda del

X
muro en el origen de coordenadas, se va a utilizar la curva f(x) = cos 5 + 2 para diferencias dos

regiones del muro que seran pintadas con dos colores distintos. Se sabe que con un bote de spray se puede

pintar 3 m cuadrados de supeficie.

e

a) Halle el valor maximo y en valor minimo de la funcién f(x)en el intervalo [0,12].; Esta la curva

n este intervalo [0,12] contenida completamente en el muro?

b) Halle el 4rea que hay que pintar de cada color

¢) ¢ Cuantos botes de spray se tienen que comprar como minimo para pintar toda el area bajo la curva f(x)

S

e

olucion
a) Halle el valor mdximo y en valor minimo de la funcién f(x)en el intervalo [0,12].; Esta la curva

n este intervalo [0,12] contenida completamente en el muro?
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X
f(x) = cos— + 2; dado que los valores maximos 3 ‘

9 : ‘
y minimos del coseno son — 1 + 1. 5 m | /

Los valores maximos y minimos de la funcién \/
o™ ~1+2=1 :
f(x)—6059 +2 son{l_l_2=3
Puesto que la altura del muro es de 3 m la funcion ® © 15 W0 W5 20 35 30

esta contenida en el muro

b) Halle el area que hay que pintar de cada color

El 4rea marrén contenida entre la curva y el eje 0X

en el intervalo (0,12) sera 4
3 T :
f 12( Z+2)d Y |
cos— X £ = cos i 0 |
0 9 ) \\\ LR 9 //
fu( nx) 12 N Y4
= cos— ) dx +f 2dx NG L~
0 9 0 1 el T N
_ [rr X +2 ]12 t
= [gsenyg X . ; I ||
9 12 9 0 ] 3 4 5 9 1 m 1% 1B W15
=—senn—+2*12——senn—+2*0 | .
T 9 T 9 I

ml2
dado que 5 = 4,18879 radianes = 240 grados (esta en el cuarto cuadrante)

9 9
= sen 240°+2%12-0= ;(—0,866) + 24 = —2,48098 + 24 = 21,519 u?

El 4rea de la zona marron = 21,519 m?
El 4rea del muro a pintar = 12 * 3 = 36 m?

El 4rea de la zona verde = 36 — 21,519 = 14,48 m?

¢) ¢ Cuantos botes de spray se tienen que comprar como minimo para pintar toda el area
bajo la curva f(x).

21,519 m?area a pintar

Botes de spray = = 7,173 botes; 8 botes

Se pintan 3 m?por bore de spray

4. Ejercicio
x—1 y z-—2 .
Dadalarectar = =01 Y el plano m:x + 2y — 3z = 1, se pide:

a) Hallar una ecuacion del plano que contenga ary es perpendicular al plano

b) Hallar una ecuacién de la recta contenida en el plano my que corta perpendicular a r
¢) Calcula los puntos de la recta r cuya distancia al plano 1t es V14
Solucién

a) Hallar una ecuacion del plano que contenga ary es perpendicular al plano

x=2A+1 o
x=1 y z-2 _{ rE{Vrz(z,o,l)

r

==—=——:T1= y=0
2 0 1 z=A+2 P(1,0,2)

El vector normal del plano m: x + 2y — 3z = 1 y el del plano pedido p seran perpenediculares
mx+2y—3z=1; Vn;=(12,-3)

V; =(2,0,1)

u:si continear = { P(1.0.2) contendra el punto P(1,0,2) y un vector director V—ul) = Vr’ = (2,0,1)
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Por otro lado como es perpendicular a m:x + 2y — 3z = 1;
un vector director sera el vector normal de
Vi, =(1,2,-3)=> V5 = Vn, = (1,2,-3);
Vi =V = (20,1)
El plano pedido serd = V_uz’ = Vn, = (1,2,-3)

P(1,0,2)
x—1 y—0 z-2 x—=1 y z-2
p=| 1 2 -3|=]1 2 =3
1 0 1 2 0 1
x—=1 y z-2
1 2 —-3|=2x—-2—-6y—y—4z+8
2 0 1

=2x—7y—4z+6=0;, p=2x—-7y—4z+6=0

b) Hallar una ecuacién de la recta contenida en el plano m y que corta perpendicular ar

x=21+1
r={ con el plano

Hallamos el punto de interseccién delarectar = { y=0 Vrpzl(f)’g'l)
zZ=21+2 (1,0,2)
T:X 4+ 2y — 3z = 1. Sustituimos las variables => (214+ 1)+ 2%*0—-3(1+2) =1;21+1-31-6=1;

x=2x(-6)+1 (x=-11
A = —6; Punto de interseccion { y=0 Q{ y=0 Q(-11,0,—4)
z=(—6)+2 z=—4

La recta t pedida pasara por el punto Q(—11,0, —4) seré perpendicularar; V, = (2,0,1)
al estar contenida en el plano m:x + 2y — 3z = 1 sera perpendicular al vector normal
del plano m, Vn, (1,2, —-3).

El vector director de la recta t es igual al producto vectorial (Vr) = (2,0,1)x Vn, (1,2,—-3);

i j k
Vt= 1 é -3 =2i—6j—4k—j=2i—7j—4k;Vt(Z,—7,—4)
2 0 1
x=21-11
tE[ y=-7A
z=—41—-4

¢) Calcula los puntos de la recta r cuya distancia al plano  es V14

Ax, + By, +Cz; + D
Distancia de (P aA):l 1 Y1 1 |

VA% + B% + (*
Axy + By, +Cz; + D
Distancia (P a/l)=| L 241 L |
VT BT C?
x=21+1
;n:x+2y—3z=1;r5{ y=0
z=1+2
) ) [12A+1)+2(0)0-3QA+2)—1] [2A+1+0-3A-6—1]
Distancia (P al) = =
V12 422 4 (=3)2 Vi4
|=2 -6 (—=1—6) = 14; A = -20; (A= —20;
RN _m'{—(—l—6)=14;1+6=14;A=8;'SOIUCIOH{ A=8;
x=2A+1 (x=2(-20)+1
Puntospedidospara)\=—20;{ y=0 ,{ y=0 ; (—=39,0,—-18)
z=A+2 z=(—20)+2

x=2A+1 (x=2(8)+1
Puntos pedidos para A = 8;{ y=0 { y=0 ; (17,0,10)
Z=A+2 z=(8)+2
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5. Ejercicio

Sean el punto P(0,1,1) y el plano T: x + y = 2.se pide:

a) Hallar la distancia del punto P al plano =

b) Determinar el punto Q del plano m cuya distancia a P es igual que la distancia de P a m;

¢) Hallar el 4rea del triangulo formado por P y los puntos de corte del plano  con los ejes de coordenadas
Solucion

a) Hallar la distancia del punto P al plano

|Ax1 + Byl + CZl + Dl .

Distanciade (P al) =

VA% + B% + (?
10)+1(1)+0*1)—2 -1 1
Distancia (P an)=| ©+1) D |=u=_
V1Z+12 + 02 V2 V2

b) Determinar el punto Q del plano m cuya distancia a P es igual que la distancia de P a m;

Para calcular el punto Q que es la proyeccién del punto P sobre el plano hallo la recta que pasa por Py Q
Vn,; = (1,1,0) La recta que con este vector director y que pasa por P ser3;

s X= A
rE{Vr—Vnﬂ_(l’l'O) ;r:{y= A4+1

P(0,11) a1

El punto Q sera el punto de interseccion de larectary el plano ;

1
Sustituyo los valores delarectaenel planom:x+y=2=> mA+A+1+0=2;A= 5

( 1
X ==
Para A ! >Q! 12 Q(l 1)
araA=—-= : -,=,
L 2
z=1

c) Hallar el area del triangulo formado por P y los puntos de corte del plano 1 con los ejes de coordenadas
Puntos de corte de  con los ejes;
Parax=0=>0+y=2;y =2;A(0,2,0)
Paray=0=>x+0 = 2;x = 2;B(2,0,0)
bxh
2

Tomamos como base la distancia AB;

area del tridngulo =

h = distancia del punto P(0,1,1) a la recta que pasa por AB

—s Xx=2A+2
aB = { Ve = BR0,0) —A(020) = (2=20), 4. 1 ")y
B(2,0,0) z2=0

distancia AB = /22 + (=2)2 4+ 02 = V/8;
h = distancia del punto P(0,1,1) a la recta que pasa por AB

Para hallar la distancia d(P,P,), de un punto P a

una recta r, tomamos un punto Q cualquiera
de larectay con el vector a: delarecta yel
vector ﬁﬁ formamos un parallemogramo.

El modulo del producto vectorial |QP x d, |nos da

el area del paralleogramo. Por otro lado sabemos

que area paralelogramo = base por altura. (Area = |d,| * h); Igualamos [QP x d, | = |d,|x h;
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0P x |

h = (d(P, Pl) = —
[ del
X=2A+2
Un punto de larecta AB : { y = —2 A puede ser A(0,2,0);
z=10

Elvector AP = P(0,1,1) — A(0,2,0) = (0,—1,1)

ﬁx V,
h= (d(P,A) =|—_f‘B|;
| Vas|
. . R L
AP (0,—-1,1); Vap (2,—-2,0) => APx Vag= [0 —1 1|=2j+2i+2k;
2 -2 0

(AP x Vap) = (2,2,2); El modulo del producto vectorial |ﬁx Vag| = V22 +22 422
. |APx Vig|  [(222) |W2Z+22+2% V12

| Vas| ~ |v8]  |v8] V8’
V8« Y12
__— bxh V12
Area del triangulo 4 P=%=>A=T8=T=\/§u2

6. Ejercicio

Sea E = {2,3,5,7,11,13,17,19} un espacio muestral y P una medida de probabilidad en E definidad por

1
P(7) =P(3) = 1 y con resto de sucesos elementales equiprobables.

Se consideran los sucesos A = {7,11,13,19},B = {2,5,7,13,17}y C = {3,5,7,11,13}.
Se pide calcular:

a) P((A-C)nB)

b) P((ANB)|C)

Soluciéon

P(Z)=P(5)=P(11)=P(13)=P(17)=P(19)=x;P(E)=x+%+x+%+x+x+x+x=1;

N

bx+2=Lbx=1—2ol yolt 1
X = o= 7T T T2

P(2) = P(5) = P(11) = P(13 =P(17) = P(19) = x = 11—2

a) P((A-0)nB)
A—C={19} A—C)enE=1{2357111317}; P ((A—C)nB) ={2,5,7,13,17};
P ((A=C)nB) =P(2) + P(5) + P(7) + P(13) = P(17))

. W 1 1 1 1 1 4
P((A—C)nB)=P(Z)+P(5)+P(7)+P(13)+P(17)=E+E+Z+E T

W[ =

yo=
7=

7
P((A—C)ma):E

b)P((ANB)|C) =

Probabilidad condicionada, es la posibilidad de que ocurra un suceso al que denominamos A, como

consecuencia de que haya tenido lugar otro evento llamado B;

P(ANB
P(A|B) =%
P((AnB)|5) =w

P(O)
16(25)
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(P(ANB) = P{7,13}; P(C) = {2,17,19}; (P(AnB) n P(C) = &;

— (PANB)YNPO) 0 0 0
P(anBC) = ; =T, 1.1 319
P 2Tt 12

P((ANB)|C)=0;

7. Ejercicio

Entre los ciudadanos de 14 afios o mas de cierto pais, el 20% de la poblacién tiene entre 14 y 24 afios

El 50% entre 25y 64 y el resto mas de 64 afios. Segtin datos recogidos por el ministerio de cultura de este
pais el 74% de sus ciudadanos entre 14 y 24 es lector habitual, mientras que el porcentaje decrece hasta el
65% entre los de 25y 64 y al 53,7% entre los mayores de 64. Elegido un ciudadano al azar del pais en

cuestion de 14 afios o mas se pide:

a) Calcula la probabilidad de que | S ! | Lecturs
sea lector habitual. | Lector habitual
Entre 14 y 24 afios — 74%
b) Si no es lector habitual, E 20%
.1s / 4 No lector habitual
calcula la probabilidad de que _ =

tenga entre 25y 64 afios

Soluciéon % Lector habitual
Poblacién ~——_|Entre 25y 64 afios T 65%
50% .
E ~ANo lector habitual
35%
b | Lector habitual
Mayor de 64 —~ 53,70%

30%

"4l No lector habitual
46,30%

a) Calcula la probabilidad de que sea lector habitual
P(lector habitual) = 0,2 * 0,74 + 0,5 * 0,65 + 0,3 * 0,537 = 0,148 + 0,325 + 0,1611 = 0,6341;
P(lector habitual) = 63,41%

b) Si no es lector habitual, calcula la probabilidad de que tenga entre 25y 64 afios

Probabilidad condicionada, es la posibilidad de que ocurra un suceso al que denominamos A, como
consecuencia de que haya tenido lugar otro evento llamado B;

P(ANB)
BERON

< . , P(ANB)

P(tenga entre 25 y 64 afios| sabiendo que no es lector habitual) = W

P(tenga entre 25 y 64 afios y no sea lector habitual ) = 0,5 * 0,35 = 0,175%;
P(No sea lector habitual) = 0,2 * 0,26 + 0,5 * 0,35 + 0,3 * 0,463 = 0,052 + 0,175 + 0.1389 = 0,3659

P(ANB) 0,175
P(B) = 0,3659
P(tenga entre 25 y 64 afios | sabiendo que no es lector habitual) = 47,827 %;

P(tenga entre 25 y 64 afios | sabiendo que no es lector habitual) = = 0,47827
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3 Examen 2024-2025C

1. Ejercicio

Sea el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real k

k 1 1\ /x 0 0
<k +1 1 —k) <y> - ( k) = (0) Se pide:
1 k+1 O z 2k 0

a) Discutir el sistema en fucién de los valores de k
b) Resolver el sistema para k = 0;
Solucion

a) Discutir el sistema en fucién de los valores de k

k 1 1\ /x kex 1y 1z kx y z
<k +1 1 —k) <y> =|(k+1x 1y (=k)z|=|(k+1Dx y —kz

1 k+1 O z 1x (k+ 1y 0z x (k+1y 0

k 1 1\ /x 0 0 kex y z 0 0
k+1 1 —k <y>— kl=(o]=|(k+Dx y —kz =0+ k

1 k+1 0/\z 2k 0 x (k+1)y 0 0 2k

kx y z 0
(k + Dx y —kz =<k>
x k+1y 0 2k
k 1 1
Comprobamos el rango de la matriz de coeficientes ((k +1) 1 —k)
1 (k+1) 0

k 1 1
k+1 1 —k|=k>+1+42k—k—-14+k3+k?=k3+2k>+k=k(k?>+2k+1) =0;

1 k+1 0
k(k2+2k+1)=0, {kk_=_01 Elrango de la matriz de coeficientes es 3parak # 0y k # —1

i kx+y+z=0
parak {k ;t_Ol el sistema { (k+ 1)x+y—kz =k escompatible y determinado (una Gnica solucion)
x+ K+ 1)y+0 =2k
k 1 1 0 0 1 1 0
Estudiamos el rango de la matriz ampliada parak = 0; ((k +1) 1 -k k ) = <1 10 0)
1 (k+1) 0 2k 110 0

110 010 010
1 0 0f[=0; [1 0 0/=0;]1 1 0]=0;Rangodelamatrizampliada=2;
1 0 0 1 0 0 1 10

Para k = 0; dado que rango de la matriz de coeficientes = rango matriz ampliada = 2

El sistema es compatible indeterminado infinitas soluciones

k 1 1 0 -11 1 0
Estudiamos el rango de la matriz ampliada parak = —1; ((k +1) 1 -k k > = ( 0 1 -1 —1)

1 (k+1) 0 2k 1 0 0 =2
1 1 0
1 -1 -1 =2+ 2 =4; Rango de la matrizampliada = 3
0 0 =2
Para k = —1; dado que rango de la matriz de coeficientes = 2 y rango matriz ampliada = 3

El sistema es incompatible (no tiene solucién)
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b) Resolver el sistema para k = 0; El sistem es compatible indeterminado

kx y VA 0 kx+y+z=0
(k+ 1D)x y —kz | = (k);elsistemaseré (k+Dx+y—kz=k
X k+1y 0 2k x+(k+1y+0=2k
y+z=0
Para k = 0; sistema compatible indeterminado (infinitas soluciones) => {x+y =0
x+y=0
X=A
Hacemosx = A => {y =—A
Zz=2A

2. Ejercicio

5
-3

a) Hallar las matrices simétricas B que verifiquen BA = (A + A%)B

Dada la matriz A = (_11 ) se pide:

b) Con la matriz A; = A, se consideran las matrices 4, = A2+ A Ay = A2+ Ay AL = AP + Ay
y asi sucesivamente. Hallar A,q,5

Solucién

a) Hallar las matrices simétricas B que verifiquen BA = (A + A%)B

Una matriz 4,,,cuadrada, se dice que se simérica si se cumple que AT = A

B= (‘; Z) es simetrica si BT = (2 ;) para B = BTimplica que b ha de serigualac;b =c

B ha de ser de la forma B = (ﬁ 2)

2_ (1 5 1 5y_(—4 -10
Calculamos (A + A?); A (—1 —3)*(—1 —3) (2 4)

aem=(F e 3

BA=(A+4%)B=> (2 b)*(_11 °

b d -3 =(—13 _15)(3 Z)F

(a —b Sa- 3b) = (—33 RO 3b - Sd) igualamos términos
b—d 5b-3d a+b b+d
a—b=-3a—-5b 4a = —4b a=-b
b—d=a+b b—d=a+b b—d=a+b
S5a—3b=-3b—-5d)5a—3b=-3b—5d)5a—3b=-3b—5d
S5b—3d=b+d 4b = 4d b=d

a b
b d

b) Con la matriz A; = A, se consideran las matrices 4, = A2+ A Ay = A2+ A5 A, = AP + Ay

) => LamatrizBhadeser; B = (_a —a)

Sustituyendo valores en la matriz B = ( 2 —a

y asi sucesivamente. Hallar A, 5

a=a=a=(1 %)

A12+A1=(—11 —53)(—11 —53)+(—11 —53)= (_24 _i0)+(—11 —53)2(_13 _15)
aren=(7 )G TG =G DG D=0 D)

5
-3

A,

A3

) esiguala A; = Ay 2025 es impar => Aypy5 = (_1 . )

_(1
DadoqueA3—(_1 1 3
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3. Ejercicio

Un agricultor dispone de 120 m de valla para delimitar una parcela con forma pentagonal . Los vertices
del pentdgono se nombran consecutivamente A, B,C,D y E . Se sabe que A, B, D y E forman un rectangulo y
que el punto C se encuentra en el exterior de este rectdngulo, formando un tridngulo equilatero con

los puntos B y D:

¢ A qué distancia del vertice A el agricultor debe ubicar los vertices By E, si quiere que la parcela tenga la

maxima area posible?

C
Solucion
Area del rectangulo = x * y; :
xx*h
Area de tridngulo equilatero = - = th 3
|
Al ser un tringulo equilatero h? = x2 + (i)2 ; 1
27 B g D
X
X x? 3x2 xV3
h= ,Xz_(_)zz x2— = 2222
2 4 4 2
¥y
g o xxh _V3x
Area de tridngulo equilatero = > =T =
V3 x?
Area del la =
rea de la parcela = xy + 7 A E
Perimetro de la parcela: 3x + 2y = 120;
120 3X—60 3 — 60 3
B R M e
3 x?2 3 V3 x? 3 V3 x?
Sustituimos y = 60—§x en el area = xy + =>A =x(60—5x)+ = 60x—5x2+ ”

0x+—(‘/§_ 6) x*

A=6 ; Hallamos la derivada para ver donde hay un maximo o un miinimo

V3-6 V3-6 V3-6
2

A'=60+2 7 x =60+ x Igualamos a 0 => 60 +

x = 0;

-120 120
V3—6 —4,268

120+ (V3 —6)x = 0;x = =28,116m;

3 3
x = 28,116 m; y = 60 —3= 60 —5(28,116) =17,826 m;

x=28116m; y=17,826 m;

(\/_—6)x2=> ,,_\/_—6

Hallamos la segunda derivaa de A = 60x + 7 >

Al ser A” negativa tendremos un maximo

Distancia AB =y = 17,826 m y distancia AE = x = 28,116 m
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4. Ejercicio

x—1 z
Sean los puntos A(1,1,2) ,B(2,—1,0),C(—2,0,3) y D(2,—-3,—1) ylarectar = — = y+1= =

a)Compruebe que los puntos no son coplanarios y calcule el volumen del tetraedro formado por ellos
b) Calcule el &rea de la cara del tetraedro ABCD determinada por los puntos A, By Cy la longitud

de la altura del tetraedro que parte del vértice D

¢) Calcule la distancia entre la recta r y la recta determiada por los puntos B yD

Solucion

a)Compruebe que los puntos no son coplanarios y calcule el volumen del tetraedro formado por ellos
Dos o mas puntos son coplanarios si los vectores determinados por ellos

son coplanarios (estan en el mismo plano).

Dos 0 mas vectores son coplanarios si son linealmente independientes,
AB = B(2,-1,0)— A(1,1,2) = (1,-2,-2)
AC = ¢(-2,03) — A(1,1,2) = (-3,-1,1)

AD =D(2,-3,-1) —A(1,1,2) = (1, —4,—3)

1 -2 =2
Productomixto |-3 -1 1|=3-2-24—-2+4+4+18=-3;
1 -4 -3

Al ser distinto de 0 los vectores y puntos no son coplanarios;

1
Volumen del tetraedro = §Area de labase xh

Area de la base es la mitad del area del paralelogramo formado por los vectores ABx AC

11 Lo 2 1
Volumen del tetraedro = - * — * producto mixto |[—3 —1 =—x(-3)==u?
3 2 1 -4 -3 6 2

b) Calcule el area de la cara del tetraedro ABCD determinada por los puntos A, B y C y la longitud

de la altura del tetraedro que parte del vértice D

11— —
area de la cara del tetraedro ABCD determinada por los puntos A,By C = 3 |ABx AC|
i j ok

1 -2 -2
-3 -1 1

1 1 1
=5 1(=2i+6j —k = 6k — 2i = )| = 5| (~4i + 5] = 7K)| =5J(—4)2 + 52+ (=7)2

1

1 1 3
Area de la cara ABC =§v90 =§*3\/1 =EV10 u?

1
Dado que el volumen del tetraedro = 3 area de la base * altura del tetraedro .
1 1 3 1
3 = _ w2 2 . — = .
U 3*2V10 u? x h; h(altura) i u;

¢) Calcule la distancia entre la recta r y la recta determiada por los puntos B yD

Recta determiada por los puntos B y D;

— Xx= 2
_[Vgp=D(2,-3,-1)-B(2,-1,00=(0,-2,-1) . ) _ " ,p_
P(2,-1,0) z=—-
e O A N VI xy==21_+11
2 -1’ P(1,-1,0) ' s =2
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Las rectas no son paralelas ni coincidentes pues sus
vectores directores no son proporcionales

Las rectas se cruzan.

Definimos plano T que contiene ar:

FE{W=(ZL—D

’

Pr(l; _1;0)
que sea paralelo a t: Vt =(0,-2,-1) L
Y 1 R@2-10)
Vi = (21,-1)
El plano m tendra P;(1,—-1,0)
V: = (0,—2,—1) como el plano Ty la recta t son paralelos, el Vg sera un vector de m
V= (21,-1) x—1 y—(-1) z-0 x—1 y+1 z
T P(1,-10) ; [ 0 -2 -1[(=10 -2 —1f=
V. = (0,-2,-1) 2 1 -1 2 1 -1

2x—2—-2y—2+4z+x—1=3x—2y+4z—-5=0

Como el plano m y la recta t son paralelos, La distancia de cualquier punto de la recta t al plano
serd igual a la distancia de larectaralarectat

|a;xq + byys + 124 + dy|

d( Po) = 32+ (=2)*(-1)+4%0—5]| _ |6+ 2 —5| =i

37+ (27 + (@) vz VD9

Distancia de un punto a un plano d(P,a) =

5. Ejercicio

Dados los puntos A(0,0,1)y B(1,0,1)se pide:

a) Hallar una ecuacién del plano paralelo al eje OZ y que pasa por los puntos Ay B
b) Hallar la ecuacién de la recta perpendicular al plano z = 1, que diste una unidad
tanto del punto A como del punto B

Solucién

a) Hallar una ecuacién del plano paralelo al eje OZ y que pasa por los puntos Ay B

Un plano m paralelo a OZ tendra :

Un vector director Wm = WOZ = (0,0,1)

otro VT12: = AB Ya que ha de contener a

A(0,0,1)y B(1,0,1); AB = B(1,0,1) — A(0,0,1) = (1,0,0)
Vn, = (0,0,1)

x—0 y—0 z—-1
Plano m{Vn,, = (1,0,0) => 0 0 1 [=y=0;
A(0,0,1) 1 0 0
Plano m:y = 0;
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b) Hallar la ecuacién de la recta perpendicular al plano
z = 1, que diste una unidad tanto del punto A

como del punto B

]
-

El vector normal del plano z = 1 es (0,0,1) 2

y este sera el vector director de la recta pedida

™

~N0,0,1)
°

L]
L -~ B1,01

_ {V; =(0,0,1) '

P(a,b,c)
Dado que la recta es perpendicular al plano z = 1, /
Cualquier punto de la recta sera de la forma
X

x=0A+a X=a
(a,b,A) =>r: {y=01+b r: {y=b
z=X z=X

Para hallar la distancia d(P,P,), de un punto P a

una recta r,tomamos un punto Q cualquiera
de larectay con el vector a: delarecta yel

—
vector QP formamos un parallemogramo.

—_— T
El modulo del producto vectorial |QP x d, |nos da
el area del paralleogramo. Por otro lado sabemos
que area paralelogramo = base por altura. (Area = |d,| * h); Igualamos [QP x d; | = |d,|x h;
QPx d,
h= (d(P,Py) = loPx d:] —— |
| del

El punto Q de la rectar serd Q(a, b, 1); Q_A) = A(0,0,1) — Q(a,b,1) = (—a,—b,0)

N |(=a,—b OOV — — |
Distancia de la recta al punto A = =1 QAXx dy |[-a -b 0f;

[0,0,1]
0 0
QAx d, —bi + aj
2 = ol - Il b0l = JCB T =1
r

El punto Q de la rectar sera Q(a, b, 1);Q—B) = B(1,0,1) —Q(a,b,1) = (1 —a,—b,0)

N (1 —a,—b,0)(0,0,1)] ! o
Distancia de la recta al punto B = [0.0.1] =1 QB 1—a —-b 0= —bi—j+aqj

,0, 0
QBx d,| |-bi—j+aj
lQ ) r|=| j ]|=1;|—b,+(a—1),0|= [—h)2+@-1)2=1
| dr 1
(dAr) = {/(-b)*+a?=1=WB,r) =+/(-b)?+(a-1%=1
1
b2 +a?=b2+a’>+1-2a;2a=1; a=z
1 3 V3
(d(A,r) = (D)2 +a% = lparaa—— => b2+(—)2 =1; b2+——1 b? = 1_Z=Z b=7

1
(x==
13 2
Punto de la rectar 5,7,7\ ; Larecta pedida sera r: V3 ;
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6. Ejercicio

En base a un estudio de los datos antropométricos de la poblacion laboral espafiola en hombre
se considera que la masa en kg de un individuo de esta poblacién es una variable normal de media
75.67 y desviacion tipica 11,05 Se pide:

a) Calcular la probabilidad de que un hombre de esta poblacién elegido al azar tenga masa entre
60y 80 kg

b) Calcular la probabilidad de que un hombre de esta poblacidn elegido al azar tenga masa
superior a 100kg

c) Elegidos 10 hombre distintos al azar en esta poblacidn calcular la probabilidad de que no mas
de uno supere los 100kg.

Solucién

a) Calcular la probabilidad de que un hombre de esta poblacién elegido al azar tenga masa entre
60y 80 kg

Pasamos (i es la media y o es la desviacion tipica) ; en otra Z que siga una distribuccion N(0,1)

. X—u
aplicando la formula Z = e

Probabilidad de que tenga masa entre P(60 < X < 80)

( 60 — 75,67
Para X = 60; le W =~ —1,418
Estandarizamos valores, 80 — 75,67 ;P(—1,418 <7 <0,3918
Para X = 80; le W ~ 0,3918

Comprobamos en la tabla de distribuccion normal standard
P(—-1,418<2)=1-0,9222=10,0778

P(Z <0,3918) = 0,6517;

P(0,0778 <Z < 0,6517) = 0,6517 — 0,0778 = 0,5739;

b) Calcular la probabilidad de que un hombre de esta poblacidn elegido al azar tenga masa
superior a 100kg
Probabilidad de que tenga masa superior a 100; P(X > 100)

100 — 75,67
Para X =100; Z;- {05 ~ 2,2018

Comprobamos en la tabla de distribuccion normal standard

P(Z =2 2,2018) =1 —0,9861 = 0,0139;

c) Elegidos 10 hombre distintos al azar en esta poblacidn calcular la probabilidad de que no mas

de uno supere los 100kg.

Segtn hemos calculado en el apartado b,la probabilidad de que un hombre tenga una masa superior
a100es:P(X > 100) = 0,0139;

La probabilidad de que no més de uno supere los 100kg. implica que pueden superar los 100k,
ningun hombre o un hombre

La probabilidad de que la masa sea inferior a 100 es P(X < 100) = 1 —0,0139 = 0,9861

P(X=0) = P(X = 0) = (') 0,0139"  0,9861 670 —g); 0139 * 0.9861° = 0,8696;
= = 10 1 9 — —10i 1 9 — .
P(x=1) = (7')00139' » 0,9861° = o= D), 00139 * 09861° = 01201,

P(X < 1) = 0,8696 + 0,1201 = 0,9897
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7. Ejercicio

La probabilidad de que un corredor sufra una caida en un dia de lluvia es de 0,08 y en un dia seco

es de 0,004. La probabilidad de que llueva y se caiga es de 0,032. Hoy un corredor ha salido. Se pide:
a)Calcular la probabilidad de que vuelva a casa sinhaberse caido

b) Hallar la probabilidad de que, sabiendo que se ha caido, no esté lloviendo

Solucion

a)Calcular la probabilidad de que vuelva a casa sinhaberse caido

Probabilidad condicionada, es la posibilidad de que ocurra un suceso al que denominamos A, como
consecuencia de que haya tenido lugar otro evento llamado B;

P(ANB)_
P(B)

P de que llueva L ; probabilidad de que no llueva L;

P(A|B) =

P de que se caiga = C; P de que no se caiga C
Necesitmos conocer la probabilidad de que llueva

P(CNL) probabilidad de que llueva y se caiga = 0,032
;{ P(C|L) probabilidad de que sabiendo que lleve se caiga = 0,08
P(L) = Probabilidad de que llueva

P(CNL)
P(L)

P(C|L) =

P(CNL) _ 0,032
P(C|L) = 0,08

P(L) = 1 — 0,4 = 0,6 Probabilidad de que no llueva

P(L) = = 0,4 Probabilidad de que llueva

P de que se caiga
0,08

P de que llueva 0,4

N
Probabilidad de que no se caiga 5 |Bdeque "Oézzcaisa
P(C) = 0,4 0,92 + 0,6 * 0,996 = 0,9656
de que se caiga
i ! 0,00g4
b) Hallar la probabilidad de que, sabiendo que se \‘
ha caido, no esté lloviendo P de que no se caiga

0,996

PIC) = P(EﬂC){ P(LNC) = 0,6 * 0,004 = 0,0024
P(C) P(C) =0,4%0,08+0,6 0,004 = 0,0344
P(LIC) = uitess 0,0698
10) = 0,0344
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